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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage. 


Das vorliegende Büchlein ist im Feld entstanden und aus dem 
Feld in Druck gegeben worden; die Anregung zu ihm verdanke ich 
Unterhaltungen, in denen ich Kriegskameraden (Nichtmathematikern) 
gelegentlich öde Stunden durch Einführung in Gedankengänge der 
Mengenlehre verkürzen konnte. 

Wenn auch diese Entstehung in der Anlage der Schrift noch 
erkennbar sein mag, so wird dadurch doch der beabsichtigte Zweck 
nicht beeinträchtigt: eine kurze Einführung in’eine der gewaltigsten 
Errungenschaften des menschlichen Geistes, in die Grundzüge der 
abstrakten Mengenlehre, zu bieten, verständlich für jedermann, der 
Interesse nimmt an der mathematischen Begründung des Unendlich- 
großen und daher auch so viel Geduld mitbringt, um sich allmählich 
in etwas abstrakte Gedankengänge hineinzufinden. Vorkenntnisse 
mathematischer oder philosophischer Art sind hierzu in keiner Weise 
erforderlich .... 

... Dabei habe ich eine gewisse Breite der Darstellung, dem 
Zweck der Schrift entsprechend, grundsätzlich nicht gescheut; ich 
verweise gegenüber der Forderung nach „Eleganz“ auf ein Wort 
BOLTZMANNs: man solle die Eleganz Sache der Schneider und Schuster 
sein lassen. 


Marburg, im Januar 1919. 


Aus dem Vorwort zur zweiten Auflage. 


Die freundliche Aufnahme, die das seit Jahresfrist vergriffene 
Buch beim Publikum und bei der Kritik gefunden hat, veranlaßt mich 
die Anlage der Schrift im ganzen unverändert beizubehalten. Nament- 
lich habe ich wiederum eine gelegentliche Breite, ja selbst vereinzelte 
Wiederholungen nicht gescheut; ich halte es im vorliegenden Fall für 
wichtiger, auch dem mathematisch weniger Geübten einen Einblick 
selbst in grundsätzlich oder sachlich schwierige Partien zu ermöglichen, 
als den Kenner durch äußerste Kürze und Eleganz zu erfreuen. Nur 
nach zwei Richtungen hin ist das Buch erheblicher erweitert worden. 

Zunächst wurde in den $$ 1—11 die Darstellung in zahlreichen 
Punkten ausgestaltet, namentlich bei der Einführung grundsätzlich 
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wichtiger Begriffe sowie an Stellen, wo in der ersten Auflage einzelne 
schwierigere Beweise unterdrückt oder nur skizziert worden waren, 
die nunmehr eine vollständige Ausführung erhielten. . 

Die zweite wesentlichere Ausgestaltung betrifft die Behandlung 
der prinzipiellen Fragen, die mit der Grundlegung der Mengenlehre 
zusammenhängen und zum Teil das Grenzgebiet zwischen Mathematik 
und Philosophie berühren... . 


Marburg,“im Frühjahr 1923. 


Vorwort zur dritten Auflage. 


Daß auch die zweite Auflage des vorliegenden Buches bei der Kritik 
günstige Aufnahme gefunden hat und innerhalb dreier Jahre ver- 
griffen war, muß ich wohl als eine Mahnung auffassen, Charakter und 
Anlage der Schrift nicht allzusehr zu verändern — so nahe dies wenigstens 
für die erste Hälfte gelegen hätte, die die abstrakte Mengenlehre im Sinne 
CANTORs behandelt. Hier habe ich mich damit begnügt, den Stoff in 
mäßigen Grenzen zu vermehren, die Darstellung straffer zu gliedern, 
Literaturangaben reichlicher einzustreuen und an die Mitarbeit und 
Selbstprüfung des Lesers sichtbar zu appellieren durch einfache Auf- 
gaben am Schluß der einzelnen Paragraphen. Mit alledem erhalten die 
88 2—12 ein Gewand, das sich nicht mehr allzu weit unterscheidet von 
dem, wie es sonst bei mathematischen Lehrbüchern üblich ist. Aller- 
dings habe ich die Breite im Anfang unverändert beibehalten; sie soll 
(und wird nach gemachten Erfahrungen) auch dem mathematisch völlig 
ungeübten Leser, wenn er nur zu intensiver Mitarbeit fähig und willens 
ist, es ermöglichen, ungeachtet der voll gewahrten Strenge der Dar- 
stellung selbst an die schwierigeren, Fragen heranzukommen. — Dem 
Wunsch einer hochgeschätzten und temperamentvollen Rezensentin, 
den Abschnitt über Punktmengen erheblich auszugestalten (oder fort- 
zulassen), konnte ich mich nicht entschließen nachzukommen; die Bei- 
spiele aus diesem Gebiet, dem es an vorzüglichen Darstellungen in 
deutscher Sprache nicht mangelt, sollen lediglich als Illustrationen zu 
vorangegangenen Abschnitten dienen und u.a. auch gewisse Betrach- 
tungen CANTORs über geordnete Punktmengen, die inzwischen in den 
Hintergrund getreten sind, dem Leser vorführen. 

Eine vollständige Umarbeitung hingegen, verbunden mit einer Ver- 
doppelung des Umfangs, hat sich die zweite Hälfte (Kapitel IV und V) 
gefallen lassen müssen, die der Grundlegung der Mengenlehre und damit 
den Prinzipienfragen der Mathematik überhaupt gewidmet ist; also Fra- 
gen, die heute einen Mittelpunkt des Interesses und der Diskussion in 
weiterem als nur dem mathematischen Kreise bilden. In der Tat 
ist zu diesem in rascher Entwicklung befindlichen Gegenstand seit 
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dem Erscheinen der zweiten Auflage eine wahre Flut von Veröffent- 
lichungen von freilich sehr verschiedenem Werte erschienen. 

Die Auseinandersetzung mit etwas älteren philosophischen Stand- ° 
punkten zum Aktual-Unendlichen konnte als bereits überholt teils 
fortfallen, teils auf kurze Hinweise bei den einzelnen Begriffsbildungen 
beschränkt werden. Dagegen wurde die Schilderung des Intuitionismus 
in den Prägungen seiner verschiedenen Vertreter (die untereinander wohl 
nicht ganz so tief und grundsätzlich abweichen, als sie es selbst glauben) 
derart ausgestaltet, wie es den neuesten Originalarbeiten und der zu- 
nehmenden Klärung der Problemlage entspricht. Fernerhin glaubte ich 
dem gigantischen, wenn auch keineswegs endgültigen Werk der Principia 
Mathematica, das in Deutschland bisher nur in engem Kreise gewür- 
digt und noch weniger gekannt wird, eine Darstellung schuldig zu sein. 
Diese kann zwar weder in die Details eingehen noch die Grundfragen 
in dem vollen erforderlichen Ausmaß behandeln; sie hat das mir vor- 
schwebende Ziel erreicht, wenn sie das Interesse des Lesers erweckt 
und ihm den — ebenso wie beim Intuitionismus nicht gerade be- 
quemen — Zugang zu den Quellen merklich ebnet. Bei Niederschrift 
dieser Zeilen sind gerade die ‚Grundzüge der theoretischen Logik‘ von 
HILBERT und ACKERMANN erschienen, die wohl zum erstenmal einem brei- 
teren deutschen Leserkreis viele tieferliegende Hauptgedanken der 
Logik RussELLs darlegen; auch nach dieser Schilderung, die andere 
Zwecke verfolgt, wird meine Skizze noch einem Bedürfnis entgegen- 
kommen. 

Das V. Kapitel gibt eine dem heutigen (keineswegs schon endgültigen) 
Stand entsprechende Darstellung der axiomatischen Mengenlehre in 
dem durch ZERMELO angebahnten Sinn, wobei die psychologisch-didak- 
tische Begründung der Axiome, die wirkliche Herleitung der Theorie 
aus den Axiomen und die großen allgemeinen Probleme der axioma- _ 
tischen Methode überhaupt. gleichmäßig zu ihrem Rechte kommen. 
Auf Einzelheiten einzugehen ist möglichst vermieden worden, um so 
mehr als dafür mehrfach auf meine 1927 in der Sammlung ‚‚Wissenschaft 
und Hypothese“ erschienene Schrift verwiesen werden kann. Dagegen 
glaubte ich: dem Leser nicht nur Fertiges bieten, sondern ihn auch 
zu den am Rande der heutigen Forschung noch gähnenden Klüften 
und Abgründen heranführen zu sollen — selbst da, wo die offenen 
Fragen viel mehr philosophische oder weltanschauliche als eigentlich 
mathematische Züge tragen (wie z.B. auf S.325—332). Daß die 
mathematische Forschung sich regelmäßig einer gedrängten, dogma- 
tischen und unspychelogischen Darstellung befleißigt, die dem Studen- 
ten und selbst dem nach anderer Richtung spezialisierten Forscher das 
Eindringen in einem fast prohibitiven Ausmaß erschwert, hat neben 
gewissen inneren vor allem historische (z. B. das allzu suggestiv wir- 
kende Vorbild von GAuss) und äußere Gründe (Umfang der Zeitschriften). 
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Der Erfolg muß lehren, ob die völlige Abkehr von dieser Darstellungsart 
auch in den Schlußteilen des vorliegenden Buches es zuwege bringt, 
. dem weniger Geübten das Verständnis selbst schwieriger Dinge zu 
erschließen und weiteren philosophischen Kreisen klarzumachen, 
welche Bedeutung (qualem et quantam) für sie die mathematische 
Grundlagenforschung besitzt — wie das zu meiner Freude mit der 
2. Auflage vielfach gelungen ist. 

Während es bei der Schilderung der gegensätzlichen Prinzipien und 
Schulen in der zweiten Hälfte des Buches mein Bestreben war, die 
äußerste Unparteilichkeit zu wahren und jede Richtung mit den ihr 
selbst gemäßen Argumenten zu begründen, glaubte ich dem Leser am 
Schluß ein kurzes persönliches Glaubensbekenntnis schuldig zu sein 
(Ende des $ 18); daß dieses auch für mich schon morgen überholt oder 
modifiziert sein kann und für die Überzeugung des Lesers keineswegs 
maßgebend sein darf, sei auch an dieser Stelle betont für Leser, die 
sich etwa das zurare in verba magistri noch nicht in dem für den Mathe- 
matiker und Philosophen wünschenswerten Maße abgewöhnt haben. 

Auf eine möglichst erschöpfende Zusammenstellung der neueren 
(namentlich auch der vielfach mit Schwierigkeiten beschafften aus 
ländischen) Literatur zu den behandelten Gegenständen der Grund- 
lagenforschung habe ich besondere Sorgfalt verwandt; diese Mühe wird 
belohnt sein, wenn dadurch für jüngere Forscher die Inangriffnahme 
des einen oder anderen Problems angeregt und erleichtert wird. Die 
Lektüre des Buches selbst erfordert weder weitere Literatur noch über- 
haupt besondere Vorkenntnisse. 

Für freundliche Hilfe bei der Korrektur und wertvolle Rat- 
schläge zu einzelnen Gegenständen danke ich Frau DEUTSCHBEIN- 
Marburg und den Herren BECKER-Freiburg i. B., BERNAYSs-Göttingen, 
CARrNAP-Wien, KURATOWSKI-Lemberg, PRÜFER-Münster, RAMSEY- 
Cambridge, TARSKI-Warschau; ganz besonders aber den Herren BAER- 
Freiburg i. B. und PLEssnErR-Marburg, die vollständige Korrekturen 
des Buches durchgesehen und es durch eine Fülle wichtiger Bemer- 
kungen bereichert haben, Weiterhin gilt mein Dank der Verlagsbuch- 
handlung Julius Springer für ihr stets bewährtes Entgegenkommen, 
ferner den Freunden im In- und Ausland, die sich mit Fragen und 
Anregungen zur bisherigen Gestalt des Buches an mich gewandt 
haben, sowie Herrn cand. math. STRockA-Kiel, der die Herstellung des 
Namenverzeichnisses übernahm. Schließlich gehe das Buch diesmal 
nicht in die Welt ohne ein Wort des Gedenkens für GERHARD HESSEN- 
BERG, den ausgezeichneten Menschen und Denker, dessen Arbeiten ich 
in wissenschaftlicher und didaktischer Hinsicht gleich viel verdanke. 


Kiel, im Sommer 1928. 
ADOLF FRAENKEL. 
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sind die auf S.9 und S. 306 angeführten Seitenzahlen der Schrift 
BECKER [2] um 440 zu vergrößern, wenn man die (sonst für diese Schrift an- 
gegebene) Seitenzahl im Bande des Jahrbuchs erhalten will. 


$ 1. Einleitung. 


». .. SO protestiere ich... gegen den Gebrauch einer unendlichen 
Größe als einer vollendeten, welcher in der Mathematik niemals erlaubt 
ist. Das Unendliche ist nur eine fagon de parler, indem man eigentlich 
von Grenzen spricht, denen gewisse Verhältnisse so nahe kommen als 
man will, während andern ohne Einschränkung zu wachsen verstattet 
ist.‘“ (Briefwechsel GAUSS-SCHUMACHER, II [1860], S. 269; Gauss’ 
Werke, VIII [1900], S. 216.) Diese aus dem Jahre 1831 stammende, 
gegen einen bestimmten Gedanken SCHUMACHERS gerichtete Äußerung 
des ‚„princeps mathematicorum‘‘ C.F. GAuss, drückt einen horror 
infiniti aus, der in ganz allgemeinem Sinn bis vor wenigen Jahrzehnten 
Gemeingut der Mathematiker war und gerade durch die Autorität von 
GAuss eine schier unangreifbare Stütze erhalten hatte. Die Mathe- 
matik sollte es hiernach nur mit endlichen Größen und Zahlen, die 
Null eingeschlossen, zu tun haben; das Unendlichgroße mochte ebenso 
wie das Unendlichkleine, mehr oder weniger unscharf definiert, allen- 
falls in der Philosophie eine kümmerliche Existenz fristen — aus der 
Mathematik blieb es verwiesen. 

Dem erst während des Weltkrieges verstorbenen Halleschen Mathe- 
matiker GEORG CANTOR! (3. März 1845 bis 6. Januar 1918) blieb es 
vorbehalten, die GAausssche Behauptung in dem Sinn, in dem sie ver- 
standen worden war, nicht nur zu bekämpfen, sondern auch zu wider- 
legen und dem Begriff des Unendlichgroßen das Bürgerrecht im mathe- 
matischen Königreich zu verschaffen; ein Bürgerrecht, das wohl anders- 
artig, aber nicht weniger rechtmäßig ist als dasjenige der sonst in der 
Mathematik anerkannten Zahlen. Es hat außer der schöpferischen 
Intuition und künstlerischen Zeugungskraft, von der CAnTOR bei seinen 
Entdeckungen geleitet wurde?, auch noch ungewöhnlicher Energie und 

1 Vgl. die kurze Biographie von WANGERIN [l] und die von SCHOENFLIES [11] 
und [12] mitgeteilten Erinnerungen und Briefe, sowie einen 1929 im Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker-Vereinigung erscheinenden ausführlichen Nachruf. 
(Alle Literaturverweise — gekennzeichnet durch eine dem Namen beigefügte Nummer 
in eckigen Klammern — beziehen sich auf das am Schluß des Buches stehende 
Literaturverzeichnis; diese Verweise, die namentlich in der zweiten Hälfte des 
Buches sich zahlreich finden, sollen natürlich nur dem Wunsch nach Sonder- 
information in dieser oder jener Frage entgegenkommen, niemals aber eine not- 
wendige Ergänzung zur Lektüre des vorliegenden Buches ausdrücken; dieses will 
vielmehr durchaus auch ohne weitere Literaturheranziehung verständlich sein.) 

2 Vgl. die charakteristische These seiner Habilitationsschrift [1]: „Eodem 
modo literis atque arte animos delectari posse.‘“ 

Fraenkel, Mengenlehre 3. Aufl. 
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Beharrlichkeit seitens des Entdeckers bedurft, um seine Anschauungen 
durchzuhalten und durchzufechten; wurden diese doch zu seinem leb- 
haftem Schmerz lange Zeit hindurch von der überwiegenden Mehr- 
zahl seiner mathematischen! Zeitgenossen als unklar oder falsch oder 
wenigstens — von den Wohlwollendsten — als „hundert Jahre zu 
früh gekommen‘? bekämpft, bis in das letzte Jahrzehnt des vorigen 
Jahrhunderts hinein, in dem CANTOoR seinerseits (1897) seine schrift- 
stellerische Tätigkeit abschloß und von dem an gleichzeitig seine Lehre 
sich überwiegend durchsetzte?, Nicht allein GAuss und andere hervor- 
ragende Mathematiker wurden als Kronzeugen gegen den Begriff des 
Unendlichgroßen ins Feld geführt; auch gegen die von seinen Philo- 
sophischen Gegnern angerufenen Autoritäten, gegen ARISTOTELES, 
LOcCKE, DESCARTES, SPINOZA, LEIBNIZ und weitere Logiker aus alter 
und neuer Zeit mußte sich CAnTOR verteidigen; ja seine Lehre sollte 
nicht nur gegen die Wahrheiten der Logik und der Mathematik, son- 
dern vollends gar gegen die religiösen Grundsätze verstoßen, wogegen 
er als eine echt religiöse Natur sich ganz besonders wehrte®. 


1 Vor allem von KRONECKER. Dagegen haben zwei Führer der damaligen 
Mathematikergeneration, WEIERSTRASS und HERMITE — letzterer entgegen einer 
(namentlich durch PoıncAr£) weit verbreiteten Meinung — ihr anfängliches Miß- 
trauen gegen CANTORS Schöpfungen bald überwunden und in Hochschätzung, 
ja Bewunderung verwandelt. In MITTAG-LEFFLER ist ihm frühzeitig sogar ein 
einflußreicher tätiger Helfer erstanden; die auf dessen Veranlassung im Band 2 
der Acta-Mathematica erschienenen französischen Übertragungen CAnTorRscher 
Arbeiten — übersetzt z. T. von PoIncarE (nach MITTAG-LEFFLER [2]) — haben viel 
zur Verbreitung seiner Ideen beigetragen. Die ersten, die (1883/84) CAnToRS Ideen 
auf funktionentheoretische (und geometrische) Probleme anwandten, waren MITTAG- 
LEFFLer [1], Poıncar£ [1] und SCHEEFFER [1] und [2], während die gleichzeitigen 
Arbeiten BEnDIxsons ([1]—[4]) gewissermaßen parallel mit CANTOR gingen. 

2 Mit dieser Begründung soll CAnToRS (später im 46. Band der Math. Annalen 
1895 erschienene) zusammenhängende Darstellung in den 80er Jahren von einer 
der angesehensten mathematischen Zeitschriften, die sich ihm sonst bereitwillig 
öffnete, abgelehnt worden sein (nach CANTOR-STÄCKEL [1]). Auch seine in den 
70er Jahren im Journal f. d. reine u. angew. Mathematik erschienenen Arbeiten, die 
mehrere der entscheidendsten Entdeckungen enthalten, waren nur nach längerem 
Widerstand und verspätet aufgenommen worden (vgl. SCHOENFLIESs [11], S. 99). 
Übrigens beklagt sich CAnTorR auch noch 1908 in einem Brief an W.H. Young 
über die mangelnde Anerkennung, die er in seiner Heimat gefunden habe (vgl. 
W. H. Young [2], S. 422f.); in der Tat ist aber sein Werk seit der Jahrhundert- 
wende gerade auch in Deutschland in den Vordergrund des mathematischen 
Interesses und Forschens gerückt. 

® Im Ausland namentlich durch den Anhang von CouturATs Doktordisser- 
tation [1] und das eine starke Wirkung ausübende Lehrbuch BorEL [1] sowie 
BaAIRE [1]; vgl. auch die 1899 in der Revue Philosophique erschienenen Aufsätze 
BOrRELs, die in Note IV von BoreL [2] wieder abgedruckt sind. 

* Vgl. namentlich Cantor [7 V], [9] und [10], sowie GUTBERLET [1] und f2] 
und Ternus [1], besonders S. 218—222. Zweifellos hat sich ja der Begriff des 
Unendlichen überhaupt zunächst mehr gefühlsmäßig, vorwiegend als religiöses 
Problem, der Menschheit aufgedrängt und ist — mindestens in unserem Kultur- 
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In welcher Weise dennoch, all diesen wirklichen oder auch nur ver- 
meintlichen Zeugen zum Trotz, ganz bestimmte und untereinander 
scharf unterscheidbare unendliche Zahlen in die Mathematik eingeführt 
und wohldefinierte Rechenoperationen mit ihnen gelehrt werden können, 
dies im Zusammenhang: darzustellen soll den Hauptzweck der ersten 
Hälfte des vorliegenden Buches (bis $ 12) bilden. Dabei wird die für die 
Mathematik überhaupt charakteristische, in keiner anderen Wissenschaft 
ähnlich ausgeprägte Möglichkeit des freien Neuschaffens sichtbar hervor- 
treten; der Geburtsstunde der Mengenlehre entstammt der Satz: ‚Das 
Wesen der Mathematik liegt gerade in ihrer Freiheit‘. Wie klar sich 
CANTOR schon in einer verhältnismäßig frühen Periode seiner Arbeit über 
das Zielund den umstürzenden Charakter des Unternehmens war und wie 
deutlich er dessen sieghaftes Durchdringen gegenüber allen Einwänden 
voraussah, das erhellt aus folgenden Sätzen, mit denen seine 1883 er- 
schienene, in der Buchausgabe mit einem rührend bescheidenen Vor- 
wort eingeleitete Abhandlung [7 V] beginnt: 

„Die bisherige Darstellung meiner Untersuchungen in der Mannich- 
faltigkeitslehre ist an einen Punkt gelangt, wo ihre Fortführung von 
einer Erweiterung des realen ganzen Zahlbegriffs über die bisherigen 
Grenzen hinaus abhängig wird, und zwar fällt diese Erweiterung in 
eine Richtung, in welcher sie meines Wissens bisher von niemandem 
gesucht worden ist.‘ 

„Die Abhängigkeit, in welche ich mich von dieser Ausdehnung des 
_ Zahlbegriffs versetzt sehe, ist eine so große, daß es mir ohne letztere 
kaum möglich sein würde, zwanglos den kleinsten Schritt weiter vor- 
wärts in der Mengenlehre auszuführen; möge in diesem Umstande 
eine Rechtfertigung oder, wenn nötig, eine Entschuldigung dafür ge- 
funden werden, daß ich scheinbar fremdartige Ideen in meine Betrach- 
tungen einführe. Denn es handelt sich um eine Erweiterung resp. 
Fortsetzung der realen ganzen Zahlenreihe über das Unendliche hin- 
aus; so gewagt dies auch scheinen möchte, kann ich dennoch nicht 
nur die Hoffnung, sondern die feste Überzeugung aussprechen, daß 


kreis — erstin der Hand der Griechen zum Problem, und zwar alsbald zum wissen- 
schaftlichen Problem geworden. Andererseits sind die heute vielfach unterschätzten, 
speziell auch das Problem des Unendlichen betreffenden Gedankengänge der 
scholastischen Philosophie und Theologie (man vergleiche hierfür etwa DEMPF [1]) 
in mancher Hinsicht von der gleichzeitigen Feinheit und Kühnheit der Ideen 
der klassischen Mengenlehre; es ist wohl kein bloßer Zufall, daß. CANToR 
— wie noch mehr Borzano — bei den Scholastikern in die Schule gegangen‘'ist 
(vgl. F. Kein [2], S. 52 und 56). Im übrigen werde in historischer Beziehung im 
allgemeinen etwa auf die VI. Vorlesung (‚Die Geschichte des Unendlichkeits- 
problems‘) von Russe [7] sowie auf KEysER [2] verwiesen, im besonderen für 
die Vorgeschichte und ältere Geschichte der Mengenlehre (sowie der damit zu- 
sammenhängenden Teile der Funktionentheorie) auf JoURrDAIN [2]. 

1 CanTor [7 V], S. 564; man vergleiche auch die dort vorangehenden Absätze, 
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diese Erweiterung mit der Zeit als eine durchaus einfache, angemessene, 
natürliche wird angesehen werden müssen. Dabei verhehle ich mir 
keineswegs, daß ich mit diesem Unternehmen in einen gewissen Gegen- 
satz zu weitverbreiteten Anschauungen über das mathematische Un- 
endliche und zu häufig vertretenen Ansichten über das Wesen der Zahl- 
größe mich stelle.‘ 

Wie steht es nun mit Art und Berechtigung dieser merkwürdigen 
Erweiterung der Zahlenreihe? Und ist die — in der Wissenschaft 
sonst ihresgleichen nicht findende — Ungebundenheit des frei und kühn 
schaffenden Mathematikers auch in diesem Fall durch die Forderung 
logischer Widerspruchslosigkeit und Folgerichtigkeit in den notwendigen 
Grenzen gehalten worden ? Hierüber möge sich der Leser auf Grund 
des vorliegenden Buches, das keinerlei besondere Vorkenntnisse voraus- 
setzt, selbst sein Urteil bilden; "er wird die letzte Frage hoffentlich im 
großen ganzen bejahen können. 


Erstes-Kapitel. 


Grundlagen. Begriff der Kardinalzahl. 
$ 2. Begriff der Menge. Beispiele von Mengen. 


CAnToR! hat den Begriff der Menge folgendermaßen definiert: 

Eine Menge? ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterschie- 
dener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche die 
Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen. 

1. Beispiele. Bevor wir diese Definition im einzelnen zergliedern, 
wollen wir einige Beispiele von Mengen betrachten, die uns anschau- 
liches Material zum Verständnis der Definition liefern sollen 3. 

1. Wir denken uns eine bestimmte Anzahl konkreter Gegenstände, 
z.B. aus einem vor uns stehenden Obstteller etwa 5 Äpfel, 2 Birnen 
und 1 Aprikose; der Inbegriff dieser 8 Dinge stellt eine Menge dar. 


1 Cantor [121], S.481; vgl. auch schon [7 III], S. 114f., und [7 V], S. 587. 
CANTOR verwendet übrigens in der älteren Zeit vorzugsweise die Bezeichnungen 
„Mannichfaltigkeit‘‘ und ‚„Mannichfaltigkeitslehre‘“. Der französische Ausdruck, 
der weniger als der auch quantitativ auffaßbare deutsche für Mißverständnisse 
Raum läßt, ist ‚ensemble‘, der englische ‚‚class‘‘ oder „aggregate‘“ oder auch 
(besonders bei Punktmengen) ‚,‚set‘“. 

® Die nachstehend gesperrt gedruckten Bezeichnungen werden im Laufder 
späteren Betrachtungen noch öfters benutzt. Das am Schluß stehende Sach- 
register gibt zu jeder dieser Bezeichnungen die Stelle an, wo sie erklärt ist. 

® Diese Beispiele stellen nicht einen Teil des logischen Gebäudes dar, das wir 
uns schrittweise aufrichten wollen, sondern dienen nur der Verdeutlichung des 
Mengenbegriffs; daher wird in diesen Beispielen mehr Wert auf Anschaulichkeit 
als auf logische Strenge gelegt. Der geübtere Leser wird sich mit den nachfolgenden 
Beispielen nur ganz flüchtig zu befassen brauchen. 
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Die Elemente der so gebildeten Menge sind die einzelnen Früchte; 
durch den bei aller Handgreiflitkeit dieser Elemente doch gedanklichen 
Akt. ihrer Zusammenfassung zu einem Ganzen haben wir die Menge 
der 8 Früchte gebildet!. Die Menge enthält 8 untereinander verschie- 
dene Elemente, die wir uns in eine Reihe angeordnet denken (z.B.: 
ein erster Apfel, ein zweiter Apfel usw., die eine Birne, die andere 
Birne, endlieh zuletzt die Aprikose). Sehen wir dann von der besonderen 
Natur der einzelnen Elemente ab, so stellt uns die Menge nur mehr 
ein Ordnungsschema dar mit dem Inhalt: erstens, zweitens, .. ., achtens. 
Endlich können wir außer von der Natur der Elemente auch noch von 
ihrer Anordnung absehen, die Elemente gewissermaßen in einen Sack 
geworfen und durcheinander geschüttelt denken; dann vermittelt uns 
die Menge als einzigen Inhalt nur mehr die Anzahl der in ihr zusammen- 
gefaßten Früchte, nämlich die Anzahl 8. 

Zum nämlichen Ordnungsschema und zu ‘der nämlichen Anzahl ge- 
langen wir offenbar, wenn wir statt von unseren Früchten etwa von 
acht an einer Schnur aufgereihten Perlen ausgehen. 

2. Statt konkrete Gegenstände zu einer Menge zusammenzu- 
fassen, können wir das nämliche mit abstrakten Begriffen unternehmen, 
also z.B. Mengen bilden, die aus gewissen Eigenschaften, gewissen 
Naturgesetzen, gewissen Dreiecken usw. gebildet sind. Wir können so 
etwa gewisse Zahlen zu einer Menge zusammenfassen, z. B. die Menge 
bilden, deren Elemente die Zahlen 1, 2, 3,..., 8 sind; vergleichen wir 
diese Menge mit der unter 1. gebildetenMenge von Früchten, so leuchtet 
ein, daß beide Mengen sich in nichts voneinander unterscheiden, so- 
bald von der besonderen Natur ihrer Elemente abgesehen wird. 

3. Eine unvergleichlich viel umfassendere Menge, die aber gleich 
den bisher betrachteten immerhin nur endlichviele Elemente enthält, 
bilden wir auf folgende Weise?: Ein System von 100 Zeichen, das 
alle möglichen Konsonanten-. und Vokallaute, die Ziffern, die Inter- 
punktionszeichen usw. sowie das Spatium (d.i. die Type für den im 
Buchdruck leerbleibenden Raum zwischen den Worten und den Zeilen) 
umfaßt, mag als Material für die Herstellung eines beliebigen Buches 
zugrunde gelegt werden. Für den Umfang eines Buches werde fest- 
gesetzt, daß es eine Million solcher Zeichen umfassen soll; damit sind 
auch alle kürzeren Bücher eingeschlossen, da die fehlenden Zeichen ja 


1 Nebenbei werde bemerkt, daß auch bei einer einzigen Frucht (oder über- 
haupt einem einzigen Element) von der Menge gesprochen werden kann, die diese 
Frucht enthält; diese Menge, ein abstrakter Begriff, kann logisch und daher auch 
mathematisch von der konkreten Frucht unterschieden werden (vgl. auch S. 21, 
Fußnote 3). 

2 Die (freilich auf viel ältere Ideen zurückgehende) Betrachtung stammt wohl 
wesentlich aus E. E. KumMmeErs Vorlesungen und aus KuUrD Lasswırzz’ ‚Traum- 
kristallen“; vgl. dazu z.B. Fürst-Moszkowskı, Das Buch der 1000 Wunder 
(München), Nr. 150, und HaAusporFF [3], S. 6lf. 
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als Spatien angenommen werden können. In diesem Sinn wird nach- 
stehend der Ausdruck „Buch‘‘ gebraucht. 

Wir fassen nun die Menge aller denkbaren Bücher ins Auge. Da 
jedes Buch irgendeine Verteilung von 100 Zeichen auf 1000000 Plätze 
darstellt und offenbar nur endlichviele verschiedene solche Verteilungen 
oder Kombinationen möglich sind (wie eine einfache Überlegung lehrt, 
gibt es deren 100 1000000), so enthält unsere Menge nur endlichviele 
verschiedene Bücher; darunter kommen indes z. B. alle religiösen und 
philosophischen Schriften der Vergangenheit und Zukunft, alle Dramen 
und Gedichte, alle entdeckten oder künftig zu entdeckenden wie auch 
die ewig unbekannt bleibenden Wissensschätze vor, ebenso alle denk- 
baren Kataloge, Logarithmentafein, Matrikelbücher, Zeitungsartikel, 
Heiratsannoncen usw., natürlich auch jede unsinnige Zusammenstellung. 
Kurz: wir erhalten eine Universaibibliothek im vollsten Sinne des Wortes. 
Bei noch so kleinem Druck und noch so dünnem Papier würde der 
Weltenraum bis zu den fernsten uns sichtbaren Gestirnen nur einen 
verschwindend winzigen Teil unserer Büchermenge zu fassen vermögen. 

Wie unüberbrückbar dennoch die Kluft zwischen einer so um- 
fassenden Menge und einer Menge mit unendlichvielen Elementen ist, 
geht anschaulich aus folgender Bemerkung hervor: Nimmt man die 
Existenz unendlichvieler Weltkörper mit sprechenden, druckenden 
und Mathematik (einschließlich Mengenlehre) treibenden Bewohnern 
an, so muß auf unendlichvielen jener Weltkörper das nämliche Lehr- 
buch der Mengenlehre mit gleichnamigem Verfasser und Verleger, 
gleicher Jahreszahl, denselben Druckfehlern usw. erscheinen. Denn 
in unserer Universalbibliothek kommen ja nur endlichviele Bücher 
überhaupt, um so mehr nur endlichviele über Mengenlehre vor; wenn 
also auf jedem Weltkörper auch nur ein einziges Lehrbuch der Mengen- 
lehre von dem angegebenen Höchstumfang erscheint, so müssen unter 
diesen unendlichvielen Lehrbüchern unendlichviele gleiche sein. 

4. Wir haben bisher endliche Mengen betrachtet, d.h. solche, die 
endlichviele Elemente enthalten. Bei dem rein gedanklichen Charakter 
der Bildung einer Menge können wir diese Beschränkung fallen lassen und 
Mengen mit unendlichvielen Elementen, sogenannte „unendliche Mengen“, 
bilden. Dabei soll auf die Bedeutung der mehrfach verwendeten Begriffe 
„endlich“ und ‚unendlich‘, von denen der Leser eine hinreichend 
deutliche naive Vorstellung besitzt, vorläufig nicht näher eingegangen 
werden (vgl. S. 22ff.). Freilich lassen sich Beispiele unendlicher Mengen 
solange schwerlich finden, als man für die Elemente nur nach Gegen- 
ständen unserer (unmittelbaren oder mittelbaren) Sinneswahrnehmungen 
Ausschau hält, als man also Mengen von der unter 1. bis 3. geschilderten 
Art aufsucht. Gerade die neuesten Forschungen der Physik haben 
nämlich der Überzeugung Bahn gebrochen, daß die Naturerkenntnis 
uns weder im Großen noch im Kleinen notwendig zu Unendlichem führt: 
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sowohl die Annahme einer nur endlichen (wenn auch unbegrenzten) 
Ausdehnung des Weltalls wie auch die Überzeugung von der nur be- 
grenzten Teilbarkeit der Materie und Energie, also von ihrer Zusammen- 
setzung aus nur endlichvielen kleinsten Teilen (Atomen bzw. Elektronen 
und Energiequanten) steht in bestem Einklang mit unseren Erfahrungen. 
Die Außenwelt scheint uns also nur endliche Mengen darzubieten. Um 
zu Mengen mit unendlichvielen Elementen zu gelangen, müssen wir 
demnach Erzeugnisse nicht unserer sinnlichen Erfahrung, sondern un- 
seres Denkens in Betracht ziehen. Einen naheliegenden Weg hierzu 
weist uns das Beispiel 2. Statt wie dort bei der Zahl 8 haltzumachen, 
können wir nämlich in der Zahlenreihe weitergehen und uns die Menge 
aller Zahlen 1, 2,3, ... und so weiter fort ohne Ende, die Menge aller 
„natürlichen Zahlen“!, gebildet denken. Auch diese Menge stellt 
uns ein bestimmtes, allerdings unbegrenztes Ordnungsschema dar, 
sobald wir die besondere Natur ihrer Elemente außer acht lassen, d.h. 
sobald wir davon absehen, daß die Elemente gewisse Zahlen sind. Da- 
gegen können wir bei bei dieser Menge von der Anzahl ihrer Elemente 
im gewöhnlichen Sinne nicht sprechen. 

Schon an dieser Stelle sei hervorgehoben, von welch ganz anderem 
Charakter der hier gebrauchte Begriff ‚Unendlich‘ (unendlichviele 
Elemente, unendliche Menge, unendliches Ordnungsschema) ist als der 
sonst vielfach in der Mathematik verwendete. In der niederen und 
höheren Analysis ist vielfach die Rede von veränderlichen Größen, die 
unendlichgroß oder unendlichklein ‚‚werden‘‘ (nicht sind‘), und von 
den bei spIchen Prozessen auftretenden Eigenschaften anderer Größen, 
die als von jenen abhängig definiert sind. Hiermit ist folgendes gemeint: 
jene Größen können über jeden noch so großen endlichen Betrag hin- 
auswachsen oder sich unbegrenzt der Null annähern, ohne daß dieser 
Zu- oder Abnahme bestimmte Grenzen gesetzt sind. In jedem Stadium 
des Prozesses, wie immer und wie weit er auch durchgeführt werde, 
haben die Größen jedoch bestimmte endliche bzw. von Null verschiedene 
Werte. Es handelt sich also bei diesem Gebrauch des Begriffs ‚‚Un- 
endlich‘ nur, wie sich GAuss ausdrückte (vgl. oben S.1), um eine 
facon de parler, die eine umständlichere Ausdrucksweise entbehrlich 
macht; z.B. würde der Satz: „wird die positive Zahl » unendlich- 


groß, so wird der Quotient = unendlichklein‘ ausführlicher und schärfer 


so zu fassen sein: ‚‚der Wert des Quotienten - (n positiv) kann dadurch 
der Null beliebig nahegebracht werden, daß man die Zahl » auf hin- 


1 Die aus den Elementen der Arithmetik geläufigen einfachsten Eigenschaften 
der natürlichen Zahlen 1, 2,3, ...., besonders auch das Rechnen mit ihnen, werden 
nicht nur zwecks Bildung von Beispielen als bekannt vorausgesetzt, sondern auch 
öfters systematisch als Beweishilfsmittel herangezogen. Die grundsätzliche Seite 
dieses Verfahrens wird auf S. 183 und im $ 18 besprochen werden. 
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reichend große Werte beschränkt“. Man spricht in diesem Sinne vom 
uneigentlichen oder potentiellen Unendlich. In scharfem und 
deutlichem Gegensatz hierzu ist die im vorigen Absatz betrachtete 
Menge (wie auch das durch sie bestimmte Ordnungsschema) ein fertiges, 
abgeschlossenes, in sich festes Unendliches, insofern als sie unendlich- 
viele genau definierte Elemente (die natürlichen Zahlen) umfaßt, 
keines mehr und keines weniger!. Hier liegt also ein eigentliches oder 
aktuales Unendlich vor, das als reines, in einem einheitlichen Akt 
zum Bewußtsein gebrachtes Gedankending nichts Widerspruchsvolles 
in sich zu bergen scheint. Das nämliche gilt für die drei folgenden 
Beispiele. 

5. Wir denken uns (vgl. Abb. 1) eine Strecke etwa von der Länge 
10 cm von links nach rechts gezogen und durch Markierung ihres Hal- 
bierungspunktes (Mittelpunktes) in zwei Hälften geteilt; der Halbierungs- 
punkt werde mit P, bezeichnet. Die linke Hälfte halbieren wir aber- 
mals und bezeichnen ihren Halbierungspunkt mit P,; ebenso halbieren 
wir die links von P, liegende Strecke, die 23 cm lang sein wird (näm- 
lich den vierten Teil so lang wie die ursprüngliche Strecke), und mar- 
kieren ihren Halbierungspunkt P,. Dieses Verfahren denken wir uns 
unbegrenzt derart fortgesetzt, daß nach jedem Schritt die linke der 
entstandenen Hälften abermals halbiert und der Halbierungspunkt mar- 
kiert wird; beim „ten Schritt, wobei » irgendeine natürliche Zahl be- 
deuten kann, erhalten wir so den Halbierungspunkt P,„. Wir können 
nun diese sämtlichen Halbierungspunkte P,, P,, P, usw. zu einer Menge 
zusammenfassen; es leuchtet ein, daß bei Ordnung der Halbierungs- 
punkte in dieser Reihenfolge (also von rechts nach links, nicht etwa 
von links nach rechts) sich unsere Menge von Punkten durch nichts 
von der unter 4. betrachteten Menge aller natürlichen Zahlen unter- 
scheidet, außer durch die Eigenart der Elemente. Aber auch bei völliger 
Außerachtlassung der Reihenfolge, wenn wir uns also lediglich den 
ungeordneten Inbegriff der (durcheinander gewürfelt gedachten) sämt- 
lichen Punkte P,, vorstellen, hat dieser Inbegriff — d. i. eben die Menge 
der Punkte — einen klaren und sogar halbwegs anschaulichen Sinn. 
Unser Verstand, zur gleichzeitigen Auffassung gesetzmäßig geschaffener 
Mannigfaltigkeiten glücklich eingerichtet, mag sogar den Begriff dieser 
Gesamtmenge von unendlichvielen Punkten einfacher finden als den 
Begriff einer Teilmenge von etwa einer Milliarde dieser Punkte; einer 
Teilmenge, die trotz ihrer Endlichkeit infolge der großen Anzahl von 


1 Hier und da immer wieder auftretenden, anscheinend unausrottbaren Miß- 
verständnissen gegenüber werde scharf hervorgehoben, daß dieses ‚Unendlich‘ 
der Menge aller ganzen Zahlen nichts zu tun hat mit einem vermeintlichen Un- 
endlichwerden der Elemente, d.h. der ganzen Zahlen, die vielmehr alle endlich 
sind. Die Menge der Brüche #, $, 4, $ usw. stellt ja im gleichen Sinn wie die oben 
betrachtete Menge ein Unendlich dar! 
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Elementen der naiv-anschaulichen Erfassung vielleicht größere Schwierig- 
keiten bereitet als die Gesamtmenget. 

Die soeben vorgeführte Menge kann man in Zusammenhang setzen 
mit dem aus dem griechischen Altertum bekannten (von ZENO stam- 
menden) Paradoxon des Wettlaufs zwischen Achilles und der Schild- 
kröte. Man denke sich diesem Wettlauf die Abb. 1 (etwa unter ent- 
sprechender Vergrößerung) derart zugrunde gelegt, daß Achilles vom 
rechten Endpunkt aus, die Schildkröte vom Punkt P, aus (also mit 
gehörigem Vorsprung) den Lauf in der Richtung nach links beginnt 
und Achilles stets doppelt so rasch läuft wie die Schildkröte. Bis 
Achilles den Ausgangspunkt P, der Schildkröte erreicht hat, ist diese 
bei P, angelangt; sobald Achilles bei P, eintrifft, steht die Schild- 
kröte bei P,, usw.; bedeutet n eine beliebige natürliche Zahl, so wird, 
wenn Achilles den Punkt ?,, erreicht, die Schildkröte schon bei P,„4ı 
sein, also immer noch einen Vorsprung haben. Die Gesamtheit all 
der Strecken, die Achilles so durcheilt, um den jeweiligen Vorsprung 
der Schildkröte einzuholen, stellt eine Menge von unendlichvielen 
Strecken dar, die beständig abnehmen und sämtlich in der Strecke 
von Abb.1 enthalten sind. Der Begriff dieser unendlichen Menge ist 


BAAR A 
Abb. 1, 


also bis zu einem gewissen Grad sogar anschaulich, jedenfalls durch- 
aus faßbar und logisch einwandfrei. 

Man kann übrigens, wenn man Wert darauf legt, auch auf eine im 
engeren Sinn anschauliche Art zu einer unendlichen Menge gelangen, 
die zu den bisher geschilderten unendlichen Mengen in einer nahen, 
sich von selbst erklärenden Beziehung steht: etwa durch zweckmäßige 
Aufstellung einiger Spiegel derart, daß in einem unter ihnen („Aus- 
gangsspiegel‘‘) neben anderen gespiegelten Gegenständen auch das 
eigene Bild des Ausgangsspiegels erscheint, in diesem Bild also wieder 
dessen Bild usw.; die Gesamtheit der im Ausgangsspiegel sichtbaren 
Spiegel bildet dann, streng genommen, eine unendliche Menge?. 


1 Näher betrachtet, liegt das letzten Endes daran, daß zur Umfangsbestimmung 
einer ‚großen‘ endlichen Menge viele Schritte — abhängig von der Zahl der Ele- 
mente — erforderlich sind, während beieiner unendlichen Menge der oben geschilder- 
ten Art dafür der einheitliche, wenn auch viel tiefer liegende Schritt der ‚vollständi- 
gen Induktion‘ (vgl. Ende des $ 11) eintritt. 

2 Vgl. die anschaulichen ‚Modelle‘ des (dort potentiell verstandenen) Un- 
endlich mittels ‚‚transfiniter Iteration‘‘ bei BECKER [2], S. 99ff. (wo auch weitere 
Literaturhinweise zu finden sind), sowie die — sicherlich nicht durch mathe- 
matische Erwägungen veranlaßte — Verwendung des nämlichen Gedankens an 
entscheidender Stelle des holländischen Romans von C. und M. SCHARTEN-ANTINK: 
De jeugd van Francesco Campana (S. 111ff.). Die wissenschaftliche Bedeutung 
derartiger Modelle dürfte freilich von BECKER überschätzt werden. 
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6. Statt wie in Beispiel 4. nur die „natürlichen“, also die positiven 
ganzen Zahlen zu einer Menge zusammenzufassen, können wir auch 
die unendliche Menge bilden, die aus allen (positiven und negativen) 
reellen Zahlen (einschließlich Null) besteht; wie in der elementaren 
Arithmetik gezeigt wird (vgl. auch S. 43f.), erhält man die Gesamtheit 
aller verschiedenen reellen Zahlen einfach z. B. dadurch, daß man sich 
alle möglichen unendlichen (d.h. nicht bei einer bestimmten Stelle ab- 
brechenden) Dezimalbrüche gebildet denkt. 

Eine mit dieser Menge nahe verwandte, ihr gegenüber sich durch 
Anschaulichkeit auszeichnende Menge entsteht auf folgende Weise (vgl. 
Abb. 2): Wir denken uns eine etwa von links nach rechts verlaufende, 


RR 
43 2-50 ın22 3 4 
Abb. 2, 


nach beiden Seiten hin unbegrenzte gerade Linie (Gerade) gezogen und 
auf ihr einen ganz beliebigen Punkt als ‚„Nullbunkt‘‘ P, markiert. In 
einer beliebigen Entfernung rechts von P, z.B. in der Entfernung 
l cm, markieren wir auf der Geraden einen zweiten Punkt, den ‚Eins- 
punkt“ P,. Wir haben so auf der Geraden drei Dinge willkürlich ge- 
wählt und zugrunde gelegt: einen Punkt (den Nullpunkt), eine Maß- 
einheit (etwa lcm), eine bestimmte der zwei möglichen Richtungen 
(etwa die von links nach rechts) ; war die Wahl dieser drei Ausgangspunkte 
unserem freien Ermessen überlassen, so ergibt sich nun alles weitere 
zwangsläufig. Es entspricht nämlich! der naiven Vorstellung (und der 
damit im Einklang stehenden üblichen geometrischen Forderung) in 
bezug auf die Art und Weise, wie eine gerade Linie mit Punkten er- 
füllt ist, wenn wir folgendes annehmen: Zu jeder positiven reellen Zahl a 
gibt es auf dem rechts von P, gelegenen Teil unserer Geraden einen 
einzigen Punkt, der gerade a-mal so weit (bei unserer Annahme also 
a cm) von P, entfernt liegt wie der Punkt P,; es gibt so z.B. (a =3, 
— 4, == y2 gesetzt) je einen Punkt rechts von P, auf unserer Geraden, 
der 3cm, cm, Y2 cm =1,414...cm von P, entfernt liegt. Der Ein- 
fachheit wegen bezeichnen wir einen Punkt, der a-mal so weit rechts 
von P, liegt wie der Einspunkt P,, kurz selber durch die Zahl a; da- 
her wird der Einspunkt P, auch durch die Zahl 1 und, wie man leicht 
als folgerichtig einsieht, der Nullpunkt P, auch durch die Zahl 0 be- 
zeichnet. Endlich bezeichnen wir den Punkt der Geraden, der von 
P, ebensoweit entfernt ist wie der Einspunkt P,, aber links von P, 
liegt, mit —1. Ist wieder a eine beliebige positive reelle Zahl, so gibt 
es einen einzigen Punkt unserer Geraden, der links von P, liegt und 
1 Tiefergehende Bemerkungen über diese Beziehung zwischen Zahlen und 


Punkten, deren Grundlagen im obigen Text noch nicht in voller Strenge ausein- 
andergesetzt sind, findet man zu Beginn des $ 10 (S. 143). 
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dabei a-mal soweit von P, entfernt ist wie der Einspunkt P,; dieser 
Punkt werde mit — a bezeichnet, so daß bei unserer Annahme z.B. 
der Punkt — 7 unserer Geraden links von P, in der Entfernung 7 cn 
gelegen ist. Mit allen auf diese Weise erhaltenen Punkten ist die Ge- 
samtheit der Punkte auf der Geraden erschöpft. Durch diese Fest- 
setzungen haben wir eine halbwegs anschauliche Zuordnung aller reellen 
Zahlen zu sämtlichen Punkten einer Geraden erhalten, eine Zuordnung, 
bei der jeder reellen Zahl ein einziger Punkt entspricht und umgekehrt; 
sie ist stets in völlig bestimmter Weise möglich, unabhängig davon, 
wie auch immer die Maßeinheit, d.h. die Entfernung zwischen den 
Punkten P, und P,, gewählt sein mag. Die Gerade mit den in der 
angegebenen Weise bezeichneten Punkten nennt man die Zahlen- 
gerade. Wir werden sie im Laufe unserer Betrachtungen ihrer An- 
schaulichkeit wegen öfters heranziehen und dabei die Größe der Maß- 
einheit immer beliebig lassen, so daß man es eigentlich mit unendlich- 
vielen, für unsere Zwecke gleichwertigen Zahlengeraden zu tun hat. 

Wir können nun auch die Menge aller Punkte unserer Geraden be- 
trachten. Ordnen wir diese Punkte von links nach rechts, die reellen 
Zahlen aber der zunehmenden Größe nach (und zwar mit Rücksicht 
auf das Vorzeichen, so daß z. B. — 7 kleiner ist als — 3, — 3 kleiner 
als + 3), so zeigt die geordnete Menge aller Punkte unserer Geraden 
keinerlei Unterschied gegenüber der geordneten Menge aller reellen 
Zahlen, sobald nur in beiden Fällen von der besonderen Natur der 
Elemente abgesehen wird. i 

7. Einem letzten Beispiel einer Menge sei folgende Bemerkung 
vorausgeschickt, an die wir auch später wieder anknüpfen werden: 
Unter einer algebraischen Gleichung wird eine Beziehung der Form 


an" ta,n_13"'+...4452%? +a,% +0, =0 


verstanden, wo a,, 4,_» ---, Ag, A}, a, bestimmte gegebene Zahlen 
sind, während die Zahl x unbekannt ist und derart gesucht wird, daß 
die Gleichung gerade befriedigt, ihre linke Seite also gleich Null wird. 
Dabei bedeutet » irgendeine positive ganze Zahl, die — falls a, von 
Null verschieden ist, wie wir annehmen wollen — der Grad der Glei- 
chung genannt wird; auch unter a,, a,_,, - - -, 4, wollen wir stets nur 
(positive oder negative) ganze Zahlen (die Null eingeschlossen) ver- 
stehen. Es gibt dann, wie in den Elementen der Algebra gezeigt 
wird, entweder keine oder eine oder mehrere, aber niemals mehr 
als » verschiedene reelle Zahlen x, die die Gleichung befriedigen 
und ‚„Wurzeln‘‘ derselben heißen; eine Wurzel wird im allgemeinen 
natürlich nicht ganzzahlig sein. Z.B. hat die Gleichung ? — 2 =0 
die beiden Wurzeln x = + Y2 =1,4l4... und =— Y2, während 
die Gleichung x? + 2 = 0 überhaupt keine reelle Wurzel besitzt. Eine 
reelle Zahl, die Wurzel einer derartigen algebraischen Gleichung ist, nennt 
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man eine (reelle) algebraische Zahl. Es ist zwar jeder gemeine Bruch 
? eine algebraische Zahl, da x = - der Gleichung gx — # = 0 genügt; 
umgekehrt aber läßt sich nicht jede algebraische Zahl als gemeiner 
Bruch darstellen, für y2 z.B. ist eine solche Darstellung unmöglich!. 
Die Gesamtheit aller gemeinen Brüche bildet somit einen Teil der Ge- 
samtheit aller algebraischen Zahlen. 

Es läge nun die Vermutung nahe, daß ebenso wie z.B. die Zahl 
Y2 — 1,414... sich alle reellen Zahlen oder, was dasselbe besagt, alle 
unendlichen Dezimalbrüche als Wurzeln gewisser algebraischer Glei- 
chungen auffassen lassen; dies ist, wie wir später (S. 54) sehen werden, 
keineswegs der Fall. Eine.reelle Zahl a, die nicht als Wurzel einer 
algebraischen Gleichung darstellbar ist, d.h. zu der sich überhaupt 
keine algebraische Gleichung finden läßt, die durch x =a befriedigt 
würde, bezeichnet man als eine (reelle) transzendente Zahl. Wir 
können uns nun die Menge aller (reellen) transzendenten Zahlen gebildet 
denken, deren Elemente jedenfalls nur einen Teil der reellen Zahlen 
ausmachen. Die tatsächliche Bildung dieser Menge vermöge wirklicher, 
etwa gesetzmäßig ausgedrückter Angabe ihrer einzelnen Elemente 
würde zwar beim heutigen Stande der Forschung (und vielleicht für 
immer) unmöglich sein. Es ist begreiflich, daß sogar schon für eine 
einzelne Zahl die Entscheidung über ihre Transzendenz im allgemeinen 
nicht leicht herbeizuführen ist. Denn um eine gegebene Zahl a als trans- 
szendent nachzuweisen, muß man ja zeigen, daß keine aller unendlich- | 
vielen denkbaren algebraischen Gleichungen die Zahl a zur Wurzel hat, 
eine allem Anschein nach (und auch in Wirklichkeit) recht schwierige Auf- 
gabe; gelingt dieser Nachweis nicht, ohne daß man doch umgekehrt eine 
algebraische Gleichung auffinden kann, die durch a befriedigt wird, 
so ist damit nur gesagt, daß vorläufig die Entscheidung darüber aus- 
steht, ob a algebraisch oder transzendent ist. In der Tat ist bis heute 
nur von gewissen begrenzten Klassen reeller Zahlen? bekannt, daß sie 
transzendent sind, obwohl man weiß, daß es außer den als transzendent 
nachgewiesenen noch unendlichviele weitere transzendente Zahlen gibt; 
wir werden in $5 sehen, in welcher Weise solch ein Existenzbeweis 
allgemein geführt werden kann, ohne die Kenntnis all der als existierend 
nachzuweisenden transzendenten Zahlen im einzelnen. 

Die ausdrückliche Bildung der Menge aller transzendenten Zahlen 


1 Für den Beweis dieser Behauptung vgl. S. 148, 

?2 Die bekanntesten dieser transzendenten Zahlen sind die bei der Berechnung 
des Kreisumfangs und -inhalts vorkommende Zahlrx = 3,14159... und die Basis e 
der natürlichen Logarithmen. Als CAnTor [5] 1874 die Menge aller transzendenten 
Zahlen betrachtete und Eigenschaften von größter Wichtigkeit für sie bewies 
(vgl. nachstehend S. 54), war noch unbekannt, ob z eine transzendente .Zahl ist 
und somit jener Menge als Element angehört; die entsprechende Feststellung 
für e datiert aus eben jenem Jahre. 
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ist also ganz unmöglich. Dennoch ist diese Menge ein wohl denkbarer, 
logisch einwandfreier Begriff; jede vorgelegte reelle Zahl kann ja nach 
Definition nur entweder algebraisch oder transzendent sein, wenn wir 
auch nicht immer imstande sind, die Entscheidung darüber zu treffen; 
und eben alle transzendenten Zahlen und nur sie stellen die Elemente 
unserer Menge dar. 


2. Über Cantors Definition des Mengenbegriffs. Nachdem wir so 
einige Beispiele von Mengen wirklich kennengelernt haben, ist es leicht, 
die zu Beginn dieses Paragraphen angegebene Definition der Menge in 
ihrer Bedeutung und Tragweite zu würdigen. Man wird in jener Be- 
griffsumgrenzung freilich weniger eine Definition im strengen Sinne des 
Wortes zu erblicken geneigt sein als vielmehr einen anschaulichen Hin- 
weis auf einen logischen Elementarakt, der schon dem primitiven Denken 
geläufig ist. Den Begriff ‚Objekte unserer Anschauung oder unseres 
Denkens‘ näher zu zergliedern, kann philosophischer Betrachtung über- 
lassen bleiben (vgl. auch $$ 13ff.); für unsere vorläufigen Zwecke ist 
seine Bedeutung hinreichend klar. Übrigens werden wir als Elemente 
von Mengen in der Regel nur mathematische Objekte verwenden, 
wie Zahlen, Punkte usw., oder auch wiederum Mengen von solchen 
Objekten. 

Ebenso leuchtet nach den vorgeführten Beispielen genügend ein, 
was unter der „Zusammenfassung von Objekten zu einem Ganzen“ _ 
zu verstehen ist!; die Objekte werden als Elemente bezeichnet, das 
Ganze als die durch die Elemente bestimmte (oder ‚sie enthaltende‘“, 
gelegentlich auch: ‚aus ihnen bestehende‘) Menge. Immerhin ist es 
aus logischen wie auch aus mathematischen Erwägungen heraus 
zweckmäßig, sich die ‚Zusammenfassung‘ nicht etwa allzu hand- 
greiflich vorzustellen; die Meinung, eine Menge ‚bestehe‘ aus ihren 
Elementen wie etwa ein Ganzes aus seinen Teilen, ist jedenfalls ab- 
zuweisen, wie ja auch der Umfang eines Begriffs nicht aus den unter 
ihn fallenden Gegenständen besteht. Vielmehr ist eine Menge unter 
"allen Umständen als abstrakter Begriff zu fassen, selbst wenn ihre 
Elemente konkrete Gegenstände sein sollten. Man denke sich also in 
einer mehr formalen (und abstrakten) Art der Gesamtheit der Elemente 
ein einheitliches Gedankending zugeordnet, das die Elemente ‚‚ent- 
hält“; in diesem Sinn ist es auch. von vornherein angängig, einem 
einzelnen Element a eine Menge zuzuordnen, die a allein enthält, ohne 
doch notwendig mit a zusammenzufallen — eine Auffassung, die sich uns 
auch aus Gründen der Allgemeinheit noch als unumgänglich erweisen 
wird. Was eigentlich diese als ‚Mengen‘ bezeichneten Dinge im logischen 


1 Für Freunde philologischer Kritik sei im Hinblick auf den doppelsinnigen 
Gebrauch der Endung auf ‚„ung‘‘ bemerkt, daß natürlich nicht der Akt des Zu- 
sammenfassens, sondern das Ergebnis dieses Aktes gemeint ist. 
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Sinne darstellen!, ist vom mathematischen Standpunkt aus ebenso be- 
deutungslos, wie die Ergebnisse der Arithmetik davon unabhängig sind, 
welcher logischen (oder psychologischen) Auffassung über den Zahl- 
begriff der forschende Arithmetiker huldigt. 

Wenn die Natur der Elemente, die in einer Menge vorkommen, für 
die an die Menge geknüpften Betrachtungen keine Rolle spielt, so spricht 
man von einer abstrakten Menge; in den meisten Partien dieses Buches 
(mit Ausnahme des $ 10) haben wir es mit solchen abstrakten Mengen 
zu tun. Unter den andersartigen Mengen, für die die spezielle Natur 
der Elemente auch besondere Eigenschaften bedingt, sind die Mengen 
von Zahlen oder Punkten in der Analysis wie in der Geometrie von 
größter Bedeutung. 

Es bleibt jetzt nur mehr übrig, die Begriffe ‚‚bestimmt‘“ und ‚wohl- 
unterschieden“ zu erklären. Der letztere ist zweckmäßigerweise in dem 
Sinne zu verstehen, daß für je zwei in Frage kommende Objekte fest- 
stehen muß, ob sie für den vorliegenden Fall als gleich oder als ver- 
schieden zu betrachten sind, und daß die Elemente einer Menge sämtlich 
untereinander verschieden sein sollen; ein Objekt kann also in einer Menge 
nur entweder als Element vorkommen oder nicht vorkommen, nicht 
aber etwa ‚‚wiederholt‘‘ als Element auftreten. Das Attribut ‚‚bestimmt“ 
dagegen fordert: Von jedem beliebigen Objekt muß feststehen, ob es Ele- 
ment der in Frage stehenden Menge ist oder nicht; diese Bedingung ist 

notwendig, aber auch hinreichend für die „Existenz“ der betreffenden 
Menge. jenes Feststehen bedeutet aber nicht ein wirkliches Fest- 
stellen in jedem einzelnen Fail, sondern es muß nur ‚‚intern bestimmt 
sein“, d.h. begrifflich feststehen, ob ein gegebenes Objekt zu unserer 
Menge gehört oder nicht. Dies läßt sich etwa in dem oben vorgeführten 
Beispiel’. für eine gegebene reelle Zahl im allgemeinen mit den heutigen 
Mitteln der Wissenschaft nicht rechnerisch feststellen, und es war CANTOR 
bei seiner Untersuchung der Menge der transzendenten Zahlen für die 
Zahlen x und e unbekannt, wie wir auch heute die entsprechende Frage 
z. B. für die Zahl 2” oder rn” nicht lösen können; aber jedenfalls ist für 
eine bestimmte Zahl stets „intern“, auf Grund des logischen Satzes 
vom ausgeschlossenen Dritten, entschieden, ob sie transzendent ist oder 
nicht, und daher stellt die Gesamtheit aller transzendenten Zahlen 
wirklich eine Menge dar?. 


1 Russerr ([5], Kap. 17) verficht die Auffassung, daß die Mengen nicht 
eigentliche „Objekte“, sondern „logische Fiktionen‘‘ oder „unvollständige Sym- 
bole‘“ sind; dabei ist indes ‚Fiktion‘ keineswegs im Sinn von ‚mit einem Wider- 
spruch behaftet‘ zu verstehen (vgl. $ 15). 

2 Der Satz vom ausgeschlossenen Dritten spielt hier-also eine wesentliche Rolle, 
insofern als bei gegebener Menge M für jedes Objekt a eine der beiden Möglich- 
keiten ‚a ist Element von M‘“ und ‚,a ist nicht Element von M“ zutreffen soll, ein 
Drittes aber ausgeschlossen bleibt. Von den in diesem Absatz angeschnittenen Prin- 
zipienfragen wird in den $$ 13ff. noch die Rede sein. 
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Eine Definition im strengen Sinn ist freilich mit alledem nicht er- 
zielt; denn der wesentlichste Punkt der ‚Definition‘, nämlich die ‚‚Zu- 
sammenfassung‘ einer Vielheit zu einer Einheit, stellt ja im Grund 
gerade den Mengenbegriff dar, so daß die Definition — an der aller- 
dings der in ihr steckende Verzicht auf jede Einschränkung charakte- 
ristisch ist — stark tautologischen Charakter besitzt und besser nur als 
Hinweis oder Erläuterung aufzufassen ist. Es handelt sich eben um 
eines der Grundelemente unseres Denkens, die einer näheren Zergliede- 
rung nicht fähig sind. 

Eine Menge ist nach unserer ‚„Definition‘‘ vollkommen bestimmt 
durch die Gesamtheit ihrer Elemente. Zwei Mengen M und N gelten 
demgemäß dann, aber auch nur dann, als gleich (in Zeichen: M=N), 
wenn sie die nämlichen Elemente enthalten. Dabei können die beiden 
Mengen übrigens sehr wohl auf verschiedene Arten definiert sein. Z.B. 
ist die Menge der Zahlen mit der Eigenschaft ‚eine der fünf kleinsten 
Primzahlen zu sein‘ gleich der Menge der Zahlen mit der Eigenschaft 
„mit einer der Zahlen 2, 3, 5, 7, 11 zusammenzufallen‘‘; die beiden 
Eigenschaften sind zwar untereinander logisch verschieden, aber ‚vom 
gleichen Umfang‘ (uwmfangsgleich). Man bedient sich zur Bezeichnung 
der Tatsache, daß eine Menge M die Elemente a, b, c usw. enthält, 
der Schreibweise 

Mila, Dis. 


hier können entweder die in M enthaltenen Elemente sämtlich inner- 
halb der geschweiften Klammern hingeschrieben, oder es kann durch 
Punkte angedeutet werden, daß die weiteren Elemente der Menge als 
bekannt anzusehen sind. 

Auf die Mängel der angegebenen CAnTorschen Definition der Menge 
und auf die Frage, in welcher Richtung eine andere Erklärung des 
Mengenbegriffs gesucht werden könnte, werden wir später (im vierten 
und fünften Kapitel) zurückkommen; bis dahin bleiben wir bei der 
CanTorschen Definition, die uns völlig hinreichende Dienste leisten wird. 


$ 3. Die Begriffe der Äquivalenz, der Teilmenge, der 
unendlichen Menge. 


ı. Abbildung und Äquivalenz. Derjenige Begriff, auf dem sich die 
Einführung ‚‚unendlicher Zahlen‘ und das-Rechnen mit ihnen in erster 
Linie aufbaut, ist der Begriff der Äquivalenz. 

In den Beispielen 1. und 2. des vorigen Paragraphen wurde einmal 
eine Menge von acht Früchten, dann eine Menge von acht Zahlen be- 
trachtet und darauf hingewiesen, daß beide Mengen sich lediglich 
durch die Natur ihrer Elemente unterscheiden; ihre Elemente können 
also (übrigens auf mannigfache Art) derart aufeinander bezogen wer- 
den, daß jeder bestimmten Frucht je eine einzige Zahl und umgekehrt 
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jeder der acht Zahlen je eine Frucht entspricht. Das gleiche gilt z. B. 
von den beiden im Beispiel 6. betrachteten Mengen, der Menge aller 
reellen Zahlen und derjenigen aller Punkte einer geraden Linie; wie 
sich aus der dortigen Betrachtung ergibt, können die Elemente beider 
Mengen einander in solcher Weise zugeordnet werden, daß zu jeder 
reellen Zahl ein einziger Punkt gehört und umgekehrt. 

Derartige Zuordnungen gehören zu den primitivsten und unent- . 
behrlichsten Funktionen des menschlichen Denkens. Auf einer hin- 
reichend frühen Kulturstufe freilich wird man noch nicht verschieden- 
artige Gegenstände einander zuordnen, sondern nur z. B. verschiedene 
Haufen von Nüssen miteinander vergleichen und für den einen Haufen _ 
ein Mehr oder Gleichviel an Nüssen feststellen wie für den anderen. 
Einen ungeheuren Schritt darüber hinaus, der im Grunde die Geburts- 
stunde des Zahlbegriffs bezeichnet, hat man aber bereits getan, sobald 
man die Beschränkung auf gleichbenannte Gegenstände fallen läßt 
und — auf einer Kulturstufe, wo Zahl und Zählen noch fernliegende 
Dinge sind — auch schon z. B. einen Haufen Nüsse und eine Handvoll 
Glasperlen (z.B. zu Tauschzwecken) miteinander vergleicht, indem 
man in willkürlicher Weise nacheinander je eine Nuß und eine Perle 
herausgreift und einander gegenüberlegt. Das Resultat ergibt dann, 
je nachdem schließlich Nüsse, Perlen oder keine von beiden übrig- 
bleiben, daß mehr Nüsse, mehr Perlen oder von beiden gleich- 
viel vorhanden waren; im letzten Fall haben sich die zwei Mengen 
als gleichgroß (gleichanzahlig) erwiesen. Auf diese Weise läßt sich, 
und zwar sowohl psychologisch wie auch logisch-mathematisch!, 
der Begriff der endlichen Anzahl einführen (als das Gemeinsame 
endlicher Mengen, deren Elemente einander gegenseitig eindeutig ° 
zugeordnet werden können). Das wissenschaftlich und überhaupt 
kulturell Bedeutsame dieser Einführung liegt darin, daß an Stelle 
individuell verschiedener und beschränkter Mengen von Vergleichs- 
objekten (z. B. Nüssen) nunmehr in der Gesamtheit aller endlichen 
Anzahlen 1, 2, 3, ... eine universelle und unerschöpfliche Ver- 
gleichsmenge zur Verfügung steht, deren Elemente keine zufälligen 
äußeren Merkmale mehr aufweisen, sondern allein durch ihre Eignung 
zum Zählprozeß völlig charakterisiert sind. 

Dieser Anzahlbegriff scheint uns zunächst nur für Mengen mit end- 
lichvielen Elementen einen Sinn zu haben. Nichts hindert uns indes, 
das Verfahren der Zuordnung auf ganz beliebige Mengen anzuwenden. 
Wir setzen demnach fest: 

Definition 1. Eine Menge M heißt einer Menge N äquivalent, 
wenn die Elemente von N den Elementen von M umkehrbar eindeutig - 


1 Siehe z.B. Karz[l], bes. S.31—33, und WEBER-EPstTEin [1], S. 1—18, 
wo auch weitere Literaturangaben zu finden sind. 
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(gegenseitig eindeutig, ein - eindeutig) zugeordnet werden können, 
d.h. in solcher Weise, daß vermöge der Zuordnung jedem Element von 
M ein einziges Element von N, aber gleichzeitig auch umgekehrt jedem 
Element von N ein einziges von M entspricht. 

Damit eine Menge einer anderen äquivalent sei, muß die fragliche 
Zuordnung also umkehrbar eindeutig sein, nicht nur eindeutig schlecht- 
hin. Ist z.B. M eine Menge von fünf Äpfeln, N die Menge der drei 
Zahlen 1, 2, 3, so könnte man dem ersten Apfel die Zahl 1, dem zweiten 
Apfel die Zahl 2, jedem der drei folgenden Äpfel aber die Zahl 3 zu- 
ordnen. Diese Zuordnung ist eindeutig, aber nicht umkehrbar ein- 
deutig; denn bei ihr entspricht zwar jedem Apfel eine einzige, ganz be- 
stimmte Zahl, aber umgekehrt entsprechen der Zahl 3 nicht nur ein 
einziger, sondern drei Äpfel; beide Mengen brauchen daher nicht äqui- 
valent zu sein (und sind es auch wirklich nicht). In einem Lande, 
in dem die Polygamie herrscht, ist jeder z. Zt. verheirateten Frau ein- 
deutig ein verheirateter Mann (als ihr Mann) zugeordnet, während um- 
gekehrt bei gewissen polyandrisch lebenden Völkerschaften jedem ver- 
heirateten Mann eindeutig eine ebensolche Frau entspricht. In beiden 
Fällen ist die Zuordnung nicht umkehrbar eindeutig; wohl aber ist sie 
dies in den Staaten mit Monogamie, wo daher die Menge aller ver- 
heirateten Männer derjenigen aller verheirateten Frauen äquivalent ist. 

Um zu zeigen, daß eine gegebene Menge einer anderen nicht äqui- 
valent ist, genügt es gemäß Definition 1 natürlich keineswegs, eine nicht 
eindeutige oder nicht umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den 
beiderseitigen Elementen herzustellen; dazu ist vielmehr der Nachweis 
erforderlich, daß überhaupt keine umkehrbar eindeutige Zuordnung 
zwischen den Elementen beider Mengen möglich ist (vgl. hierzu S. 49£.). 

Ausdrücklich werde noch auf folgenden Unterschied hingewiesen: 

Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen zweier 
endlicher Mengen kann z. B. in der Weise definiert werden, daß je zwei 
einander zuzuordnende Elemente direkt einander gegenübergestellt 
oder durch eine (etwa tabellarische) Aufzählung bezeichnet werden. 
‚Das ist natürlich bei unendlichen Mengen nicht möglich. Hier kann 
die Zuordnung, wenn man sie ausdrücklich anzugeben wünscht, nur 
durch ein Gesetz definiert werden, d.h. durch eine allgemeine Regel, 
die eine endliche Formulierung zuläßt, aber dennoch für alle unendlich- 
vielen Elemente die Zuordnungsvorschrift eindeutig liefert. 


Der Leser, dem der Begriff der Funktion einigermaßen vertraut ist (wenn 
auch nur von den so häufigen graphischen Darstellungen funktionaler Zu- 
sammenhänge her), werde noch darauf hingewiesen, daß es sich bei der 
„Zuordnung“ um nichts anderes handelt als eben den Funktionsbegriff, auf 
den wir ausführlicher noch auf S. 61 zu sprechen kommen!. In der Tat 


1 Die nächsten Betrachtungen können von dem weniger geübten Leser bei 
der erstmaligen Lektüre überschlagen werden. Allgemein wird in diesem Buch 
— vor allem in den ersten Abschnitten, während deren Durcharbeitung sich der 


Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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liegt, wenn eine Zuordnung jedem Element der Menge M eindeutig je ein 
Element der Menge N entsprechen läßt, eine eindeutige! Funktion y = f(x) vor; 
das Argument x der Funktion (die „unabhängige Veränderliche‘) durchläuft da- 
bei alle Elemente der Menge M, während die Funktionswerte y (die Werte der 
„abhängigen Veränderlichen‘‘) sämtlich der Menge N angehören, aber nicht unter- 
einander stets verschieden zu sein brauchen. Der letzte Umstand hindert im 
allgemeinen daran, die Funktion auch „umzukehren‘“, d.h. x als (eindeutige) 
Funktion von y aufzufassen; denn zu verschiedenen Argumentwerten x kann 
eben der nämliche Funktionswert y gehören (z. B. zu verschiedenen Tageszeiten 
die nämliche Temperatur). 

Dieser Gedanke der Zuordnung gestattet es übrigens, sich von der Beschrän- 
kung, die in der Verschiedenheit sämtlicher Elemente einer Menge (S. 14) liegt, 
freizumachen, wenn ein Bedürfnis dazu vorliegt (vgl. z.B. S.83). Geht man nämlich 
von einer Menge M aus, so definiert eine Funktion y = f(*), deren Argument + 
die Elemente von M durchläuft, eine Gesamtheit von Funktionswerten y, die 
nicht alle untereinander verschieden zu sein brauchen; vielmehr wird in dieser 
Gesamtheit ein bestimmter Wert y, „so oft“ vorkommen, wie die „Anzahl“ 
der verschiedenen Argumentwerte x angibt, zu denen eben dieser Funktions- 
wert f(x) = y, gehört. Ein in der Mathematik sehr häufig vorkommendes Beispiel 
stellt eine (endliche oder unendliche) Folge (z.B. von Zahlen) dar: 

a > 
die Menge der Argumente ist die Gesamtheit der (natürlich untereinander ver- 
schiedenen) Indizes, d.h. der natürlichen Zahlen 1, 2, 3,..., n,... (eventuell 
bis zu einer letzten Zahl); die Zahlen a,, a, usw. selbst aber brauchen keineswegs 
untereinander verschieden zu sein, sie können z.B. die Ziffernfolge eines unend- 
lichen Dezimalbruchs durchlaufen, etwa von x = 3,14159.... 

Ist schließlich — in Spezialisierung der Verhältnisse des vorletzten Absatzes — 
die Funktion y = f(x) (eindeutig) umkehrbar, d.h. gehört zu jedem Element y 
der Menge N der Funktionswerte auch nur ein einziger Argumentwert x aus M, 
so leistet die Funktion eine umkehrbar eindeutige Zuordnung. In diesem Fall 
ist also die Menge N der Menge M äquivalent. Der Äquivalenzbegriff ist somit 
nichts Neues, sondern gründet sich ganz und gar auf den in den verschiedensten 
mathematischen Gebieten auftretenden Begriff der umkehrbaren (willkürlichen) 
Funktion. 

Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen 
zweier Mengen wollen wir auch kurz eine Abbildung der beiden 
Mengen aufeinander nennen; eine solche Abbildung (bzw. die Vorschrift 
oder das Gesetz, wonach sie hergestellt wird) wird in der Regel mit 
einem großen griechischen Buchstaben (®, Y usw.) bezeichnet werden. 

Demnach sind von den Beispielen des vorigen Paragraphen ein- 
ander äquivalent die Mengen unter 1. und 2., dann die beiden unter 6. 
betrachteten Mengen, endlich auch die Mengen unter 4. und 5. Weitere 
Beispiele äquivalenter Mengen werden uns noch in diesem und in 
den folgenden Paragraphen beschäftigen. 


Leser von selbst eine gewisse Übung aneignen wird — durch kleineren Druck 
gewisser Stellen stets angedeutet, daß die betreffenden Betrachtungen von etwas 
schwierigerer Natur sind und vom Leser beiseite gelassen werden können, ohne daß 
dadurch das Verständnis der späteren Überlegungen merklich beeinträchtigt wird. 

1 Unter ‚Funktion‘ wird auch ohne weitere Hinzufügung immer ‚eindeutige 
Funktion“ verstanden, d.h. eine solche, die jedem Argumentwert nur einen ein- 
zigen Funktionswert zuordnet. 
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2. Grundeigenschaften der Äquivalenz. Schon an dieser Stelle seien drei 
Eigenschaften der Äquivalenz hervorgehoben, die fast selbstverständlich scheinen, 
aber dennoch eines Beweises bedürftig und fähig sind. Vor allem ist jede be- 
liebige Menge sich selbst äquivalent; um dies zu erkennen, braucht man nur 
die Menge auf sich selbst in der Weise abzubilden, daß jedes einzelne Element 
sich selber zugeordnet wird. Man nennt aus diesem Grund die Äquivalenz eine 
reflexive Beziehung. Ebenso leicht ist einzusehen, daß die Beziehung der Äqui- 
valenz zwischen zwei Mengen eine gegenseitige oder symmetrische ist, daß also, falls 
die Menge M der Menge N äquivalent ist, auch umgekehrt die letztere der ersteren 
äquivalent ist. Da nämlich die in Frage stehende Zuordnung nicht nur eindeutig 
schlechthin, sondern umkehrbar eindeutig ist, so wird auch jedem Element von 
N ein Element von M eindeutig; und zwar umkehrbar eindeutig zugeordnet, was 
gemäß der Definition gerade besagt, daß die Menge N der Menge M äquivalent 
ist. Um diese Überlegung anschaulicher zu machen, verstehen wir unter M die 
in Beispiel 1. des vorigen Paragraphen betrachtete Menge von Früchten, unter 
N die in Beispiel 2. vorgeführte Menge von Zahlen. Daß die Menge M der MengeN 
äquivalent ist, läßt sich dann anschaulich machen durch das folgende Schema: 


M: Apfel Apfel Apfel Apfel Apfel Birne Birne  Aprikose 


2 
Er Dee ua ar at re. em, 


in dem die doppelte Zuspitzung der Pfeile andeutet, daß die Zuordnung umkehr- 
bar eindeutig ist; dasselbe Schema besagt aber offenbar gemäß unserer Defi- 
nition, daß auch umgekehrt die Menge N der Menge M äquivalent ist. Durch 
diese der Äquivalenz zukommende Eigenschaft der Gegenseitigkeit gewinnen 
wir erst das — teilweise schon benutzte — Recht, schlechthin von der Äquivalenz 
„zweier Mengen‘ oder ‚zwischen zwei Mengen‘ oder von einer Abbildung ‚zwischen 
zwei äquivalenten Mengen‘ zu sprechen oder zu sagen, zwei Mengen seien „‚ein- 
ander äquivalent‘‘ — kurz: Ausdrucksweisen für die Äquivalenz und die Ab- 
bildung zu gebrauchen, bei denen beide Mengen als gleichberechtigt erscheinen. 
Um die dritte und letzte hier hervorzuhebende Eigenschaft der Äquivalenz 
kennenzulernen, gehen wir aus von drei Mengen M, N und P, von denen ein- 
mal M und N, ferner N und P äquivalent sein sollen; unser Ziel ist der Nach- 
weis, daß auch M und P äquivalent sind oder daß die Äquivalenz, wie man 
sich ausdrückt, eine Zransitive (etwa: fortwirkende) Beziehung ist. Es bezeichne 
® eine (wegen der vorausgesetzten Äquivalenz sicherlich existierende) Abbildung 
zwischen den Mengen M und N, Y eine ebensolche zwischen N und P. Ist m 
irgendein Element von M, so ordnet ihm die Abbildung ® ein bestimmtes Ele- 
ment rn von N, diesem wiederum die Abbildung Y ein bestimmtes Element # 
von P zu; da die Abbildungen ® und Y umkehrbar eindeutig sind, entspricht 
dem Element # von P vermöge Y auch nur das einzige Element » von N 
und diesem vermöge ® das einzige Element m von M. Wir setzen nun fest, daß 
dem Element m von M das Element # von P (und damit diesem jenes) zu- 
geordnet werden soll; wird diese Festsetzung für alle Elemente m von M und damit 
für alle Elemente # von P getroffen, so erhalten wir offenbar eine umkehrbar ein- 
deutige Zuordnung zwischen allen Elementen von M und allen Elementen von P. 
Die Möglichkeit der Herstellung einer derartigen Zuordnung beweist nun in der 
Tat, daß die Mengen M und P äquivalent sind; sind also zwei Mengen einer und 
derselben dritten Menge äquivalent, so sind sie auch untereinander äquivalent. 
Um diesen Beweisgang zu veranschaulichen, fügen wir zu den zwei im vor- 
letzten Absatz betrachteten Mengen M und N noch eine dritte Menge P hinzu, 
die etwa acht verschiedene Nüsse enthalten möge; diese Menge P ist offenbar 
äquivalent der aus acht Zahlen bestehenden Menge N. Je eine Abbildung zwischen 
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den Mengen M und N einerseits und zwischen den Mengen N und P andererseits 
veranschaulicht uns das folgende Schema: 


M: Apfel Apfel Apfel Apfel Apfel Birne Birne Aprikose 
ar 


hl y 0 ! 
Y 
N 5 4 5 6 N 8 
Ar h A 
B Y Y Y Y 
DE Nuß Nuß Nuß Nuß Nuß Nuß Nuß Nuß. 


Eine Abbildung zwischen den Mengen M und P und damit den Nachweis der 
Äquivalenz dieser beiden Mengen gewinnt man hieraus (entsprechend dem eben 
durchgeführten Beweisverfahren) einfach dadurch, daß man die Elemente der 
Menge N wegstreicht und dann je zwei untereinanderstehende Elemente der 
Mengen M und P einander zuordnet. (Man hat damit ersichtlich die Umkehrung 
des Verfahrens durchgeführt, das die Vergleichung zweier Mengen von Gegen- 
ständen durch Zwischenschaltung einer Menge von Zahlen, d.h. durch „Ab- 
zählung‘‘ der Mengen, lehrt.) 

Die Tatsache, daß zwei Mengen M und N äquivalent sind, be- 
zeichnet man durch die Schreibweise: M N (gelesen: M äquivalent 
N). Unsere letzten Betrachtungen zeigen, daß jeder Menge M die 
Eigenschaft M  M zukommt, daß ferner zugleich mit M N stets 
auch NM gilt und daß endlich aus den beiden Beziehungen M N, 
NP die Beziehung MP folgt. Oder in Worten: die Äqui- 
valenz von Mengen ist eine reflexive, symmetrische und transitive 
Beziehung. In einer Gesamtheit von Mengen, unter denen jede einer 
bestimmten unter ihnen äquivalent ist, ist daher jede vorkommende 
Menge jeder anderen äquivalent. 


3. Begriff der Teilmenge. Es sei eine Menge M gegeben. Wir denken 
uns einen Teil ihrer Elemente willkürlich herausgegriffen und fassen die 
durch sie bestimmte Menge M’ ins Auge; eine solche Menge M’ heißt 
eine Untermenge oder Teilmenge der Menge M. Also: 

Definition 2. Eine Menge M’ heißt eine Teilmenge der Menge M, 
wenn jedes Element von M’ gleichzeitig auch Element von M ist. 

Darunter ist auch der Grenzfall enthalten, daß alle Elemente von 
M in der Teilmenge M’ vorkommen, d.h. daß die Mengen M und 
M’ gleich sind; in diesem Fall ist gleichzeitig M’ Teilmenge von M 
und M Teilmenge von M’; man nennt dann M’ zuweilen eine un- 
eigentliche Teilmenge von M. Enthält dagegen M auch Elemente, 
die sich in M’ nicht finden, so spricht man der Deutlichkeit wegen 
nötigenfalls von einer eigentlichen (echten) Teilmenge M’. 

So hat z. B. die Menge {l, 2, 3} die sieben Teilmengen {1}, {2}, {3}, 
{1,2}, {2,3}, {1,3} und {1,2,3}; alle bis auf die letzte, die eine uneigent- 
liche Teilmenge ist, sind eigentliche Teilmengen der Menge {1,2,3}. Diese 
Menge und all ihre Teilmengen sind andererseits eigentliche Teilmengen 
der Menge {l, 2, 3, 4, ...} aller natürlichen Zahlen; ebenso ist z.B. 
die Menge aller geraden Zahlen {2, 4, 6, 8, ...} eine Teilmenge der 
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Menge aller natürlichen Zahlen, und zwar eine eigentliche Teilmenge, 
weil die (in der Menge aller natürlichen Zahlen vorkommenden) un- 
geraden Zahlen 1, 3,5, .... in ihr nicht enthalten sind. 

Nach der Definition der Teilmenge leuchtet ein, daß, wenn M eine 
Teilmenge der Menge N und N eine Teilmenge der Menge P ist, auch 
M eine Teilmenge von P ist. Ferner ist offenbar jede Teilmenge einer 
endlichen Menge wiederum endlich. 

Aus rein formalen Gründen, namentlich um gewisse Tatsachen 
einfacher und bequemer aussprechen zu können, führen wir an dieser 
Stelle noch eine uneigentliche Menge ein, die sogenannte Nullmenget. 
Diese ist dadurch definiert, daß sie überhaupt kein Element enthält; 
sie ist also vermöge der Definition von S.4 gar keine Menge, soll 
aber auf Grund besonderer Festsetzung, also einer Erweiterung jener 
Definition, als solche, und zwar als endliche Menge gelten und mit 0 
bezeichnet werden?. Ihren Wert gewinnt die Einführung der Nullmenge 
namentlich durch die folgende Definition, die sich später als nützlich 
erweisen wird: Die Nullmenge 0 soll als (uneigentliche) Teilmenge jeder 
beliebigen Menge — auch von sich selbst — gelten. Dies steht offenbar 
noch im Einklang mit Definition 2.?* Bei dieser Präzisierung des Be- 
griffs „Teilmenge“ besitzt die oben als Beispiel angeführte Menge {1, 2,3} 
nunmehr 8 = 2? Teilmengen. 

Merkwürdigerweise haben einige Autoren (z. B. DıEck [2], S. 102 und 106) 
Anstoß an vorstehenden Definitionen genommen, nach denen auch die Null- 
menge als „Menge“ gilt und zu den Teilmengen einer Menge M auch M selbst 
sowie die Nullmenge gerechnet wird; diese Erklärungen sind geradezu als ‚in 
sich widerspruchsvoll‘‘ angesprochen worden.* Offenbar sind diese Einwände 
völlig grundlos und einer allzu ausschließlich auf die sogenannte ‚‚Realdefinition‘“ 
eingeschworenen Auffassung entsprungen: der Auffassung etwa, als ob Begriffe 
wie „Menge“ und ‚Teilmenge‘ gewissermaßen fertig dagewesen und von den 
Mathematikern vorgefunden worden seien, die nun — im Lichte der Wahrheit be- 
sehen — Mißbrauch damit getrieben hätten. In Wirklichkeit ist die Definition 
eine Festsetzung, die nichts Neues schafft, vielmehr letzten Endes nur der (aller- 
dings praktisch unentbehrlichen) Vereinfachung der Ausdrucksweise dient und daher 


1 Die ‚„‚Nullklasse‘“ ist zunächst von den Vertretern der Logistik (vgl. $ 15) 
verwendet, dann aber als Nullmenge von ZERMELO und anderen systematisch 
in der Mengenlehre benutzt worden. 

2 Eine Verwechselung zwischen der Zahl 0 und der Nullmenge 0 wird nicht 
auftreten können, auch da nicht, wo (wie z. B. auf S. 70) das Zeichen 0 bald nach- 
einander in der einen und in der anderen Bedeutung vorkommt. 

3* Man kann sich diese Festsetzung so plausibel machen: Faßt man von den 
Elementen einer gegebenen Menge M diejenigen zusammen, die eine gewisse Eigen- 
schaft besitzen, so entsteht eine Teilmenge von M. Ist die Eigenschaft speziell 
von solcher Art, daß kein Element von M sie besitzt, so wird die entstehende 
Teilmenge zur Nullmenge; dagegen entsteht eine Teilmenge mit einem einzigen 
Element, wenn die Eigenschaft nur diesem allein zukommt. 

* Die derart (in diesem wie in vielen anderen Punkten) orientierten, durch die 
„Philosophie des Als-Ob“ irregeleiteten Auffassungen erfahren eine bündige Wider- 
legung bei Stupy [l,] und BErschH [1]. 
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rein nach Momenten der Zweckmäßigkeit, nicht etwa der „Richtigkeit‘‘ zu treffen 
und zu beurteilen ist; so erweist es sich als selbstverständlich, daß die nämliche 
Bezeichnung anders in der Wissenschaft als im täglichen Leben, anders in dieser 
als in jener Wissenschaft, ja selbst in verschiedenen Teilen derselben Wissenschaft 
verschieden gebraucht werden kann!, wobei nur natürlich jede Verwechselung 
ausgeschlossen bleiben muß. Im vorliegenden Fall ist es lediglich zweckmäßig 
und bequem, neben den durch die Definition von S.4 bezeichneten ‚Zusammen- 
fassungen‘ auch noch die „Nullmenge‘‘ als Menge zu betrachten, ferner die letz- 
tere, wie es sich dem Wortlaut der Definition 2 formell einfügt, als „Teilmenge“ 
jeder Menge aufzufassen, schließlich auch jede Menge als Teilmenge von sich 
selbst anzusehen (wie man ja auch eine ganze Zahl als ‚„Teiler‘‘ von sich selbst 
bezeichnet). Mit „Richtigkeit‘‘ haben alle diese Festsetzungen überhaupt nichts 
zu tun — wenn sie nur widerspruchsfrei zulässig sind, wie dies ohne weiteres 
einleuchtet. Übrigens hat sich eine derartige, der „Nominaldefinition‘ zuneigende 
Auffassung weit über die Reihen der Mathematiker hinaus auch bei den Logikern 
mehr und mehr durchgesetzt; es sei etwa auf Sıcwarrt[l], Bd.1l, S.379 ver- 
wiesen. 


4. DEDEKINDS Kennzeichnung der unendlichen Mengen. Es sei M 
eine endliche Menge. Darunter wollen wir zunächst (wie bisher) 
im üblichen naiven Sinn eine Menge von endlichvielen Elementen 
verstehen (z. B. die Menge der hundert natürlichen Zahlen von 1 bis 
100 oder die Menge aller Druckzeichen in dem vorliegenden Buch) ; 
dieses ‚endlich‘ läuft offenbar darauf hinaus, daß es eine natürliche 
Zahl n derart gibt, daß M gerade n verschiedene Elemente enthält 
und somit der Zahlenmenge {1, PAR, n} äquivalent ist. Bedeutet 
M’ eine eigentliche Teilmenge von M (also eine Menge, die einige, 
aber nicht alle unter jenen hundert Zahlen oder unter diesen 
Zeichen enthält), so sind M und M’ sicher nicht äquivalent. Denn 
beginnt man der Reihe nach irgendwie jedem Element von M in um- 
kehrhar eindeutiger Weise je ein Element von M’ zuzuordnen, so wird 
schließlich — und zwar nach endlichvielen Schritten — die Menge 
M’ erschöpft sein, während in M noch Elemente übrig sind, denen 
kein Element von M’ zugeordnet ist. Der hierdurch gedanklich völlig 
bestimmte Beweis dieser fast trivial erscheinenden arithmetischen Tat- 
sache, die eines strengen Nachweises fähig und bedürftig ist, soll hier 
nicht genauer ausgeführt werden?, 

Ganz anders liegen die Verhältnisse bei unendlichen Mengen, 
also bei Mengen, die unendlichviele Elemente enthalten, wie wir solche 
Mengen in den Beispielen 4. bis 7. des vorigen Paragraphen kennen- 
gelernt haben. Man überzeugt sich leicht, zunächst freilich mit einiger 
Überraschung, von der folgenden merkwürdigen Tatsache: Zwei un- 


! In einer Theorie der Farben könnte z. B., je nachdem es für den beab- 
sichtigten Zweck einfacher ist, Weiß entweder als ‚Farbe‘ aufzufassen sein oder 
nicht, 

2 Für nähere Ausführung dieses und verwandter, der Arithmetik zugehöriger 
Punkte vergleiche man z.B. WEBER-EPrstEin [l], S.11; Hörner [2], S.15; 
Lozwy [1], S. 384. 
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endliche Mengen, von denen die eine eine eigentliche Teilmenge der anderen 
ist, Rönnen dennoch sehr wohl einander äquivalent sein. 

Betrachten wir z. B. neben der Menge M aller natürlichen Zahlen 1, 2, 
3,... die Menge M’, die aus M durch Streichung der Zahl 1 hervorgeht, 
also die Menge M’= {2, 3, 4, ...}! M’ ist offenbar eine eigentliche 
Teilmenge von M. Um anschaulich zu zeigen, daß diese zwei Mengen 
M und M’ äquivalent sind, beziehen wir ihre Elemente der Reihe 
nach in folgender Weise durch Pfeile aufeinander: 
M: \ 2 3 4 5 6 7 


BA M 
A A "Sek Se ! 
ee a a ee 


Wenn wir uns, um den Sachverhalt bequemer ns a 
formulieren zu können, bei der Anschreibung der Teilmenge M’ deren 
Elemente mit roter Tinte aufgezeichnet denken, so können wir unser 
Verfahren so beschreiben: Es wird jeder schwarzen Zahl m die 
rote Zahl m +1 oder (anders ausgedrückt) jeder roten Zahl m’ 
die schwarze m’— 1 zugeordnet. Diese Zuordnung ist ersichtlich um- 
kehrbar eindeutig. Die Mengen sind also wirklich äquivalent, obgleich 
M’ nur einen Teil der Elemente von M enthält, nämlich sie alle mit 
Ausnahme des Elementes 1. 

Der Leser mache sich zum besseren Verständnis alles Folgenden 
dieses erste und denkbar einfachste Beispiel der Äquivalenz von zwei 
anscheinend ‚verschieden großen‘“ Mengen recht deutlich; er wird be- 
merken, wie das Gelingen einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung 
wesentlich darauf beruht, daß die‘ Mengen unendlichviele Elemente 
enthalten. Wären M und M’ endlich und enthielten sie — abgesehen 
von der nur in M vorkommenden Zahl 1 — die nämlichen Elemente, 
so würde eine umkehrbar eindeutige Zuordnung nicht herstellbar sein; 
denn am Schluß bliebe dann in der Menge M ein letztes Element übrig, 
dem kein Element aus M’ gegenüberstände. Natürlich muß die Ab- 
bildung, aus der wir die Äquivalenz von M mit einer eigentlichen Teil- 
menge M’ ablesen, überdies unter anderem die Eigenschaft haben, 
daß sie nicht etwa jedes Element sich selbst zuordnet; von unserem all- 
gemeinen Standpunkte aus (Definition 1) haben indes die höchst spe- 
ziellen Abbildungen, die jedes Element sich selbst zuordnen, nicht den 
mindesten Vorzug vor allgemeineren Abbildungen, und nur die völlige 
Verkennung dieses Umstandes kann zu so schweren (auch sonst zuweilen 
anzutreffenden) Irrtümern führen wie denen, auf die sich die wertlose 
Schrift NoLTE [1] gründet. 

Zahlreiche weitere Beispiele der Äquivalenz von Mengen, von denen 
die eine eine eigentliche Teilmenge der anderen ist, werden uns in diesem 
wie in den nächsten Paragraphen noch entgegentreten; hier sei be- 
sonders auf die Beispiele hingewiesen, die durch die Abbildungen 4 und 5 
(S.51 und 52) in leicht verständlicher Weise illustriert werden. 
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Diese Erscheinung, daß eine Menge gewissermaßen „gleichviel Ele- 
mente enthalten‘ kann wie eine eigentliche Teilmenge von ihr, steht in 
einem gewissen Kontrast zu dem bekannten Satz: Das Ganze ist stets 
größer als ein Teil davon. Das Auffällige dieses Kontrastes, den z.B. 
schon GALILEI klar hervorgehoben hat, hat historisch beim Zugang zum 
Begriff des Aktual-Unendlichen eine wesentliche und zunächst hinderliche 
Rolle gespielt, da es die unendlichen Mengen, die eine so paradoxe 
Eigenschaft besitzen, zu diskreditieren schien. In Wirklichkeit war indes 
jener Satz vom Ganzen und Teil nur im Gebiet des Endlichen erprobt 
und es lag kein Grund vor zu erwarten, daß er bei dem Riesenschritt, 
der vom Endlichen zum Unendlichen führt, seine Gültigkeit unver- ' 
ändert bewahre!. 

Den angeführten grundlegenden Unterschied zwischen unendlichen 
und endlichen Mengen, nämlich das Bestehen oder Nichtbestehen einer 
Äquivalenz zwischen der Menge M und einer eigentlichen Teilmenge 
von M, hat man nun — vom naiven Begriff der endlichen und der un- 
endlichen Menge absehend — geradezu zur Definition der Begriffe 
„unendliche Menge“ und ‚endliche Menge‘ benutzt. Im Anschluß an 
Peirce und namentlich an die berühmte Schrift [2] des hervorragenden 
Braunschweiger Mathematikers R. DEDEKIND (1831 bis 1916) bedient 
man sich nämlich der folgenden 

Definition 3. Eine Menge M heißt unendlich oder transfinit 
(überendlich), wenn es eine eigentliche Teilmenge von M gibt, die zu M 
äquivalent ist; gibt es keine zu M äquivalente eigentliche Teilmenge 
von M, so wird M als eine endliche Menge bezeichnet. 


5. Verhältnis der gewöhnlichen zur Depekınpschen Kennzeichnung. 
Wie man sieht, unterscheidet sich Definition 3 von der naiven Kenn- 
zeichnung der Endlichkeit oder Unendlichkeit einer Menge (S. 22) 
namentlich auch dadurch, daß in letzterem Fall die endliche Menge 
positiv (wesentlich mittels des Begriffs der natürlichen Zahl) definiert 
wird und die unendliche negativ, als nicht-endliche Menge erscheint, 


1 Noch paradoxer erscheint die Äquivalenz zweier anscheinend sehr umfangs- 
verschiedener unendlicher Mengen, wenn man sie scheinbar ins praktische Leben 
überträgt; das sich dabei einstellende unbehagliche Gefühl löst sich, wenn man 
sich klar macht, daß die Wirklichkeit eben nur eine scheinbare ist und darauf 
unser Empfinden nicht geeicht ist. Bekannt ist so die Geschichte von Tristram 
Shandy, der daran geht, seine Lebensgeschichte zu schreiben, und zwar so pedan- 
tisch, daß er zur Schilderung der ersten Tage seines Lebens je ein volles Jahr be- 
nötigt. Er wird natürlich mit seiner Biographie niemals fertig, wenn er so fort- 
fährt. Würde er indes unendlich lang leben (etwa ‚‚abzählbar unendlichviele“ . 
Jahre in der Ausdrucksweise des nächsten Paragraphen), so würde seine Bio- 
graphie ‚fertig‘; es würde dann nämlich, genauer ausgedrückt, jeder noch so 
späte Tag seines Lebens schließlich eine Schilderung bekommen, weil das für diese 
Arbeit an die Reihe kommende Jahr eben irgend einmal in seinem Leben erschiene. 
(Vgl. die Zuordnungen auf 9. 20#f.) 


” 
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während nach Definition 3 die unendliche Menge den primären Begriff 
darstellt, die endliche aber als nicht-unendliche Menge erklärt wird. 

Wir wollen unsin unseren ferneren Überlegungen der Einfachheit halber 
mit der naiven, in mancher Hinsicht vorzuziehenden Auffassung der 
Begriffe einer ‚endlichen‘‘ bzw. ‚unendlichen‘ Menge begnügen, wie 
wir sie bisher schon mehrfach benutzt haben. Es bietet aber keine 
wesentlichen Schwierigkeiten, sich lediglich auf die soeben ausge- 
sprochene Definition zu stützen und mit ihr allein sich die Begriffe 
„endlichviele‘‘ und ‚‚unendlichviele“ erklärt zu denken (vgl. indes 
S. 298f.)}. Um dem Leser eine Anschauung davon zu geben, daß 
wirklich die Definition 3 den nämlichen Begriffsumfang für „endlich“ 
und ‚unendlich‘ liefert wie die Definition des gewöhnlichen Sprach- 
und Denkgebrauchs, mögen hier noch einige diesbezügliche Bemer- 
kungen angeschlossen werden; auf lückenlose Strenge im Beweis soll 
bei dieser eingeschalteten Betrachtung kein Wert gelegt werden, es 
kommt nur auf eine Andeutung des Gedankenganges an. 


Vor allem ist zu zeigen, daß im Sinne unserer Definition eine unendliche Menge 
niemals einer endlichen äquivalent sein kann; wäre dem nicht so, so könnten wir 
die Definition nicht als brauchbar betrachten, da uns vielmehr gerade der Äquivalenz- 
begriff die Handhabe geben soll sogar zur weiteren Untereinteilung sowohl der end- 
lichen wie der unendlichen Mengen (vgl. S.55ff.).. Zum Nachweis jener Tatsache 
gehen wir aus von einer im Sinne der Definition 3 unendlichen Menge M,d.h. von 
einer solchen, die eine zu M äquivalente eigentliche Teilmenge M’ besitzt. Es sei N 
irgendeine zu M äquivalente Menge; wir haben zu zeigen, daß auch N im Sinne 
unserer Definition unendlich ist (was ja nur die positive Wendung der zu be- 
weisenden Tatsache darstellt). Zu diesem Zweck werde eine bestimmte Abbildung 
zwischen den äquivalenten Mengen M und N mit ® bezeichnet; durch diese Ab- 
bildung werden dann den Elementen der Teilmenge M’ von M von selbst die Ele- 
mente einer gewissen Teilmenge von N in umkehrbar eindeutiger Weise zugeordnet; 
diese zu M’ äquivalente Teilmenge von N möge N’ heißen. Da M’ nicht 
alle Elemente von M enthält, wird auch N’ nicht alle Elemente von N enthalten, 
d.h. N’ ist eine eigentliche Teilmenge von N. Endlich ist N’ N, wie aus den 
Beziehungen N'—M’, M'’'—M und MN gemäß S.20 hervorgeht. N besitzt 
also die zu N äquivalente eigentliche Teilmenge N’, d.h. N ist wirklich, wie wir 
zeigen wollten, im Sinne der Definition 3 eine unendliche Menge. 

Um den Nachweis zu führen, daß unsere Definition der endlichen und der 

unendlichen Menge ‚im Einklang steht mit der naiven Vorstellung, die wir von 
Mengen mit „endlichvielen‘“‘ oder mit ‚„unendlichvielen‘‘ Elementen haben, 
können wir folgenden Gedankengang einschlagen. Gemäß S.22 wird durch die 
Behauptung, die Menge M enthalte nur endlichviele Elemente, die Existenz 
einer natürlichen Zahl » von solcher Art ausgedrückt, daß M äquivalent ist der 
Menge von Zahlen {l, 2,°3, ..., n}; gibt es keine derartige natürliche Zahl n, so 
sagen wir, M enthalte unendlichviele Elemente. Nach S.22 ist eine Menge N 


1 RusseLL (vgl. z.B. [5]) zieht mit Nutzen zwei verschiedene Bezeichnungs- 
‚arten heran: er nennt Mengen, die im naiven Sinn endlich sind, ‚induktiv‘ (aus 
‚einem auf S.181 zu berührenden Grund), dagegen Mengen, dieim Sinn DEDEKINDS 
‚unendlich sind, ‚„reflexiv‘, und unterscheidet demgemäß induktive, nicht-induk- 
‚tive, nicht-reflexive und reflexive Mengen, was trotz der Darlegungen der nächsten 
‚Absätze seinen guten Sinn hat (vgl. S. 299). 


26 Grundlagen. Begriff der Kardinalzahl. 


von der Form N={1,2,3,..., n}, wo n eine natürliche Zahl bedeutet, niemals 
einer eigentlichen Teilmenge von sich selbst äquivalent; eine im gewöhnlichen 
Sinn endliche Menge ist also auch endlich gemäß Def. 3. Andererseits aber besitzt 
eine Menge M, die zu keiner Menge der Form {1, 2, 3,...., n} äquivalent ist, stets 
eine zu sich selbst äquivalente eigentliche Teilmenge. Man kann nämlich zunächst 
aus M ein beliebiges erstes Element m, herausgreifen, dann ein zweites m,, ein 
drittes m, usw. und kann dieses Verfahren ohne Ende fortsetzen, weil anderen- 
falls aus der Erschöpfung von M eine Äquivalenz zwischen dieser Menge und 
einer Menge der Form {l, 2, ...., n} folgen würde. Faßt man die Gesamtheit 
aller so in bestimmter Weise herausgegriffen gedachten Elemente zu der Menge 
M, = {m,, my, m;, ...}, dagegen alle etwa nicht in M, vorkommenden Elemente 
von M zu einer Menge M, — eventuell M, = 0 — zusammen, so sind M, und 
My, Teilmengen von M, deren Elemente zusammengenommen die Gesamtheit der 
Elemente von M darstellen. Nun ist die Menge M, einer eigentlichen Teilmenge 
von sich selbst, z. B. der Teilmenge N, = {m,, m;, my, ...}, ganz ebenso äqui- 
valent, wie sich auf S.23 die Mengen {l, 2, 3,...} und {2, 3, 4,....} als äqui- 
valent erwiesen haben; ferner erkennt man, durch Abbildung der Menge M, auf 
N, und der Menge M, auf sich selbst, daß die Gesamtheit der Elemente von N; 
und M, zusammengenommen eine zu M äquivalente Menge N darstellt, die eine 
eigentliche Teilmenge von M ist (nämlich das Element m, von M nicht. enthält). 
M ist also im Sinne unserer Definition eine unendliche Menge. (Vgl. auch 
S. 298.) 

Demnach ist jede im gewöhnlichen Sinne endliche Menge auch endlich im 
Sinne der Definition 3, jede im gewöhnlichen Sinne unendliche Menge auch un- 
endlich im Sinne dieser Definition, und da sich diese Aussage umkehren läßt, 
so ist die Übereinstimmung beider Begriffspaare nachgewiesen!. 


Aufgaben. 1. Gibt es zwischen zwei äquivalenten Mengen neben 
einer gegebenen Abbildung immer noch weitere Abbildungen ? Bei- 
spiele! Man spezialisiere auf die Abbildungen zwischen einer Menge 
und sich selbst! 

2. (Für die mit dem Funktionsbegriff ein wenig vertrauten Leser.) 
Können die Funktionen 

y=3x+5,y=3,y= ),y=sinx 
allgemein zur Abbildung einer Menge von Argumentwerten x auf die 
Menge der entsprechenden Funktionswerte verwendet werden? Läßt 
sich diese Frage, soweit sie in dieser Form zu verneinen ist, wenigstens 
bei geeigneter Beschränkung der Veränderlichkeit von x (etwa auf ein 
gewisses Intervall) bejahen ? 

3. Wie läßt sich die erste der auf S. 19 bewiesenen Eigenschaften 
der Äquivalenz rein „formal“ aus der zweiten und dritten herleiten, 
ohne die (einfachere, aber ‚inhaltliche‘‘) Methode der Zuordnung 
eines jeden Elements zu sich selbst heranzuziehen ?? 

! Auch die Nullmenge, die überhaupt keine eigentliche Teilmenge besitzt, 


gilt nach Definition 3 (ebenso wie nach unserer früheren Festsetzung) als end- _ 
liche Menge. 


2 Die (von dem Anfänger nicht weiter zu beachtende) stillschweigende Voraus- 
setzung einer solchen Herleitung ist freilich, daß es zu jeder Menge überhaupt 
eine äquivalente gibt, und diese Voraussetzung macht das formale Verfahren im 
vorliegenden Fall praktisch wertlos; nicht aber in anderen entsprechenden Fällen. 
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4. Wieviele verschiedene Teilmengen besitzt eine endliche Menge M _ 
mit m Elementen und inwiefern läßt gerade die Antwort hierauf es als 
zweckmäßig erscheinen, auch M selbst und die Nullmenge als Teil- 
mengen von M aufzufassen ? 

5. Warum ist es für den Beweis (S. 25) der Nichtäquivalenz zwischen 
einer endlichen und einer unendlichen Menge (gemäß Definition 3) be- 
quemer, von einer unendlichen Menge auszugehen als von einer end- 
lichen ? 

6. Man führe den oben (S. 26) angegebenen Beweis, daß eine im 
naiven Sinn unendliche Menge M auch nach Definition 3 unendlich 
ist, für folgende Mengen und folgende Methoden des Herausgreifens 
von Elementen m,, m, usw.: 

a) M = Menge aller natürlichen Zahlen; herauszugreifen ist stets 
eine möglichst kleine durch 5 teilbare Zahl. 

.b) M = Menge aller positiven gemeinen Brüche in „gekürzter“ 
Form; herauszugreifen ist stets eine Zahl mit möglichst kleiner, aber 
schrittweise wachsender Summe von Zähler und Nenner, und zwar im 
Zweifelsfall eine möglichst große Zahl von dieser Summe. 


8 4. Abzählbare Mengen. 


Wir wollen uns jetzt zunächst mit den in bestimmtem Sinne ein- 
fachsten unendlichen Mengen, den sogenannten abzählbaren Mengen, 
beschäftigen und verschiedene Beispiele solcher abzählbarer Mengen 
betrachten, die uns schon eine Fülle überraschender Tatsachen liefern 
werden. 


ı. Definition der abzählbaren Menge. Wir gehen aus von einer 
besonders naheliegenden unendlichen Menge, von der schon im Bei- 
spiel 4 des $2 betrachteten Menge aller natürlichen Zahlen 1, 2, 3,...; 
diese Menge bezeichnen wir für den Augenblick mit M. N sei irgend- 
eine ihr äquivalente Menge und ® eine Abbildung zwischen M und N. 
Dann können wir das durch diese Abbildung dem Element 1 von M 
zugeordnete Element der Menge N mit n, bezeichnen, das dem Ele- 
ment 2 entsprechende Element von N ebenso mit n,, das zu 3 zu- 
geordnete mit n, usw., indem wir zur Bezeichnung eines jeden 
Elementes von M die betreffende natürliche Zahl als ‚Index‘ ver- 
wenden. Hiernach läßt sich die Menge N schreiben in der Form: 
N = {n,, nz, N,, ...}; mit anderen Worten: wir haben die Elemente 
von N abgezählt, so daß sich ein erstes, zweites, drittes, ... Element 
von N angeben läßt. Umgekehrt wird jedes beliebige Element » von 
N an einer bestimmten, etwa der kten Stelle, wobei %k eine natürliche 
Zahl bedeutet, in der abgezählten Menge N vorkommen; denn durch 
die Abbildung ® wird » irgendeiner bestimmten natürlichen Zahl 
k von M zugeordnet und dies soll ja eben besagen, daß n die 
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kte Zahl unserer Abzählung ist. Demnach: läßt sich jede Menge N, 
die der Menge aller natürlichen Zahlen äquivalent ist, in Form einer 
abgezählten Menge {a,, a,, a3, ...} darstellen. Doch muß N nicht 
von vornherein als abgezählte, d.h. durch die angeführte Ordnung der 
Elemente ausgezeichnete Menge gegeben sein. In N braucht ja zunächst 
überhaupt nicht eine bestimmte Reihenfolge der Elemente vorgeschrie- 
ben zu sein; auch zutreffendenfalls braucht die Reihenfolge nicht von 
Anfang an die obige zu sein, wie bald durch Beispiele gezeigt wird. 
Aber die Möglichkeit der Abzählung der Elemente folgt aus der Äqui- 
valenz mit M und deshalb wird jede zur Menge der natürlichen Zahlen 
äquivalente Menge eine abzählbare Menge genannt. Manchmal ist 
es bequem, den Ausdruck statt für die Menge vielmehr für ihre Ele- 
mente zu verwenden, also zu sagen, es lägen abzählbar unendlich- 
viele Elemente vor. Eine abzählbare Menge ist also stets unendlich!, 
und eine zu einer abzählbaren Menge äquivalente Menge stets wiederum 
abzählbar. 


2. Einfachste Beispiele und Sätze. Betrachten wir zunächst einige 
Beispiele von abzählbaren Mengen! Wie wir oben (S.23) sahen, ist 
gleich der Menge {1,2,3,4,...} auch die Menge {2, 3,4, 5,... .} abzähl- 
bar. Das Gleiche gilt offenbar für jede Menge N, die aus der Menge 
der natürlichen Zahlen durch Weglassung endlichvieler natürlicher 
Zahlen entsteht; denn ordnen wir die (immer noch unendlichvielen) 
übriggebliebenen Zahlen wieder ebenso wie vorher (nämlich nach ihrer 
Größe), so haben wir damit schon eine erste, eine zweite, eine dritte 
Zahl usw. der Menge N definiert und so jeder Zahl von N eine bestimmte 
Platznummer zugeordnet, d.h. wir haben durch jene Ordnung die 
Menge N bereits abgezählt. Wir können aber das gleiche Verfahren 
auch einschlagen, falls N aus der Menge der natürlichen Zahlen durch 
Weglassung unendlichvieler Zahlen entstanden ist, solange nur N selbst 
noch unendlichviele Zahlen enthält. Ist z.B. N die Menge aller posi- 
tiven geraden Zahlen, so läßt sich N auf die Menge aller natürlichen 
Zahlen n in folgender Weise umkehrbar eindeutig abbilden: 


£ x x 82107 212 22.202: 

a 

1m 22037 4 2 5 ERS EN 

d.h. 2 wird die erste, 4 die zweite Zahl von N usw. Es ist also zunächst 

jede unendliche Teilmenge der Menge aller natürlichen Zahlen abzählbar. 
Bei diesem Beweis haben wir lediglich die Abzählbarkeit der Menge 

der natürlichen Zahlen benutzt, nicht etwa eine weitere Eigenschaft, 

die in der Natur der Elemente (nämlich der Zahlen) begründet wäre. 


! Zuweilen werden auch die endlichen Mengen als abzählbar bezeichnet und 
es wird dann im Gegensatz zu ihnen von „abzählbar unendlichen‘ Mengen ge- 
sprochen. Wir bleiben der Kürze halber bei der obigen Ausdrucksweise. 
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Der nämliche Beweis läßt sich daher für eine beliebige abzählbare 
Menge durchführen, aus der endlich- oder unendlichviele Elemente 
fortgelassen werden, und wir erhalten so das allgemeine Ergebnis: 

Satz 1. Jede unendliche Teilmenge einer abzählbaren Menge ist wieder- 
um abzählbar. 

Gewissermaßen durch eine Umkehrung des obigen Verfahrens läßt 
sich andererseits zeigen, daß auch z.B. die Menge aller positiven und 
negativen ganzen Zahlen, also eine umfassendere Menge als die der natür- 
lichen Zahlen, abzählbar ist. Ordnen wir diese Menge wie üblich 
der Größe nach und zwar unter Berücksichtigung des Vorzeichens, 
so daß die negativen Zahlen vor den positiven zu stehen kommen, so 
ist die Menge zunächst nicht abgezählt; denn es läßt sich z. B. die Zahl 1 
nicht durch eine Platznummer als die soundsovielte unserer Menge be- 
zeichnen, da ihr ja unendlichviele Zahlen (nämlich alle negativen) vor- 
ausgehen. Dennoch kann man unsere Menge mittels eines einfachen 
Kunstgriffes abzählen. Wir wollen nämlich als erstes Element die Zahl 1, 
als zweites die Zahl — 1, als drittes 2, als viertes — 2, als fünftes 3, 
als sechstes — 3 usw. nehmen; die Abzählung, d.h. die Zuordnung 
zur Menge der natürlichen Zahlen, wird dann folgende: 


1-12 -—23-34 —4 ... 

dr De A 

1 2 3 45 6 7 8 
In der so abgezählten Menge kommt auch wirklich jedes Element der 
Menge, d.h. jede positive oder negative ganze Zahl, an bestimmter 
Stelle vor; ist nämlich m irgendeine positive ganze Zahl, so ist m offen- 
bar die (2 m — 1)te, — m dagegen die (2 m)te Zahl unserer Abzählung. 
Die ursprünglich keineswegs abgezählte Menge ist hiermit abgezählt wor- 
den und damit als abzählbar nachgewiesen. 

Die Hinzufügung der Zahl 0 ändert ersichtlich nichts an der Abzähl- 
barkeit unserer Menge, wie überhaupt die Eigenschaft einer Menge, 
abzählbar zu sein, durch Hinzufügung endlichvieler Elemente zu ihren 
ursprünglichen Elementen nicht verändert wird; denn man kann ja 
die endlichvielen neuen Elemente in der Abzählung an den Anfang 
stellen und bewirkt dadurch nur, daß jedes der ursprünglichen Ele- 
mente in der neuen Abzählung eine um eine feste Zahl erhöhte Platz- 
nummer erhält. Ja noch mehr! Wenn wir bedenken, daß sowohl die 
Menge der positiven wie auch die der negativen ganzen Zahlen: jeweils 
abzählbar ist, und wenn wir ferner berücksichtigen, daß auch im 
vorigen Absatz (vgl. S. 28 unten) kein Gebrauch von den besonderen 
Eigenschaften der Zahlen (d. h. der Elemente der betrachteten Mengen) 
gemacht worden ist, so können wir dem vorigen Absatz folgende auf 
den ersten Blick merkwürdige Tatsache entnehmen: auch bei Hinzu- 
fügung unendlichvieler Elemente zu den Elementen einer abzählbaren 
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Menge M kann diese unter Umständen noch abzählbar bleiben; dann 
nämlich, wenn die hinzugefügten Elemente ihrerseits die Elemente einer 
abzählbaren Menge N darstellen. (Im vorigen Absatz war M etwa 
die Menge der positiven, N die der negativen ganzen Zahlen.) In die 
vergrößerte Menge können nun wiederum die Elemente einer abzähl- 
baren Menge aufgenommen werden, ohne daß der Charakter der Ab- 
zählbarkeit beeinträchtigt würde, und dieser Vermehrungsprozeß läßt 
sich beliebig fortsetzen (d.h. k-mal, wo k eine beliebige, wenn auch 
noch so große natürliche Zahl bedeutet)!. Wir erhalten somit das 
Resultat, das gegenüber dem von der Verminderung einer abzählbaren 
Menge handelnden Satz 1 auch für ihre Vermehrung eine entsprechende 
Tatsache feststellt: 

Satz 2. Werden zu den Elementen einer abzählbaren Menge weitere 
endlichviele oder abzählbar unendlichviele Elemente hinzugefügt, so ent- 
steht wiederum eine abzählbare Menge. Ebenso ergibt sich durch Ver- 
einigung der Elemente endlichvieler Mengen, von denen jede endlich oder 
abzählbar, und zwar mindestens eine abzählbar ist, stets eine abzählbare 
Menge. 


3. Die Menge der rationalen Zahlen. Wir wollen jetzt ein von 
den bisher behandelten Mengen wesentlich verschiedenes Beispiel 
einer abzählbaren Menge betrachten. Bekanntlich liegen zwischen 
zwei benachbarten ganzen Zahlen (z. B. zwischen den Zahlen 1 
und 2) unendlichviele gemeine Brüche oder, wie man dafür zu sagen 
pflegt, rationale Zahlen; wir schreiben eine rationale Zahl in der 


„gekürzten‘‘ Form „, wobei wir unter » stets eine natürliche (also 


positive ganze) Zahl und unter m eine zu n teilerfremde positive 
oder negative ganze Zahl verstehen wollen®. (Weisen m und rn 


zunächst einen gemeinsamen Teiler auf, wie z.B. in den Brüchen 


$ oder —*P, so kann man diesen Mangel durch „Kürzen“, d. h. 


Wegdividieren des größten gemeinsamen Teilerss von Zähler und 


Nenner beseitigen; so wird man 2 oder ausgeschrieben 2 für $, 


=3 oder in üblicherer Schreibweise —- für =12 einsetzen.) Wie 
man sich leicht überzeugt, liegen sogar zwischen irgend zwei verschie- 
denen rationalen Zahlen, mögen diese sich auch noch so wenig von- 
einander unterscheiden, immer noch unendlichviele verschiedene 


. . . 5 m Mm 
andere rationale Zahlen. Denn mag die Differenz zwischen „ und — 
N 


1 Vgl. hierzu die Fußnote von S.7. 
m 
2 Ist im besonderen n =1, sc stellt T die ganze Zahl m dar; auch 0 = - 
wird als rationale Zahl betrachtet. — Teilerfremd nennt man zwei ganze Zahlen 
m und n, wenn es außer 1 keine natürliche Zahl i (‚gemeinsamen Teiler‘) gibt, 
die in beiden Zahlen m und x gleichzeitig enthalten wäre, 
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noch so klein sein, man kann sie immer noch in beliebig viele, z. B. 
eine Million, gleiche Teile teilen, dann den Unterschied zwischen je 
zwei so entstandenen Zwischenzahlen wieder in beliebig viele gleiche 
Teile spalten und in dieser Weise endlos fortfahren; man erhält so 
unendlichviele zwischen = und ” gelegene Zahlen, die offenbar 
sämtlich rational- sind. ; 

Wir betrachten nun die Menge aller denkbaren positiven und nega- 
tiven rationalen Zahlen (einschließlich Null). Diese Menge ist nach 
dem Gesagten unendlich mal viel umfassender als die Menge der ganzen 
Zahlen, da zwischen je zwei Elementen der letztgenannten (in ersterer’ 
ganz enthaltenen) Menge im- n=-5-4#4-23-2-1012345 
mer noch unendlichviele ratio- z=# 
nale Zahlen liegen. Dennoch 3 
ist auch die Menge aller ratio- 7; 
nalen Zahlen abzählbar, wie 
man z. B. folgendermaßen ein- 
sehen kann: Wir denken uns 
auf einem Papierblatt, das 
man sich grenzenlos ausge- 
dehnt vorstellen möge, ein un- 
endliches System von Hori- 
zontalzeilen (kurz: Zeilen), in 
gleichen Abständen verlaufend, und senkrecht dazu ein ebensolches 
System von Vertikalzeilen (kurz: Kolonnen) (vgl. Abb. 3). Die Zeilen 
und Kolonnen sollen numeriert werden, und zwar je eine beliebige mit 
0, die darauf nach oben bzw. rechts folgenden mit 1, 2, 3 usw., die der 
Zeile O0 nach unten bzw. der Kolonne 0 nach links sich anschließenden 
mit —1, —2, —3 usw. Jeder der Schnittpunkte einer Zeile und einer 
Kolonne, die man als die ‚„‚Gitterpunkte‘“ des Systems zu bezeichnen 
pflegt, ist dann völlig bestimmt durch Angabe der Nummer m der zu- 
gehörigen Zeile und der Nummer r der zugehörigen Kolonne; wir wollen 


den Punkt symbolisch durch das Zeichen (#) ausdrücken. 


Dann ist eszunächst leicht, dieGesamtheit aller Gitterpunkte abzuzählen; 
man verfolge zu diesem Zweck den in der Abbildung angedeuteten Weg, 
der von ($) über ($), (4), (©) usw. verläuft und sich spiralförmig nach 
außen windet, und lasse die Gitterpunkte in der Reihenfolge aufein- 
anderfolgen, wie man sie bei Verfolgung dieses Weges erreicht. (Hiermit 
hat man, in der Sprache der Arithmetik ausgedrückt, eine Doppel- 
folge von Punkten zu einer einfachen Folge umgeordnet.) Man lasse 
schließlich aus der erhaltenen abgezählten Menge der Gitterpunkte 


all die Punkte (#) fort, für die - nicht gekürzt ist, also nicht die oben 


(S. 30) verlangten Eigenschaften (n positiv, m und » teilerfremd) be- 
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sitzt!; es bleiben unendlichviele Gitterpunkte (sämtlich auf der 
rechten Hälfte der Abbildung) übrig und jeder von ihnen wird im 
Einklang mit Satz 1 auch jetzt wieder längs unseres Weges eine ge- 
wisse — gegen vorher niedriger gewordene — Platznummer aufweisen. 
Die übriggebliebenen Gitterpunkte stimmen aber (bis auf die Klam- 
mern) in der Bezeichnung ersichtlich genau mit sämtlichen rationalen 
Zahlen überein. Die Abzählbarkeit der Menge der übriggebliebenen 
Gitterpunkte erweist also die nämliche Eigenschaft für die Menge aller 
rationalen Zahlen; man kann eine Abzählung dieser Menge an Hand 
des Weges in Abb. 3 sofort angeben. Sie beginnt mit 

E a enges Er a RE 

120 7> 1’ 1» 2 3» 1’ 1° 2> 3» 8 Bauptagt 
und ordnet also die rationalen Zahlen in eine ganz und gar andere 
Reihenfolge als deren übliche Anordnung der Größe nach, wie diese auf 
der Zahlengeraden (S. 10f.) im Sinne von links nach rechts anschau- 
lich hervortritt. Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den 
natürlichen Zahlen 1, 2, 3, .... und sämtlichen rationalen Zahlen ist 
damit hergestellt. 


Um zu zeigen, daß eine Abzählung der Menge aller rationalen Zahlen auch 
auf rein arithmetischem Weg, unter Ausschaltung. jedes anschaulichen Hilfs- 
mittels, durchgeführt werden kann, werde noch folgendes Verfahren angegeben, 


m 
das eine etwas andere Form der Abzählung liefert: r sei eine beliebige positive 


rationale Zahl; es sei also nicht nur n, sondern auch m positiv. Die Summe 
m + n der ganzen positiven Zahlen m und n werde mit s bezeichnet: s= m+.n. 


m 
Ist umgekehrt die ganze positive Zahl s an Stelle von ee; gegeben, so gibt es außer 


m : ee B My, Ms : 
= natürlich noch andere positive rationale Zahlen Fe = usw. von der Eigen- 


2 
schaft, daß die Summe aus Zähler und Nenner für sie gerade s beträgt; dabei 


m, Mm, 
sollen wie stets nur solche Zahlen 3, = usw. in Betracht kommen, bei denen 


1 2 
Zähler und Nenner teilerfremd sind. Bei festgegebenem Werte s wollen wir diese 


m m, mM; 

rationalen Zahlen = Zn Zn usw., um eine bestimmte Reihenfolge unter ihnen 
1 2 

zu haben, etwa so ordnen, daß zuerst die Zahl mit dem größten Zähler, dann 

Zahlen mit allmählich abnehmenden Zählern und dementsprechend zunehmenden 


Nennern, am Schluß die Zahl mit dem kleinsten Zähler und dem größten Nenner 


m 
zu stehen kommt. Ist z. B. s = 7 gegeben, so sind alle rationalen Zahlen —, ui usw, 
nn 


m 
1 Von den Punkten (*) für die m oder n gleich 0 ist, soll nur der Punkt (7) 


stehenbleiben. Einen anschaulichen Überblick über die Gesamtheit der stehen- 
bleibenden und der fortgelassenen Punkte auf der rechten Hälfte der Abbildung 


ä En 0 
verschafft man sich so: man denke sich im Punkt (5) eine punktförmige Licht- 


quelle aufgestellt, in jedem anderen Gitterpunkt ein schmales Stäbchen; dann 
sind die fortgelassenen Punkte die Standorte derjenigen Stäbchen, dieim Schatten 
anderer Stäbchen stehen. 
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der gewünschten Art in der angegebenen Reihenfolge die folgenden: 
EL DE Pe VE Be 
Ist s=8, so erhält man die nachstehende Folge: 
UT RER ER F 
’ ’ 5, >» 


denn $, 4 und $ fallen weg, weil hier Zähler und Nenner nicht teilerfremd sind. 
Man erkennt, daß zu jedem Werte s, wie groß er auch immer sei, stets nur endlich- 


m m s 3 
viele rationale Zahlen = = usw. von der gewünschten Art gehören; denn es gibt 
1 
ja nur endlichviele Paare von natürlichen Zahlen, deren Summe gleich der festen 


natürlichen Zahl s ist. 
Wir ordnen nun die Gesamtheit aller rationalen Zahlen, unter denen auch 
die ganzen Zahlen (Nenner n = 1) vorkommen, in folgender Weise an: Zuerst 
0 
kommt die Zahl 0 = T für de s=0-+1=]1 ist. Dann folgen zunächst die 
m R 
endlichvielen positiven rationalen Zahlen Br für die s= m + n den Wert 2 hat, 


darauf diejenigen, für dies =3ist, alsdann die mits=4,s=5, s=6 und so 
endlos weiter. Innerhalb jedes Systems von rationalen Zahlen, für die s den näm- 
lichen Wert hat, führen wir die oben erläuterte Anordnung nach abnehmenden 
Zählerwerten ein. Dabei schieben wir aber jetzt (wie oben S.29) auch noch alle 


negativen rationalen Zahlen in der Weise ein, daß jeder positiven Zahl ME die mit 
m 
dem Vorzeichen ‚minus‘ versehene negative Zahl unmittelbar folgt. Wir 


erhalten demnach eine endlose Folge rationaler Zahlen, die so beginnt: 


3; 2 = e:5 1> er 3; ns 4; en BUT B 
a re er ha 
ee a Fe Beer De 1 m 
T» —en 3 u 


In dieser Folge, die eine erste, zweite, dritte Zahl usw. enthält, sind 
nun alle überhaupt existierenden rationalen Zahlen enthalten und jede hat in 
ihr einen bestimmten, angebbaren Platz. Ist nämlich = eine positive Zahl, so 
bilde man p +g =t; dann kommen in unserer Folge sicher nur endlichviele 
rationale Zahlen - vor, für die m + n = s kleiner ist als ? und die daher unserer 
Zahl Bi vorangehen; da auch nur endlichviele rationale Zahlen vorhanden sind, 


für die die Summe aus Zähler und Nenner gerade t beträgt, so gelangt man in 
unserer Folge nach einer bestimmten, endlichen Anzahl von Schritten zu der 


Zahl e . Sollte di eine negative rationale Zahl sein, so findet man sie eine Stelle 


weiter, nämlich unmittelbar nach der entsprechenden positiven Zahl. Wir haben 
durch unsere Anordnung also die Menge aller rationalen Zahlen abgezählt und 
sie damit auf die Menge der natürlichen Zahlen abgebildet. ; 

Eine andere Abzählung der rationalen Zahlen, die es gestattet, vohaftnis- 
mäßig leicht zu einer gegebenen Platznummer die zugehörige rationale Zahl zu 
bestimmen und umgekehrt, hat FABER [l] angegeben. 


Mittels der in Beispiel 6 von $ 2 vorgeführten Zahlengeraden (S. 10f.; 
vgl. auch die dortige Abb. 2) können wir aus der Menge aller rationalen 
Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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Zahlen sofort ein interessantes geometrisches Beispiel einer abzählbaren 
Menge gewinnen. Fassen wir nämlich jetzt, da wir im Besitz des Begriffs 
der umkehrbar eindeutigen Zuordnung und desjenigen der Aquivalenz 
sind, nochmals jenes Beispiel ins Auge, so bemerken wir, daß die 
Zahlengerade eine Abbildung zwischen Mengen von Zahlen und Mengen 
von Punkten liefert. Man greife auf der Zahlengeraden eine beliebige 
Menge von Punkten heraus (es muß nicht gerade die durch sämtliche 
Punkte der Geraden gebildete Menge sein); dann ist diese Punktmenge 
von selbst (nämlich durch die für die Punkte verwendete Bezeichnung) 
auf diejenige Zahlenmenge abgebildet, welche all die reellen Zahlen 
enthält, die die Punkte der betreffenden Punktmenge auf der Zahlen- 
geraden bezeichnen. Jede solche Punktmenge ist demnach der ihr ent- 
sprechenden Zahlenmenge äquivalent. 

Wir betrachten nun die Menge, die all die Punkte der Zahlengeraden 
enthält, welche durch rationale Zahlen bezeichnet werden. Man nennt diese 
Punkte kurz die rationalen Punkte. Um uns ein Bild von dieser Menge 
zu machen, bedenken wir, daß (vgl. S.30) zwischen je zwei ganzen 
Zahlen und sogar zwischen je zwei beliebigen rationalen Zahlen immer 
noch unendlichviele verschiedene rationale Zahlen liegen; auf die 
Zahlengerade angewandt, besagt dies: zwischen je zwei noch so nahe 
beieinander gelegenen rationalen Punkten der Geraden liegen immer 
noch unendlichviele rationale Punkte. Unsere Menge von Punkten 
erfüllt also die Gerade überall unendlich dicht, sie ist, wie man sagt, 
eine „dichte Menge“ (vgl. auch S. 144). Fast könnte es scheinen, 
als werde die ganze gerade Linie nur eben von den Punkten unserer 
Menge ausgefüllt; diese Vermutung wird sich jedoch bald als im 
höchsten Grade trügerisch erweisen. j 

Vergleicht man mit der so betrachteten Punktmenge die nur aus 
den Punkten 1, 2, 3, ... der Zahlengeraden bestehende Punktmenge, 
die offenbar der Menge aller natürlichen Zahlen entspricht, so müssen 
diese beiden Punktmengen einander äquivalent sein, weil die beiden 
ihnen bezüglich äquivalenten Zahlenmengen, nämlich die Menge aller 
rationalen Zahlen und die Menge aller natürlichen Zahlen, sich als 
äquivalent erwiesen haben. Wie ungleich diese beiden äquivalenten 
Punktmengen sind, wieviel umfassender nämlich die erste ist als die 
zweite, lehrt aber schon die flüchtigste Anschauung; und die zunächst 
vielleicht naheliegende Meinung, zwei Mengen müßten „gleichgroß‘ 
oder wenigstens „ungefähr gleichgroß‘“ sein, um sich als äquivalent 
zu erweisen, ist hiernach für unendliche Mengen als durchaus unzu- 
treffend erkannt, während sie für endliche Mengen in der Tat, und 
zwar im schärferen Sinne, zutrifft (vgl. S. 22). 

Übrigens ist nicht nur die Menge, die alle rationalen Zahlen in 
ihrer Gesamtheit enthält, abzählbar, sondern das nämliche gilt nach 
Satz 1 auch von jeder unendlichen Teilmenge dieser Menge, d.h. von 
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jeder Menge, die unendlichviele Elemente enthält und deren Elemente 
ausschließlich rationale Zahlen sind. Daher ist auch jede Menge von 
unendlichvielen rationalen Punkten der Zahlengeraden abzählbar, 
zZ. B. die Menge aller zwischen den Punkten O0 und 1 gelegenen ratio- 
nalen Punkte. 

Der Leser, der während der bisherigen Überlegungen sich etwas 
Übung angeeignet hat, wird nun auch die Abzählbarkeit der Menge 
der rationalen Zahlen in allgemeinem Sinn zu deuten wissen. Abb. 3 
(S. 31, vgl. die dortige Erklärung) läßt sich ja auffassen als eine Zu- 
sammenstellung abzählbar unendlichvieler abzählbarer Mengen, z. B. 
aller der Mengen, die jeweils die Gitterpunkte der nämlichen Zeile 
enthalten. Bedenkt man wieder wie auf S. 28, daß bei der Be- 
trachtung die besonderen Eigenschaften der rationalen Zahlen nicht 
benutzt worden sind, so ergibt sich (in Erweiterung des Satzes 2) 
der Satz: 

Satz 3. Durch Vereinigung der Elemente abzählbar unendlichvieler 
Mengen, von denen jede abzählbar ist, entsteht wiederum eine abzählbare 
Menge. 

Der aufmerksame Leser wird nun vielleicht schon an dieser Stelle 
etwas gelangweilt oder mindestens enttäuscht sich fragen: Ist denn, 
bei allen interessanten Kunstgriffen im einzelnen, dies alles nicht letzten 
Endes trivial? Liegt denn die Sache nicht so, daß, wie beim gewöhn- 
lichen rohen Begriff des Unendlichgroßen, ebenso auch bei den un- 
endlichen Mengen sich alle Größenunterschiede verwischen, daß also 
bei Aufwendung genügenden Scharfsinns alle unendlichen Mengen auf- 
einander abgebildet werden können und somit der Satz gilt: Alle un- 
endlichen Mengen sind untereinander äquivalent ? Träfe dieser Satz 
zu, so wären der Begriff der Äquivalenz und die bisherigen Betrach- 
tungen über unendliche Mengen ohne wesentliche Bedeutung; es würde 
sich mit den unendlichen Mengen ähnlich verhalten wie mit dem 
naiven Begriff des Unendlichen, dem man Eigenschaften beizulegen 
pflegt wie die folgenden: ‚‚Unendlich plus Unendlich = Unendlich‘, 
„Unendlich plus jeder endlichen Größe = Unendlich‘ usw., der aber 
eine scharfe Umgrenzung nicht zuläßt. Die Zurückweisung dieser be- 
rechtigten Frage werde dem Beginn des nächsten Paragraphen vor- 
behalten. Vorher soll hier noch ein letztes Beispiel einer abzählbaren 
Menge gegeben werden, das die eben gestellte Frage als noch näher- 
liegend, aber dafür auch den im nächsten Paragraphen dargestellten 
ersten großen Triumph der Mengenlehre als um so bedeutungsvoller 
und dramatischer erscheinen läßt. 


4. Die Menge der algebraischen Zahlen. Dem jetzt zu besprechen- 
den Beispiel einer abzählbaren Menge sei eine Bemerkung vorange- 
schickt. Wie auf S. 11f. definiert, verstehen wir unter einer (reellen) 
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algebraischen Zahl jede reelle! Wurzel einer algebraischen Gleichung 
(1) a,” +0,24... +a%ta,=0, 

wo der Grad n eine gegebene natürliche Zahl und a,, a„_], . - -, 4, Ag 
beliebig gegebene ganze Zahlen bedeuten. (Von diesen kann übrigens die 
erste a, als von Null verschieden angenommen werden; sonst könnte man 
nämlich das Glied a,x" fortlassen, so daß es sich um eine Gleichung 
von niedrigerem als dem „ten Grad handeln würde.) Jede reelle Zahl 
also, durch deren Eintreten an Stelle der unbekannten Größe x die linke 


Seite der obigen Gleichung gleich Null wird, ist eine algebraische Zahl: 
Hiernach ist zunächst jede ganze Zahl und allgemeiner jede rationale 


Zahl algebraisch; denn die Zahl Fr ist ja ersichtlich eine Wurzel der 


Gleichung 9x —p =0. Die rationalen Zahlen stellen aber offenbar 
nur einen kleinen Teil der Gesamtheit aller algebraischen Zahlen dar, 
da sie, wie wir eben sahen, schon mit den Wurzeln der Gleichungen 
ersten Grades (n = 1) zusammenfallen; in der Tat sind die reellen Wur- 
zeln einer Gleichung von höherem als dem ersten Grad (also für n = 2, 
3, 4,...) im allgemeinen keine rationalen Zahlen, sondern ‚‚irrational‘“ 


(so z.B. 2, 5 usw.). Es möge hier noch ohne Beweis an den schon 
auf S. 11 erwähnten bekannten Satz aus den Elementen der Algebra? 
erinnert werden, wonach eine algebraische Gleichung niemals mehr 
verschiedene Wurzeln hat, als ihr Grad angibt; die Gleichung (1) be- 
sitzt also höchstens n Wurzeln. 

Wir betrachten nun die Menge aller algebraischen Zahlen und wollen 
den Nachweis führen, daß auch diese Menge abzählbar ist. Zu diesem 
Zweck ordnen wir zunächst alle denkbaren algebraischen Gleichungen 
in bestimmter Reihenfolge an. Ist nämlich eine beliebige algebraische 
(Gleichung nten Grades wieder in der Form (1) gegeben: 


(1) a," + a,1%7! 4... +12 4a, —0$, 


! Wir haben in diesem Buch niemals Anlaß, uns mit imaginären oder kom- 
plexen Zahlen zu befassen, und werden daher von der hervorhebenden Bezeich- 
nung ‚„reell‘‘ in der Regel absehen. 

® Vgl. z. B. WEBER-EPSTEIN [1], S. 368. Für den geübteren Leser sei der Be- 
weis ganz kurz dargestellt: Bezeichnet man das Polynom auf der linken Seite 
von (1) mit f(x) und ist 7, eine reelle Wurzel von (1), so ergibt die Division von 


a ld = nl +. 
wo die Zahl s, gleich 0 sein muß, wie die Prüfung für x = r, ergibt; durch ent- 
sprechende Wiederholung findet man die Zerlegung: 

IM) =-b—n)@—n)...«—n)h@), 
wo kSnist und /,(x) ein Polynom ohne reelle Nullstellen (eventuell eine Kon- 
stante) bedeutet. Dann gibt es keine weitere, von 7,,...., 7, verschiedene Wurzel 
der vorgelegten Gleichung; denn für jeden weiteren Wert + = Ya .„ı St jeder Faktor 


auf der rechten Seite der ietzten Beziehung von 0 verschieden, also auch das 
ganze Produkt /(2). 
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wobei a„ von Null verschieden ist, und bezeichnen wir, wie üblich, 
mit !a| den sogenannten absoluten Betrag der reellen Zahl a, d.h. die 
positive Zahl, die gleich a oder gleich — a ist!, so wird die ganze Zahl 
(2) k=(n—1)+la,|+/..,1|+.::+|%|+ja,|+la,| 

die Höhe der Gleichung (l) genannt. Demnach gehört zu. jeder 
algebraischen Gleichung eine einzige natürliche Zahl % als ihre Höhe; 
z.B. hat die Gleichung 2x? — 3x +1=0 die Höhe 1+2+3+1 
—=7, die Gleichung x? —=0 (oder ausführlicher geschrieben: x° + 0x? 
+0-x+0=0) die Höhe2+1+0+0+0=3. Umgekehrt gibt es 
aber, wie leicht einzusehen ist, zu einer gegebenen natürlichen Zahl % 
zwar mehrere, aber stets nur endlichviele algebraische Gleichungen, 
die gerade die Höhe Ah besitzen. 


Denn zunächst kann der Grad n einer Gleichung von der Höhe 4 sicher selbst 
nicht größer sein als die Zahl A, wie aus der obigen Beziehung (2) hervorgeht; 
die Anzahl der n + 2 Zahlen n— 1, a,,...., 4), a, ist also nicht größer als h + 2. 
Ferner läßt sich die Zahl A nur auf endlichviele verschiedene Arten als Summe 
von höchstens 3 4 2 positiven ganzen Zahlen (die Null einbegriffen) darstellen, 
d.h. es gibt nur endlichviele Systeme von höchstens 3 ++ 2 nichtnegativen ganzen 


Zahlen: BE Ale ne, At 


die zueinander addiert gerade die Zahl A ausmachen und von denen überdies 
noch A, als von Null verschieden vorausgesetzt werden kann und soll. Schließ- 
lieh gibt es drittens zu jedem solchen System 

n —], Als Any 2773 Ay Ay 


wieder nur endlichviele Gleichungen vom Grade n, bei denen in der Schreib- 
Bea) die Zahlen a, 7A, a, = EA, m. -,„h=- E34, 9=- 49 
(d.h. also die nach Belieben mit positivem oder negativem Vorzeichen ver- 
sehenen Zahlen A, ..., A,) nacheinander auftreten. 

Dieser etwas abstrakte Nachweis der Tatsache, daß zu einer bestimmten 
natürlichen Zahl A stets nur endlichviele algebraische Gleichungen mit der Höhe h 
gehören, wird sogleich verständlicher bei seiner Durchführung an einem kon- 
kreten Beispiel, etwa dem Falle k =3. Hier kommen zunächst nur Gleichungen 
ersten, zweiten und dritten Grades in Betracht; denn schon für n = 4 ist die 
Beziehung (2), die dann die Form 3=3-+|a,|+...+|a,| + |«a,| annimmt, 
nicht mehr erfüllbar, wenn a,, wie vorausgesetzt,'von Null verschieden sein soll. 
Es ergibt sich also im Falle h =3 für (2) die folgende Form: 


3=(r—1)+ja,|+...+/%,1+:%)|, 
wobei für n nur die Werte 3, 2 oder 1, für n— 1 also nur die Werte 2, 1 oder O 
in Betracht kommen und wobei überdies |a,| von Null verschieden ist. Diese 


Beziehung aber läßt sich, wie man durch Probieren leicht einsieht, nur auf 
folgende sieben Arten erfüllen: 


3223127040710 
=1+240+0=1+1+1+0=1+1+0 +1 
zaBter2 + ıl=0+1+2. 


Jeder einzelnen dieser sieben Beziehungen entsprechen nun genau so viele Glei- 
chungen der Form (1), wie die Anzahl aller möglichen Verteilungen von Plus- 


1 Es ist also z.B. |5| =5, |—4| = 4; ferner sei |0| =. 
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und Minuszeichen in der betreffenden Beziehung beträgt (wobei nur von dem 
niemals negativen ersten Summanden n — 1 abzusehen ist); z. B. läßt sich die 
erste der sieben Beziehungen bei Hinzufügung von Vorzeichen auf folgende zwei 
Arten schreiben: 

=2+|114+[j0]+10)+1]0|=2+1—- 21 + [0] #10] #10, 
die dritte dagegen auf folgende vier Arten: 

3=1+[|1[/+[1]+/0|=1+]1]+]-1|+]0] 
=1Fj- N +1 PO er 

Den hier angeschriebenen zwei bzw. vier Beziehungen entsprechen dann die fol- 
genden zwei bzw. vier algebraischen Gleichungen von der Höhe 3: 


20: — 0 
bzw. 
x*+x=(0, 2 —ı=(, —ı?+r=0, — 1?—ı=(. 


Man überzeugt sich leicht, daß man aus den vorher angeschriebenen sieben Be- 
ziehungen im ganzen 22 solche Gleichungen erhält, und das sind sämtliche Glei- 
chungen von der Höhe 3. 

Wir ‚haben so erkannt, daß es zu jeder Höhe h stets nur endlich- 
viele Gleichungen gibt, die diese Höhe besitzen, und können darauf 
gestützt die Gesamtheit aller algebraischen Gleichungen abzählen. In 
der gewünschten Abzählung sollen zuerst die Gleichungen von der 
Höhe auftreten, dann die Gleichungen von der Höhe 2, darauf die von 
der Höhe 3 usw. Unter den endlichvielen Gleichungen, welche jeweils 
die nämliche Höhe besitzen, kann eine beliebige Reihenfolge vor- 
geschrieben werden; z. B. könnte man diese Gleichungen zunächst nach 
ihrem Grad ordnen, diejenigen gleichen Grades n aber nach der Größe 
der in ihnen vorkommenden Zahlen a,, a,_,, ... in dieser Reihen- 
folge. Auf diese Weise erhält man eine vollständige Anordnung aller 
algebraischen Gleichungen als erste, zweite, dritte und so endlos weiter. 
Ist eine beliebige Gleichung gegeben, so kann zwar im allgemeinen nur 
recht umständlich, aber doch mit Sicherheit, nämlich durch ein end- 
liches Verfahren bestimmt werden, die wievielte Gleichung in unserer 
Anordnung vorliegt; man kann z. B. die Höhe der gegebenen Gleichung 
bestimmen, dann auf dem oben skizzierten Weg die Liste sämtlicher 
(endlichvielen) Gleichungen bis zu denen der fraglichen Höhe ein- 
schließlich aufstellen und endlich abzählen, wie viele Gleichungen in 
dieser Liste vor der gegebenen Gleichung auftreten. 

Hiermit ist aber der gesuchte Beweis der Tatsache, daß die Menge 
aller algebraischen Zahlen abzählbar ist, nahezu vollendet. Wir denken 
uns nämlich die Wurzeln aller Gleichungen unserer Abzählung an- 
geschrieben, und zwar zuerst die Wurzeln der ersten Gleichung, dann 
die der zweiten, darauf die der dritten usw. Eine bestimmte Gleichung 
besitzt stets nur endlichviele Wurzeln (vgl. S. 36); diese können wir 
jeweils ihrer Größe nach ordnen. Bei der sich so ergebenden Folge 
algebraischer Zahlen kann und wird es vorkommen, daß die nämliche 
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Zahl zu wiederholten Malen auftritt; z. B. kommt die Zahl 2 als Wurzel 
der Gleichung <— 2 =0, also unter den Wurzeln der Gleichungen 
von der Höhe 3 vor, aber auch als Wurzel der Gleichung x? — 4 =0, 
d.h. unter den Wurzeln der Gleichungen von der Höhe 6. Um eine 
Wiederholung der nämlichen Zahl zu verhindern, soll daher festgesetzt 
werden, daß jede Zahl nur einmal, nämlich bei ihrem ersten Auftreten, 
in unserer Anordnung stehenbleiben, bei jeder Wiederholung aber ge- 
strichen werden soll. Wir erhalten so eine Folge algebraischer Zahlen, 
in der es eine erste, eine zweite, eine dritte und so endlos weiter 
gibt und in der keine Zahl zweimal vorkommt. Wie oben bei der Ab- 
zählung der Menge der rationalen Zahlen (S. 31ff.) wird freilich auch 
hier die natürliche ‚„Rangordnung‘“ der algebraischen Zahlen, nämlich 
die Ordnung der Größe nach (oder, auf die Zahlengerade bezogen, 
von links nach rechts), durch das geschilderte Abzählungsverfahren 
gründlich zerstört. Z.B. kommen dabei die Zahlen — 3 (Wurzel der 
Gleichung 8x +1=0) und Y7 =2,645... (Wurzel der Gleichung 
x= — 7 =0) nahe beieinander unter den Wurzeln der Gleichungen von 
der Höhe 9 vor, während die von —% nur sehr wenig verschiedene 
Zahl — a0 sehr weit davon entfernt auftritt, nämlich als Wurzel von 
8000 x + 1001 =0 bei den Gleichungen der Höhe 9001! 

In der so erhaltenen Folge algebraischer Zahlen kommt schließ- 
lich auch jede algebraische Zahl wirklich an bestimmter Stelle vor. 
Denn ist eine beliebige algebraische Zahl, d.h. eine bestimmte reelle 
Wurzel einer gewissen algebraischen Gleichung gegeben, so kann man 
zunächst die Höhe dieser Gleichung bestimmen und so feststellen, den 
wievielten Platz in unserer Anordnung aller Gleichungen jene Gleichung 
besitzt; darauf kann man sich die Folge der algebraischen Zahlen bis 
zu den Wurzeln der fraglichen Gleichung einschließlich angeschrieben 
denken und schließlich abzählen, die wievielte Zahl in dieser Folge 
die gegebene Zahl ist. Es ist also wirklich die Menge aller algebra- 
ischen Zahlen, die wir auf diese Weise abzählen, d. h. auf die 
Menge der natürlichen Zahlen abbilden. Wir haben somit (und zwar 
nach der ursprünglichen Methode CAnToRs) den Satz bewiesen: 

Die Menge aller (reellen) algebraischen Zahlen ist abzählbar, 
der die früheste veröffentlichte mengentheoretische Entdeckung CANTORS 
darstellt ([5], $ 1). 

Eine anschaulichere Vorstellung von dem Sinne dieses Satzes er- 
halten wir, wenn wir uns an die geometrische Deutung des Satzes von 

1 Vielleicht ist es nicht überflüssig zu bemerken, daß der Beweis — ebenso 
wie der für die Abzählbarkeit der Menge der rationalen Zahlen — auf vielen ähn- 
lichen und gleichwertigen Wegen erbracht werden kann. Bei der Einführung der 
Höhe einer algebraischen Gleichung kommt es nicht etwa auf den Wert gerade 
dieser Zahl an, sondern nur auf ein Prinzip, das die Abzählung der zunächst (z. B. 
in der Algebra) in ganz anderer Klassifizierung sich darbietenden Gleichungen 
gestattet. 
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der Abzählbarkeit der Menge aller rationalen Zahlen (S. 34) erinnern. 
Wir sprachen damals von der überall dichten Erfüllung der‘ Zahlen- 
geraden mit rationalen Punkten. Es gibt aber (vgl. S. 12 und 36) auch 
Punkte auf der Zahlengeraden, die sich nicht durch rationale, sondern 


durch sogenannte irrationale Zahlen wie y2, v5. rn = 3,14159... usw. 


bezeichnen lassen. Nun sind z.B. y2 und \5 algebraische Zahlen, 
nämlich Wurzeln der Gleichungen 2 — 2 =0 und # —5=0. Ebenso 


wie die Punkte y2 und v5 der Zahlengeraden gibt es unendlichviele 
weitere Punkte, die zwar nicht durch rationale Zahlen, wohl aber durch 
algebraische Zahlen bezeichnet werden; diese neuen Punkte bilden so- 
gar gewissermaßen „die Regel‘, da sie den Wurzeln der Gleichungen 
vom "zweiten und von jedem höheren Grad entsprechen, während die 
rationalen Punkte lediglich durch die linearen Gleichungen geliefert 
werden. Der bewiesene Satz besagt aber, daß die Menge aller der- 
jenigen Punkte der Zahlengeraden, die durch algebraische Zahlen bezeichnet 
werden, auch noch abzählbar ist. Diese Punktmenge muß offenbar, wenn 
es mehr anschaulich als scharf ausgedrückt werden darf, die Gerade 
noch unvergleichlich viel dichter erfüllen, als dies von der Menge der 
rationalen Punkte gilt; und noch weit näher als bei der letzteren Menge 
liegt nunmehr der Gedanke, daß die jetzt betrachtete Punktmenge 
unsere Zahlengerade lückenlos erfülle, d.h. daß sie identisch sei mit 
der Gesamtheit aller Punkte auf der Geraden. Dies würde dann besagen, 
daß die Menge aller auf einer geraden Linie gelegenen Punkte abzählbar 
wäre, wie dies CAnTOR in der Tat bei seiner ersten Beschäftigung mit 
diesem Gegenstand vermutet und zu beweisen versucht hat (CANTOR- 
STÄCKEL [1)). 

Dem Nachweis, daß dies nicht der Fall ist, daß sich vielmehr schon 
die Menge aller Punkte einer beliebig kleinen endlichen Strecke nicht 
mehr abzählen läßt, soll der erste Teil des nächsten Paragraphen ge- 
widmet sein. 


5. Anwendungen auf beliebige unendliche Mengen. Zum Schlusse 
dieses Paragraphen sollen noch einige allgemeine Sätze bewiesen 
werden, die einen grundsätzlich anderen Charakter tragen als die 
vorangehenden Überlegungen. Bisher haben wir hier, sowohl bei den 
behandelten speziellen Mengen wie bei den allgemeinen Sätzen 1 bis 3, 
ausschließlich abzählbare Mengen in Betracht gezogen; nunmehr soll 
von beliebigen unendlichen Mengen die Rede sein, für die wir mittels 
der bisher entwickelten Methoden gleichfalls schon gewisse Tatsachen 
nachweisen können, die sich gar nicht von selbst verstehen. Das Sprung- 
brett, das uns den Übergang von den abzählbaren zu beliebigen Mengen 
ermöglicht, wird dargestellt durch den folgenden grundlegenden und 
später noch öfters benutzten Satz, welcher eine allgemeine Beziehung 
zwischen den Mengen der einen und der anderen Art darstellt: 
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Satz 4. Jede unendliche Menge M besitzt abzählbare Teilmengen. 

Den Beweis kann man, wenn ‚unendliche Menge‘ im naiven Sinn 
(= nicht-endlich) verstanden wird, einfach so führen (vgl. S. 26): 
Wir greifen aus M zunächst ein beliebiges Element m, heraus, aus 
der dann noch übrigen Menge ein beliebiges weiteres Element m,, 
weiter aus der um diese zwei Elemente verkleinerten Menge irgendein 
drittes Element m, usw. Dieses Verfahren denken wir uns endlos fort- 
gesetzt; das ist deshalb möglich, weil M voraussetzungsgemäß nicht 
endlich ist, weil wir also auf diese Weise niemals die Menge M er- 
schöpfen können. Vereinigen wir dann. sämtliche durch jenes un- 
begrenzte Verfahren herausgegriffen gedachten Elemente, die lauter 
natürliche Zahlen als Indizes erhalten, zu einer Menge M, = {m,, m,, 
Mg,...}, so ist die abzählbare Menge M, eine (möglicherweise mit M 
zusammenfallende) Teilmenge von M, da jedes Element von M, schon 
in M vorkommt; in der Tat gehört also zu jeder unendlichen Menge 
eine abzählbare Teilmenge (und daher natürlich mehrere solche). 

Der Beweis läßt sich übrigens auch so wenden, daß er der Auf- 
fassung der „unendlichen Menge‘ im DEDEKINDschen Sinn (vgl. S. 24) 
gerecht wird. Für den Fall, daß der vorstehende Beweis beim Leser 
ein mehr oder weniger ausgeprägtes Unbehagen erregt haben sollte, 
sei schon hier bemerkt, daß wir gegen Ende des Buches (S. 298) auf 
das angewandte Verfahren in grundsätzlicher Hinsicht nochmals 
zurückkommen. : 

Beispiel: Bedeutet M die Menge der natürlichen Zahlen, so wird 
M, die Menge aller Primzahlen oder aller geraden Zahlen oder aller 
natürlichen Zahlen (d.h. M selbst) sein, jenachdem man beim Prozeß des 
sukzessiven Herausgreifens immer eine möglichst kleine Primzahl, eine 
möglichst kleine gerade Zahl oder schlechthin eine möglichst kleine 
natürliche Zahl wählt. 

Wir benutzen Satz 4, um für eine beliebige (nicht mehr notwendig 
abzählbare) unendliche Menge M eine Eigenschaft nachzuweisen, die 
der durch Satz 1 ausgedrückten Eigenschaft der abzählbaren Mengen 
weitgehend analog ist. Es sei nämlich M, eine beliebige endliche oder 
abzählbare Teilmenge von M von solcher Art, daß nah Entfernung 
sämtlicher Elemente der Menge M, aus der ursprünglichen Menge M 
immer noch eine unendliche Menge N — wiederum eine Teilmenge 
von M! — übrigbleibt; wir schreiben dann in einleuchtender Weise 
(vgl. auch S. 72): M=M,-+N. Unser Ziel ist zu zeigen, daß die ver- 
kleinerte Menge N immer noch der ursprünglichen M äquivalent ist. 

Zu diesem Zwecke verstehen wir gemäß Satz 4 unter N’ eine ab- 
zählbare Teilmenge der unendlichen Menge N, während N” die Menge 
der nicht zu N’ gehörigen Elemente von N bezeichne; N’ kann — und 
zwar offenbar nur für den Fall einer abzählbaren Menge N — gleich 
der Nullmenge sein, braucht es jedoch auch in diesem Fall (gemäß 


42 Grundlagen. Begriff der Kardinalzahl. 


Satz 2) nicht zu sein. In jedem Falle läßt sich im gleichen Sinn wie 
oben schreiben: N= N’ + N”. Hiernach gehört jedes beliebige Ele- 
ment von M einer einzigen der drei Mengen M,, N’, N” an. Die Ab- 
bildung zwischen M und N soll nun darin bestehen, daß zunächst 
jedes zu N’ gehörige Element sich selbst zugeordnet wird; wir be- 
gnügen uns mit dieser trivialen Zuordnung, weil wir über die Menge 
N’ nahezu nichts wissen. Dann ist nur noch erforderlich, die zu M, 
und zu N’ gehörigen Elemente von M den zu N’ gehörigen Elementen 
von N umkehrbar eindeutig zuzuordnen. Das ist aber sicher möglich; 
denn N’ ist eine abzählbare, M, eine endliche oder abzählbare Menge, 
so daß nach Satz 2 gilt: N + M,—N'. Wir erhalten also: 


Satz 5. Läßt man aus einer beliebigen unendlichen Menge M endlich- 
viele oder abzählbar unendlichviele Elemente fort, so ist die entstehende 
Restmenge N, falls sie überhaupt noch unendlich ist, der ursprünglichen 
Menge M äquivalent. 

In ganz ähnlicher Weise — oder noch einfacher durch Umkehrung 
des Satzes 5 — zeigt man die Richtigkeit der folgenden Behauptung, 
die den Satz 2 auf den Fali einer beliebigen (nicht gerade abzählbaren) 
unendlichen Menge ausdehnt: 


Satz 6. Fügt man den Elementen einer beliebigen unendlichen Menge 
noch weitere endlichviele oder abzählbar unendlichviele Elemente hinzu, 
so entsteht eine der ursprünglichen Menge äquivalente Menge. 


Aufgaben. 1. Ist die Menge aller endlichen (d. h. abbrechenden) 
Dezimalbrüche bzw. die Menge aller zwischen O0 und 1 gelegenen alge- 
braischen Zahlen abzählbar ? 

2. Wie läßt sich die zweite Abzählungsart der rationalen Zahlen 
(S. 33) anschaulich mittels des Gitterpunktnetzes von Abb. 3 deuten? 

3. Man zeige, daß die Menge all der Punkte einer Ebene, deren 
Koordinaten inbezug auf ein Cartesisches Koordinatensystem in dieser 
Ebene beide rational sind, abzählbar ist! 

4. Man beweise den folgenden Satz (vgl. Satz 3): Durch Vereinigung 
der Elemente ‘abzählbar unendlichvieler (untereinander und von O ver- 
schiedener) Mengen, von denen jede endlich oder abzählbar ist, entsteht 
wiederum eine abzählbare Menge. 

5. Unter der Annahme, daß es unendlichviele transzendente Zahlen 
(S.12) gibt, zeige man, daß die Menge aller transzendenten Zahlen 
äquivalent ist der Menge aller reellen Zahlen! 

6. Warum ist die in Satz 5 hinsichtlich der Menge N gestellte Be- 
dingung (N unendlich) von selbst erfüllt und somit überflüssig, sobald 
die unendliche Ausgangsmenge M nicht abzählbar ist? 

7. Man führe den Beweis des Satzes 6 direkt, also ohne Verwen- 
dung des Satzes 5! 
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8. (Für den mit dem Begriff der „‚Häufungsstelle‘“ vertrauten Leser.) 
Man beweise: Eine unendliche Zahlenmenge (Punktmenge), die höch- 
stens endlichviele Häufungsstellen (Häufungspunkte) besitzt, ist stets 
abzählbar. 


$5. Das Kontinuum. Begriff der Kardinalzahl oder Mächtig- 
keit. Die elementaren Mächtigkeiten a, c,f. 


1. Die Problemstellung. Wir betrachten die Gesamtheit aller posi- 
tiven reellen Zahlen, die kleiner als 1 sind, einschließlich der Zahl 1 
selber und wollen die aus all diesen Zahlen bestehende Menge im Laufe 
der nächsten Betrachtungen dieses Paragraphen stets mit C bezeichnen. 
Um von dieser Menge von vornherein eine einigermaßen anschauliche 
Vorstellung zu gewinnen, bedienen wir uns wieder der Zahlengeraden ; 
da es sich üm positive Zahlen handelt, haben wir die rechts vom 
Nullpunkt liegende Hälfte der Geraden zu betrachten und wir erken- 
nen, daß der Menge C die Menge aller zwischen. dem Nullpunkt 0 und 
dem Einspunkt 1 (letzteren Endpunkt eingeschlossen) gelegenen Punkte 
der Zahlengeraden entspricht (vgl. S. 10f.). Diese Punktmenge ist der 
'Zahlenmenge C äquivalent; es sind also namentlich beide Mengen ent- 
weder gleichzeitig abzählbar oder gleichzeitig nicht abzählbar. 

Wir woflen vorerst überlegen, in welcher Form wir die Elemente 
der Menge C, d.h. die reellen Zahlen zwischen Null und Eins, ein- 
heitlich und einfach darstellen können. Hierzu eignet sich z. B. die 
dem Leser schon von der Schule her wohlbekannte, allerdings auf der 
Schule meist nur für die Praxis behandelte Darstellung einer beliebigen 
reellen Zahl als Dezimalbruch. Man unterscheidet bekanntlich erstens 
endliche (oder abbrechende) Dezimalbrüche, d.h. solche, bei denen von 
einer gewissen Stelle an lauter Nullen auftreten, die also unter Fort- 
lassung dieser Nullen vollständig hingeschrieben werden können (wie 
0,3 oder 0,001), und zweitens unendliche Dezimalbrüche, für die dies nicht 
der Fall ist und bei denen daher unendlichviele Ziffern in periodi- 
scher oder nicht periodischer Folge auftreten (wie 0,333... oder 
y2 =1,4142...). Daß zwei endliche bezw. zwei unendliche Dezimal- 
brüche, wenn sie nicht identisch sind, niemals dienämliche Zahl darstellen, 
mag aus der Schularithmetik als Selbstverständlichkeit vorausgesetzt 
werden (und ist übrigens bei scharfer Begründung der Lehre von den 
Dezimalbrüchen auch wirklich fast selbstverständlich). Etwas anders 
liegen die Verhältnisse beim Vergleich endlicher und unendlicher 
Dezimalbrüche. Betrachtet man nämlich z. B. den endlichen Dezimal- 
bruch 1 (d.h. 1,000...) und den unendlichen Dezimalbruch 0,999... ., 
so besteht zwischen beiden Zahlen nicht die geringste Differenz, sie _ 
sind vielmehr genau gleich. Diese Tatsache, auf deren Beweis hier 
nicht eingegangen werden soll, wird dem Leser ohnehin sofort ein- 
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leuchten, wenn er sich zunächst erinnert oder durch Rechnen sich da- 
von überzeugt, daß der Bruch 3 die Dezimalbruchentwicklung 0,333 . .. 
besitzt ; multipliziert man die beiden Seiten der Beziehung 3 = 0,333... 
mit 3, so ergibt sich: 


1=3=099.... 


Beziehungen dieser Art bestehen, wie zwischen 1 und 0,999..., so 
allgemein zwischen jedem endlichen und je einem gewissen unendlichen 
Dezimalbruch!; während sich im allgemeinen jede reelle Zahl nur auf 
eine einzige Weise als Dezimalbruch darstellen läßt, gibt es für jede 
Zahl, die sich als endlicher Dezimalbruch schreiben läßt, noch eine 
zweite Darstellung als unendlicher Dezimalbruch mit der Periode 9. 
Will man daher alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1, aber jede bloß 
ein einziges Mal, in Dezimalbruchform erhalten, so braucht man nur 
unter den mit 0, ... beginnenden Dezimalbrüchen alle endlichen aus- - 
zuschließen?. Es gilt also der Satz: 

Die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1, letztere Zahl ein- 
geschlossen, entspricht der Menge aller unendlichen Dezimalbrüche zwischen 
0 und 1 einschließlich der Grenzen. _ 

Wir können und wollen daher auch die letztere Menge mit C be- 
zeichnen. Die Festsetzung, daß die Zahl 1, nicht aber die Zahl 0 Ele- 
ment der Menge sein soll, ist erfüllt, da der Dezimalbruch 0,999... ., 
der gleich 1 ist, der Menge angehört, nicht aber der endliche Dezimal- 
bruch 0 (=0,000...). Man beachte noch, daß alle Dezimalbrüche 
unserer Menge die folgende Form haben: 


0, ayazasa,..., 


WO 4y, Ay, Ag, Ay, . .. lauter Ziffern (d.h. Zahlen der Folge 0,1, 2,..., 
8, 9) bedeuten; gerade in Rücksicht auf diese einheitliche Darstellungs- 


1 Ist nämlich m eine natürliche Zahl und bedeuten a7, Ag 2. Am, » A, Jauter 
Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2,..., 8, 9, wobei speziell a, als von Null verschieden 
angenommen werde, so ist der endliche Dezimalbruch 0, a, az... An, an 
gleich dem folgenden unendlichen Dezimalbruch: 


0, a1 @ ... a,-, au—1999...; 


z.B. ist 0,123 = 0,122999..... 

Die oben im Text angeführte Regel, wonach jeder endliche Dezimalbruch 
einem gewissen unendlichen Dezimalbruch gleich ist, erleidet einzig und allein 
für die Zahl 0 eine Ausnahme; die Null ist nicht als unendlicher Dezimalbruch 
darstellbar. - 

® Für die strenge Begründung des Wesens der Dezimalbrüche und ihrer in 
diesem Absatz angeführten Eigenschaften vgl. z. B. die Darstellung bei WEBER- 
ErstEin [1] (S.106ff.) oder bei Loewy [1] (S.84ff.); man findet in diesen 
Werken (ebenso z. B. im ersten Kapitel von Knorr [1]) auch eine scharfe Ent- 
wicklung des in dem vorliegenden Buch nicht erörterten Begriffs der reellen 
Zahl, den wir im oben angeführten Sinn einfach mit dem naiven Begriff des 
unendlichen Dezimalbruchs identifizieren. 
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möglichkeit (nicht etwa aus inneren Gründen) rechnen wir 1 mit zu C, 
nicht aber 0. 

Wir wollen nun den Nachweis führen, daß die Menge C all dieser 
unendlichen Dezimalbrüche nicht abzählbar ist. Sie wird sich im Ver- 
gleich zur Menge aller natürlichen Zahlen (oder selbst aller algebrai- 
schen Zahlen) als so unvergleichlich viel umfassender erweisen, daß 
eine Abzählung der Elemente der Menge C, also deren Abbildung auf die 
Menge der natürlichen Zahlen, unmöglich wird: wie immer man nämlich 
versuchen mag eine solche Abbildung herzustellen, immer bleiben Dezi- 
malbrüche von C übrig, denen keine natürliche Zahl gegenübersteht. Um 
diesen ebenso grundlegenden wie einfachen und geistvollen, wiederum 
von CANTOR herrührenden! Beweis zu führen, brauchen wir nur die 
Richtigkeit der folgenden Behauptung zu. zeigen: 

Hilfssatz. Ist irgendeine abzählbare Teilmenge C, von C gegeben, 
die zunächst nicht als eigentliche Teilmenge vorausgesetzt wird, so lassen 
sich Dezimalbrüche der Menge C angeben, die nicht in C,vorkommen. Oder 
auch: Zu jeder abzählbaren Menge C, von unendlichen Dezimalbrüchen 
zwischen 0 und 1 gibt es weitere, nicht zu C, gehörige Dezimalbrüche der 
gleichen Art. 

Sobald dies nachgewiesen ist, folgt durch ‚indirekten Schluß“ un- 
mittelbar, daß die Menge C aller unendlichen Dezimalbrüche zwischen 0 
und 1 selbst nicht abzählbar ist, also auf keine Weise auf die Menge aller 
natürlichen Zahlen abgebildet werden kann; denn neben den Elementen 
der Menge aller unendlichen Dezimalbrüche zwischen 0 und 1 kann es 
doch sicherlich nicht weitere Dezimalbrüche derselben Art geben. Daß es 
überhaupt abzählbare Mengen von Dezimalbrüchen aus C gibt, zeigt z.B. 
die Menge aller rationalen Zahlen (oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
aller unendlichen Deriodischen Dezimalbrüche) zwischen 0 und 1, die 
jedenfalls unendlich und nach S. 31 abzählbar ist. Ob man nun von 
dieser oder von irgendeiner anderen, noch so umfassenden, aber immer 
noch abzählbaren Menge von Elementen aus C ausgehen mag, immer 
gibt es nach dem aufgestellten Hilfssatz noch weitere solche Elemente; 
niemals kann also eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen allen 
natürlichen Zahlen und allen Dezimalbrüchen von C gefunden werden, 
weil die natürlichen Zahlen hierzu eben einfach nitht ausreichen. 

Einem hier naheliegenden Mißverständnis werde durch folgende Bemerkung 
vorgebeugt: Ob man nun gemäß dem Hilfssatz einen oder mehrere oder selbst 


abzählbar unendlichviele Dezimalbrüche von C angeben kann, die in C, nicht 
vorkommen — immer wird auch die Menge, die durch Aufnahme dieser weiteren 


1 Vgl. Cantor [11]; in dieser Form ist der Beweis wohl am übersichtlichsten 
und auch am bequemsten zur Verallgemeinerung geeignet (vgl. S. 62 £. und 68£.). 
Von anderen Beweisen dieses Satzes, die übrigens im Kern sich des nämlichen 
Grundgedankens (aber ohne Zuhilfenahme der Dezimalbrüche) bedienen, seien 
der historisch erste Beweis (CAnTor [5], aus dem Jahre 1873 stammend, ver- 
einfacht in [7I]) und der Beweis von PoIncAr& [4] genannt. 
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Dezimalbrüche in die Menge C, entsteht, noch abzählbar sein (nach Satz 2 auf 
S. 30). Die Beweiskraft des Hilfssatzes liegt also nicht etwa in der Vergrößerung 
der Menge C, durch die nach dem Hilfssatz angebbaren neuen Dezimalbrüche. 
Vielmehr fließt die volle Bedeutung des Hilfssatzes lediglich aus der Voraussetzung, 
wonach C, eine beliebige, wie immer gewählte abzählbare Menge von Elementen 
aus C sein kann. Eine solche Menge C, vermag also niemals C zu erschöpfen; 
auch nach Auffindung von abzählbar unendlichvielen neuen Dezimalbrüchen 
und nach deren Einfügung in die Ausgangsmenge C, kann demnach das Ziel der 
Erschöpfung von C ebensowenig wie vorher gelungen sein. In den $$ 13 und 15 
werden wir auf diegedanklichen Klippen dieses Verfahrens nochmals zurückkommen. 


2. Beweis der Nichtabzählbarkeit des Kontinuums. Um Jen Hilfs- 
satz nun wirklich zu beweisen, denken wir uns eine ganz beliebige 
abzählbare Menge C, von unendlichen Dezimalbrüchen zwischen -0 
und 1 gegeben und irgendwie abgezählt. Den ersten Dezimalbruch 
der Abzählung bezeichnen wir etwa mit 0, a,4543..., WO A,, Ag, Ag 
usw. lauter Ziffern der Folge 0, 1, 2,..., 8, 9 bedeuten; der zweite 
Dezimalbruch sei 0, 5, d,d3..., wo auch die Ziffern d,, db, by... 
dem System 0, 1, ..., 9 entnommen sind; ebenso werde der dritte 
Dezimalbruch mit 0, c\czc3... bezeichnet usw. Wir denken uns die 
Folge all dieser unendlichvielen Dezimalbrüche in nachstehender Weise 
angeschrieben :! 


12.,.05 0, 9, das ay a,..9 
N 
2..0,,01202.02 Da.0e u. 
N 
3 Det lyly I 
N 
(BD) 4. 0,dı dad,dı de... 
; N 
5. 0, & 83 &5 & £;.. 


Sowohl die Menge C, dieser Dezimalbrüche wie auch ihre hier an- 
gedeutete, nachstehend mit ® bezeichnete abgezählte Anordnung waren 
ganz beliebig gedacht, sind aber von nun an festzuhalten. Jedes der 
Zeichen a,, az, ...; bj, da, ...; ... bedeutet also jetzt eine bestimmte 
Ziffer zwischen 0 und 9, diese Grenzen eingeschlossen. 

Es soll weiter eine unendliche Folge von Ziffern ö,, 6,, 6, ... (d.h. 
allgemein ö,, ww =1, 2, 3,....) durch folgende Festsetzung definiert 
werden: Jede der Ziffern ö, soll im allgemeinen =1 sein; nur dann, 
wenn für einen Wert von % die kte Ziffer des kten Dezimalbruchs in 
der Abzählung © ihrerseits =1 ist, soll für dieses A ausnahmsweise 


! Die hier auftretenden Pfeile werden alsbald ihre Erklärung finden, sind 
aber vorläufig als bedeutungslos anzusehen. 
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6, = 2 sein. Diese Regel wirkt sich also folgendermaßen aus: In dem 
umstehenden Schema der Abzählung ® denken wir uns von der 
Ziffer a, aus, die im wesentlichen die linke obere Ecke des Schemas 
bildet, die „Diagonale‘“ des nach rechts und unten unendlichen ‚‚Quad- 
rats‘‘ in der Richtung nach rechts unten gezogen; diese (durch die Pfeile 
angedeutete) Diagonale trifft von a, aus nacheinander die Ziffern b,, 
C3, d, usw., mit anderen Worten sie geht durch die erste Ziffer des 
ersten Dezimalbruchs von ®, durch die zweite Ziffer des zweiten, die 
dritte Ziffer des dritten usw., allgemein durch die kte Ziffer des kten 
Dezimalbruchs, wobei & alle natürlichen Zahlen durchläuft. Diese 
in der Diagonalen stehenden Ziffern sind maßgebend für die Wahl 
der Werte ö,, ö,, ...; während nämlich im allgemeinen für jedes k 
stets ö, =1 zu setzen ist, erleidet diese Regel eine Ausnahme ledig- 
lich für diejenigen Zahlen k, bei denen an der betreffenden Diagonal- 
stelle von ®, nämlich am Platz der kten Ziffer des kten Dezimal- 
bruchs, schon die Ziffer 1 steht; für diese Werte k \und nur für 
sie ist k = 2 zu setzen. Damit ist ö, für jeden Wert von % eindeutig 
definiert, und zwar so, daß ö, stets verschieden ist von der kten Ziffer 
des kten Dezimalbruchs von ©. 

Wir können schließlich aus den unendlichvielen Ziffern ö, den 
folgenden ganz bestimmten unendlichen Dezimalbruch bilden: 


0, EIKE FEN 


den wir zur Abkürzung mit D bezeichnen wollen; wir zeigen, daß 
dieser Dezimalbruch D in der gegebenen Folge ® von Dezimal- 
brüchen nirgends vorkommt. M. a. W. wir beweisen: nimmt % der 
Reihe nach den Wert jeder natürlichen Zahl an, so ist der Dezimal- 
bruch D stets verschieden von dem kten Dezimalbruch der Abzäh- 
lung ®. Das folgt aus der Definition von D unmittelbar. D ist 
nämlich zunächst nicht der erste Dezimalbruch jener Folge; denn 
D unterscheidet sich von diesem schon in der ersten Dezimalziffer 
ö,, die ja verschieden von der ersten Dezimalziffer a, jenes ersten 
Dezimalbruchs gewählt war. (Da jener erste Dezimalbruch von ® 
ebenso wie D unendliche Dezimalbrüche — nicht etwa einer von ihnen 
endlich — sind, die sich in einer Ziffer, nämlich der ersten nach dem 
Komma, unterscheiden, so stellen sie nach S. 43 wirklich verschiedene 
Zahlen dar). Ebensowenig kann D dem zweiten Dezimalbruch jener 
Folge gleich sein, von dem D jedenfalls in der zweiten Dezimalziffer 
ö, abweicht, usw. Ist allgemein k eine ganz beliebige natürliche Zahl, 
so ist D vom kten Dezimalbruch der Folge © verschieden, weil nach der 
Definition von D zum mindesten die kte Dezimalstelle ö, des Dezimal- 
bruchs D von der kten Dezimalstelle jenes kten Dezimalbruchs abweicht. 

D kommt also wirklich in der Abzählung ® aller Dezimalbrüche 
der gegebenen Menge C, nicht vor. Der Dezimalbruch D, der mit 
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0, ... beginnt, stellt aber selber eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 
dar. Es gibt also in der Tat außer den Dezimalbrüchen der abzähl- 
baren Menge C, noch weitere unendliche Dezimalbrüche zwischen 0 
und 1, wie es der Hilfssatz behauptet. Demnach gilt wirklich gemäß _ 
den oben (S. 45) dem Hilfssatz angefügten Bemerkungen: 

Satz 1. Die unendliche Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 
1 ist nicht abzählbar. 


3. Bemerkungen zum vorstehenden Beweis. Bevor wir die Be- 
deutung dieses Satzes würdigen, seien einige Bemerkungen zu dem 
geführten Beweise angefügt. 

Offenbar ist es nicht nur eine reelle Zahl D, sondern es sind unend- 
lichviele gleichartige, die durch unser Verfahren als der Abzählung ® 
nicht angehörig nachgewiesen werden. ‘Das Verfahren läßt sich näm- 
lich stichwortartig so schildern: die Ziffern ö, sind in der Regel =1, 
im Sonderfall = 2 zu wählen. Es leuchtet ein, daß die beiden Ziffern 1 und 
2 in keiner Weise eine Ausnahmerolle gegenüber den übrigen Ziffern 
spielen, vielmehr nur gewählt werden, um eine bestimmte Festlegung der 
Zahl D zu ermöglichen. Ebensogut können wir ein beliebiges anderes 
Ziffernpaar wählen, in dem wiederum beliebig die eine Ziffer ‚als Regel‘“, 
die andere ‚als Sonderfall‘ vorgeschrieben wird, und wir können diese 
verschiedenen Regeln auch miteinander kombinieren (z.B. für die 
ersten hundert Ziffern von D eine Regel wählen, für die nächsten hundert 
eine andere usw.). Man erhält so statt der einen Zahl D eine ganze Reihe 
von reellen Zahlen zwischen O0 und 1, die in der Folge ® nicht vorkommen, 
und zwar sogar unendlichviele solche Zahlen; das ist leicht einzusehen, 
aber unwesentlich für die Schlüssigkeit unseres Beweises, für den vielmehr 
schon die Existenz der einen Zahl D vollauf genügt (nach S. 45£.). Ledig- 
lich die eine Vorsicht muß man bei der Ersetzung des Ziffernpaares 
1, 2 durch ein anderes Paar walten lassen, daß man die Ziffer 0 dabei 
ausschließt oder wenigstens ihr nicht allzu weitgehende Rechte zu- 
erkennt; denn wenn in dem Dezimalbruch D von einer gewissen Stelle 
an lauter Nullen aufträten, so hätten wir einen endlichen Dezimal- 
bruch vor uns, der nach S. 44 möglicherweise einem der unendlichen 
Dezimalbrüche von ®, trotz Abweichung in der Ziffernfolge, gleich 
sein könnte. 

Weiter noch eine allgemeine Bemerkung: Bei der Bildung des 
Dezimalbruches D oder eines gleichwertigen mußte gerade auf die- 
jenigen Ziffern des durch die Abzählung ® dargestellten ‚Quadrats‘ 
geachtet werden, die in der von links oben (a,) nach rechts unten 
ziehenden (unbegrenzten) Diagonalen gelegen sind, also auf die Ziffern 
a,, b,, c; usw. Die in dem Dezimalbruch D vorkommenden Ziffern 
Ö], Ög, ö, usw. waren nämlich wesentlich dadurch gekennzeichnet, daß 
sie von jenen in der Diagonalen auftretenden Ziffern bezüglich ver- 
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schieden sein sollten. Man bezeichnet daher dieses Beweisverfahren 
oder ein ihm im Gedankengang analoges als Diagonalverfahren. 
Die Beweismethode des Diagonalverfahrens kommt in der Mengen- 
lehre öfters, und zwar (wie hier) an besonders bedeutsamer Stelle 
vor. Der Leser lasse es sich daher nicht verdrießen, den geführten 
Nachweis für die Nichtabzählbarkeit der Menge C so lange durchzu- 
denken, bis er ihm völlig geläufig ist und als fast selbstverständlich 
erscheint. Er wird sich dadurch belohnt sehen, daß das so an einer 
elementaren Anwendung gewonnene Verständnis des Diagonalverfah- 
rens ihm bei manchen weiteren Beweisen (so z. B. bei dem des letzten 
Satzes dieses Paragraphen) die Auffassung komplizierterer Gedanken- 
gänge wesentlich erleichtert. Gleichzeitig aber wird er auch deutlich 
erkennen, wie einfach im Grunde der Beweis unseres — wie wir gleich 
sehen werden — überaus weittragenden Satzes ist. Gerade diese be- 
sondere Einfachheit und Durchsichtigkeit der meisten CANTOR zu 
verdankenden grundlegenden Beweise der Mengenlehre macht einen 
eigenartigen Reiz dieser Wissenschaft aus und ist wohl auch nicht ohne 
Einfluß auf ihr Durchdringen geblieben; diese Einfachheit fällt nicht 
nur gegenüber den weitgehenden Konsequenzen derartiger Beweise 
ins Auge (vgl. die nächsten Nummern), sondern sie wirkt besonders 
wohltuend bei einem Vergleich mit den meist weit verwickelteren und 
tiefliegendes mathematisches Rüstzeug erfordernden . grundlegenden 
Beweisen in anderen mathematischen Disziplinen, namentlich in der 
(der Mengenlehre in mancher Hinsicht nahestehenden) Zahlentheorie. 


Vergleichen wir den vorstehenden Beweis der Nichtäquivalenz zwischen C 
und den abzählbaren Mengen mit den im vorigen Paragraphen geführten (und 
auch gewissen nachfolgenden) Beweisen für die Äquivalenz verschiedener Mengen, 
so finden wir, daß gedanklich immerhin der vorstehende Beweis merklich schwie- 
riger ist; daran ändert auch nichts seine verhältnismäßige Kürze und Einfachheit, 
gemessen an den’ überaus weittragenden und tiefliegenden Folgerungen, die wir 
alsbald aus Satz 1 ziehen werden. Nun liegt ja im Vorstehenden ein sogenannter 
Unmöglichkeitsbeweis vor, der Beweis nämlich, daß es unmöglich ist, zwischen C und 
einer abzählbaren Menge eine Abbildung herzustellen; mit anderen Worten, daß 
alle (unendlichvielen) denkbaren Versuche zur Konstruktion einer derartigen 
Abbildung notwendig zu Mißerfolgen führen. Es ist begreiflich, daß ein solcher nega- 
tiver Beweis besondere Schwierigkeiten mit sich bringt, wie dies auch für andere 
bekannte Unmöglichkeitsbeweise der Mathematik gilt (z. B. für die Unmöglich- 
keit der Quadratur des Zirkels, d.h. der Verwandlung eines Kreisinhalts in ein 
inhaltsgleiches Quadrat mittels Lineal und Zirkel, oder — in Verschärfung dieser 
Unmöglichkeit — für die Transzendenz der Zahl x oder für die Unmöglichkeit, 
allgemeine Gleichungen von höherem als dem vierten Grad mittels der vier 
Spezies und des Wurzelziehens aufzulösen, usw.). Man wird indes gerade an 
der vorliegenden Stelle die gedankliche Schwierigkeit des vorstehenden Beweises 
gegenüber den früheren Äquivalenzbeweisen deshalb verwunderlich finden, weil ja 
bei der Vergleichung zweier endlicher Mengen die Feststellung, daß sie hinsichtlich 
der Anzahl ihrer Elemente verschieden (also nieht äquivalent) sind, nicht mehr 
Schwierigkeiten bereitet als die entgegengesetzte Feststellung, daß sie gleichviel 
Elemente enthalten, d.h. äquivalent sind. In der Tat braucht man nur einen ein- 


Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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zigen beliebigen Versuch zur gegenseitig eindeutigen Zuordnung der jeweils endlich- 
vielen Elemente beider Mengen zu unternehmen und wird dadurch die Äquivalenz 
oder die Nichtäquivalenz erwiesen haben, je nachdem die Zuordnung restlos durch- 
führbar ist oder in einer Menge partnerlose Elemente übrigbleiben. 

Hier besteht also eine tiefgehende Verschiedenheit, die kurz geklärt werden 
soll. Der normale Fall liegt in Wirklichkeit bei den unendlichen Mengen, der 
Ausnahmefall bei den endlichen vor. Die Tiefe des vorstehenden Beweises und 
gleichzeitig seine weittragenden Konsequenzen sind in der Tat in seinem Cha- 
rakter als Unmöglichkeitsbeweis begründet. Daß man aber bei endlichen Mengen 
zum Nachweis der Nichtäquivalenz nicht alle denkbaren Zuordnungen heranzu- 
ziehen braucht, sondern mit einer einzigen und zwar ganz beliebigen auskommt, 
das hat man einer besonders einfachen und glücklichen Eigenschaft der endlichen 
Mengen zu verdanken, die sich nicht etwa von selbst versteht, sondern in der 
Arithmetik sorgfältig bewiesen werden muß: der (auf S. 123 nochmals zu erörternden) 
Eigenschaft, daß einer jeden endlichen Anzahl stets auch nur eine einzige — ebenso 
bezeichnete — Ordnungszahl entspricht, mit anderen Worten, daß ein wie immer 
beschaffenes sukzessives Herausgreifen der einzelnen Elemente aus einer Menge 
von n Elementen steis zum nämlichen Ordnungsschema führt, nämlich zum Schema 
„erstens, zweitens, ..., n-tens‘‘. Es ist aus diesem Grund gleichgültig, in welcher 
Reihenfolge man bei dem Zuordnungsversuch die einzelnen Elemente der zu ver- 
gleichenden Mengen heranzieht, ob man z. B. bei der Menge der natürlichen Zahlen 
von 1 bis 1000 die Zahlen der Größe nach herausgreift oder etwa erst die geraden 
und dann die ungeraden Zahlen nimmt; daher ist der erste beste Versuch schon 
für alle Möglichkeiten maßgebend. Dagegen gehören bei unendlichen Mengen zu 
einer und derselben Menge sehr verschiedene Ordnungsschemata; gerade hiermit 
hängt es aufs engste zusammen, daß wir z. B. die ganzen (positiven und negativen) 
Zahlen oder die rationalen Zahlen zwar nicht in ihrer gewöhnlichen Reihenfolge 
„abzählen‘“ konnten, wohl aber bei einer zweckentsprechend gewählten Um- 
ordnung (S.29ff.). Daß indes bei der MengeC auch eine noch so geschickt gewählte 
Anordnung keinesfalls zum Ziel führen kann, das hat gerade der vorstehende 
Beweis gezeigt. i 


4. Geometrische Deutung und Verallgemeinerung des Ergebnisses. 
Nun vor allem zur anschaulich-geometrischen Bedeutung des Satzes! 
Er besagt (vgl. S.43) zunächst, daß die Menge aller auf der Zanlen- 
geraden zwischen den Punkten 10 und gelegenen Punkte nicht ab- 
zählbarist. Dabei ist esnach den Sätzen 5 und 6 des vorigen Paragraphen 
gleichgültig, ob man einen der Endpunkte O0 und 1 oder auch beide 
zu dieser Menge rechnet oder nicht; denn in all diesen Fällen erhält 
man Mengen, die untereinander äquivalent, also sämtlich nicht ab- 
zählbar sind. 

Die Größe der Einheitsstrecke der Zahlengeraden (d. h. der Strecke 
von 0 bis 1) war, im Längenmaß genommen, willkürlich (vgl. S. 10); 
unser Ergebnis muß daher für eine beliebig lange Strecke gültig bleiben. 
Aber auch ohne diese Überlegung erkennt man auf anschau- 
lichem Weg leicht die Allgemeinheit des bewiesenen Resultats. Sind 
nämlich zwei verschieden große Strecken AB und CD gegeben und 
betrachtet man die beiden Mengen, die aus allen auf der ersten bzw. 
auf der zweiten Strecke gelegenen Punkten bestehen, so sind trotz 
der verschiedenen Länge beider Strecken die zwei Mengen äquivalent. 
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Man zeichne zum Beweis die beiden Strecken AB und CD (etwa par- 
allel) untereinander (vgl. Abb. 4) und verbinde je zwei Endpunkte verschie- 
dener Strecken durch gerade Linien, die sich in einem Punkte Pschneiden. 
Zieht man dann von P aus weitere Strahlen ganz beliebig, so wird jeder 
solche Strahl entweder beide gegebene Strecken oder keine von beiden 
schneiden. Im ersteren Fall, der für uns hier allein in Betracht kommt, 
wollen wir die beiden Schnittpunkte einander entsprechen lassen, also 
den Schnittpunkt des Strahls mit der einen Strecke seinem Schnitt- 
punkt mit der anderen Strecke zuordnen und umgekehrt. Denkt man 
sich alle möglichen solchen Strahlen durch P gezogen, so erhält man 
offenbar eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen allen Punkten 
der einen Strecke und allen Punkten der 

anderen; um z. B. unter den Verhältnissen R 
der Abb. 4 zu einem gegebenen Punkt von 

AB den zugeordneten von CD zu finden, 


verbinde man den gegebenen Punkt ge- A B 
radlinig mit P und verlängere die Ver- 

bindungslinie; deren Schnittpunkt mit CD C D 
ist dann der gesuchte Punkt. Hierbei wer- 

den die Endpunkte der Strecken AB und ah 


CD bezüglich einander zugeordnet. Die beiden betrachteten Punkt- 
mengen sind also äquivalent. 


Dieser Beweis gibt wieder eine — im ersten Augenblick überraschende oder 
sogar unheimliche — Illustration zu der schon früher (S. 23£.) hervorgehobenen 
Tatsache, wonach der Satz ‚Das Ganze ist größer als ein Teil‘ bei den unend- 
lichen Mengen nicht mehr wie sonst gilt. Denn trägt man die kürzere Strecke AB 
(etwa durch Ziehen der Parallelen zu B Ddurch A) auf derlängerenC D ab, so erhält 
man bloß eine Teilstrecke von CD; und doch ist nach dem Bewiesenen die Menge 
der Punkte dieser Teilstrecke äquivalent der Menge der Punkte der ganzen Strecke 
CD. Oder etwas anders ausgedrückt: statt dieZuordnung durch Strahlen von Paus 
durchzuführen, könnte man sie z. B. durch Parallelen zu BD herzustellen ver- 
suchen; dann bleiben offenbar auf der linken Seite von CD ) (und zwar auf einer 
Strecke von der Länge: CD minus A B) lauter Punkte von CD übrig, denen kein 
Punkt von AB zugeordnet ist. Allein das Mißglücken eines bestimmten Versuchs 
zur Abbildung zweier Mengen besagt, wie früher (S. 49f.) bemerkt, noch nichts 
über die Äquivalenz der Mengen. lm vorliegenden Beispiel ist es eben nicht das 
zunächst naheliegende, sondern ein anderes Verfahren der Zuordnung (nämlich 
das durch Abb. 4 angedeutete), das zum Ziel führt und damit die Äquivalenz der 
beiden so verschieden groß erscheinenden Mengen beweist. 


Ist also eine beliebige gerade Strecke gegeben, so ist die Menge 
der auf ihr gelegenen Punkte äquivalent der Menge aller Punkte auf 
der Einheitsstrecke der Zahlengeraden. Sind z. B. a und b irgend zwei 
reelle Zahlen und daher auch irgend zwei Punkte der Zahlengeraden, 

' so ist demnach die Menge aller Punkte zwischen a und 5 äquivalent 
der Menge aller Punkte zwischen 0 und 1; durch Übergang von den 
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Punkten zu den sie bezeichnenden Zahlen schließt man hieraus, daß 
die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 äquivalent ist der Menge 
aller reellen Zahlen zwischen irgend zwei beliebig gegebenen reellen Zahlen. 
Im besonderen gilt also: 

Satz 2. Die Menge aller Punkte, die au] einer beliebigen (wenn auch 
noch so kurzen) geraden Strecke gelegen sind, ist nichl abzählbar, viel- 
mehr äquivalent der in Satz 1 betrachteten Menge. Dasselbe gilt von der 
Menge aller reellen Zahlen zwischen irgend zwei gegebenen, wenn auch 
noch so wenig voneinander abweichenden reellen Zahlen. 

Wie merkwürdig dieses Resultat ist, erkennt man, wenn man es 
mit dem Ergebnis von S.39 vergleicht. Dort erwies sich die Menge 
aller durch algebraische Zahlen bezeichneten Punkte der beiderseits 
unbegrenzten Zahlengeraden als abzählbar. Jedes Stück der Zahlen- 
geraden zeigte sich aber schon unendlich dicht erfüllt mit Punkten, 
die durch rationale Zahlen bezeichnet sind, um so mehr also mit 
Punkten, denen algebraische Zahlen entsprechen. Demgegenüber sehen 
wir jetzt, daß die Menge aller Punkte einer noch so winzigen Strecke 
nicht mehr abzählbar ist. Daraus geht hervor, wie ‚unendlich mal 
viel dichter‘ eine gerade Linie mit Punkten überhaupt erfüllt ist als 
mit Punkten, die durch algebraische Zahlen bezeichnet werden, obgleich 
auch schon die Punkte der letzteren Art überall auf der Geraden un- 
endlich dicht gesät sind. 

Dem Ergebnis, daß schon die Menge aller auf einer beliebig kleinen 
Strecke gelegenen Punkte nicht abzählbar ist, steht andererseits die 
folgende, gleichfalls überraschende Tatsache gegenüber: 

Satz 3. Die Menge aller Punkte einer beiderseits unbegrenzten 
geraden Linie ist äquivalent der Menge aller Punkte einer begrenzten, 
beliebig kleinen Strecke. Daher ist auch die Menge aller reellen Zahlen 
überhaupt äquivalent der Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 
(oder zwischen irgend zwei anderen reellen Zahlen). 


Die Richtigkeit dieses Satzes läßt sich wiederum auf geometrischem 
Weg besonders leicht und anschaulich einsehen. Wir denken uns (vgl. 
Abb. 5) einmal eine unbegrenzte Gerade P’R‘ gezeichnet, dann eine 
begrenzte Strecke AB, deren Mittelpunkt mit C bezeichnet werden 
möge; endlich werde die nämliche (beispielsweise als dünner Draht zu 
denkende) Strecke AB in ihrem Mittelpunkt C geknickt, so daß hier 
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etwa ein rechter Winkel entsteht, und die geknickte Strecke so an die 
unbegrenzte Gerade angelegt, daß der Punkt C mit einem beliebigen 
Punkt der Geraden zusammenfällt, während die beiden Hälften CA 
und CB nach links oben bzw. rechts oben mit der nämlichen Neigung 
gegen die Gerade emporstreben. Schließlich soll die Mitte der (in 
der Abbildung nicht gezeichneten) Verbindungslinie A B mit S bezeichnet 
werden; S kommt dann gerade über C zu liegen. 

Eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Punkten der 
geknickten Strecke ACB (mit Ausnahme ihrer beiden Endpunkte A 
und B) und allen Punkten der unendlichen Geraden erhält man nun 
einfach auf folgende Weise: ist Q ein Punkt der Strecke, so ziehe man 
die Verbindungslinie SQ, deren Verlängerung die Gerade in einem 
Punkte 0’ schneidet; ist P’ ein Punkt der Geraden, so ziehe man die 
Verbindungslinie SP’, die die Strecke in einem Punkte P schneidet; 
dann werde festgesetzt, daß die Punkte Q und 0’, ebenso die Punkte P 
und P’ einander entsprechen sollen und daß der auf der Geraden und 
der Strecke gleichzeitig gelegene Punkt C sich selbst entspreche. Hier- 
durch wird jedem Punkt der Strecke mit Ausnahme ihrer Endpunkte 
ein einziger Punkt der Geraden, jedem Punkt der Geraden ein einziger 
Punkt der Strecke umkehrbar eindeutig zugeordnet. Die Menge aller 
Punkte der unbegrenzten Geraden ist also wirklich äquivalent der 
Menge aller zwischen A und B gelegenen Punkte, wie wir nachweisen. 
wollten. 


Für den mit den Vorstellungen der analytischen Geometrie und dem Funk- 
tionsbegriff vertrauten Leser werde darauf hingewiesen, daß der soeben durch Be- 
rufung auf Abb. 5 bewiesene Satz noch unmittelbarer einleuchtet, wenn man von 
einer zwischen zwei beliebigen Grenzen x = a und x =b eindeutigen und monotonen 
(d.h. beständig wachsenden oder beständig abnehmenden) Funktion y=f(x) aus- 
geht, die zwischen den angegebenen Grenzenallereellen 
Zahlenwerte annimmt. Eine solche Funktion ist be- 
7 7 
Se 

gesetzt wird (vgl. Abb. 6); ein anderes Beispiel ist 
y=cotgx zwischen x =0(0 und x =n. Ordnet man 
für jeden Punkt der Kurve, die eine solche Funktion 
darstellt, die Abszisse x und die Ordinate y einander 
zu, so gehört wegen der Eindeutigkeit der Funktion 
zu jedem Wert x zwischen a und b eine einzige reelle 
Zahl y, umgekehrt wegen der Monotonie zu jeder 
‘ reellen Zahl y ein einziger zwischen a und b ge- 
 legener Wert x. Die (demnach umkehrbar eindeutige 
Funktion y=f(%) definiert also (vgl. S. 18) eine 
‚ Abbildung zwischen der Menge aller reellen Zahlen ' 
und derjenigen aller Zahlen zwischen a und 5b; sie beweist demnach die 
ı Äquivalenz der beiden Mengen. 


5. Existenz der transzendenten Zahlen. Endlich noch eine überaus 
\ wichtige arithmetische Folgerung aus dem Satz von der Nichtabzähl- 


kanntlich z. B y=tangx, wenına=— 


Abb. 6. 
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barkeit der Menge C, eine Folgerung, die 1874 den ersten großen 
Triumph CAntors und der Mengenlehre bedeutet hat! Wie schon 
auf S.12 erwähnt, bezeichnet man eine (reelle) Zahl, die nicht Wurzel 
einer algebraischen Gleichung ist, als eine Zranszendente Zahl. Der 
Wissenschaft ist bis heute erst für verhältnismäßig spezielle Klassen 
von Zahlen der Nachweis gelungen, daß sie transzendent sind, und 
dieser Nachweis ist keineswegs leicht. Demgegenüber folgt aus dem 
so einfachen Satze von der Nichtabzählbarkeit unserer Menge C in 
Verbindung mit früheren Ergebnissen ohne weiteres, daß es unendlich- 
viele transzendente Zahlen gibt, ja noch mehr: daß es sozusagen eine 
„regelmäßige‘‘ Eigenschaft beliebiger reeller Zahlen ist, transzendent 
zu sein, während eine algebraische Zahl nur ‚ausnahmsweise‘ vor- 
liegt. 

Wie wir nämlich auf S.38f. sahen, ist die Menge aller algebra- 
ischen Zahlen abzählbar; um so mehr gilt dies von der Menge aller 
algebraischen Zahlen zwischen 0 und 1 (oder zwischen irgend zwei 
beliebigen Zahlen). Andererseits haben wir nunmehr erkannt, daß die 
Menge aller reellen Zahlen zwischen O0 und 1 (oder zwischen irgend zwei 
anderen Zahlen) nicht abzählbar ist. Nach der Definition der transzen- 
denten Zahlen ist endlich die Gesamtheit aller reellen Zahlen nichts 
anderes als die Gesamtheit aller algebraischen und aller transzendenten 
Zahlen. Daher ist die Menge der transzendenten Zahlen zwischen 0 
und 1, die aus C durch Fortlassung der abzählbar unendlichvielen 
algebraischen Zahlen hervorgeht, nach Satz 5 des vorigen Paragraphen 
(vgl. auch Aufgabe 5 auf S. 42) äquivalent zu C, also gleichfalls nicht 
abzählbar. Es gilt also in Rücksicht auf Satz 3: 

Satz 4. Die Menge aller transzendenten Zahlen zwischen irgend zwei 
gegebenen reellen Zahlen ist unendlich und nicht abzählbar, vielmehr der 
Menge C äquivalent. Das Nämliche gilt von der Menge aller transzendenten 
Zahlen überhaupt. 

Dieser inhaltsreiche und bestimmte Satz, der über die damals (1874) 
von den transzendenten Zahlen bekannten Tatsachen weit hinausgeht, 
betrifft eine Menge von Zahlen, von denen auch nur eine einzige wirk- 
lich zu bestimmen nicht eben leicht ist; erst 1851 war (durch Lıovu- 
VILLE) gezeigt worden, daß überhaupt transzendente Zahlen existieren. 
Demgegenüber stellt Satz 4 der unendlichen Menge der algebraischen 
Zahlen, die ‚‚nur‘‘ abzählbar unendlich ist, die nicht mehr abzählbare 
Menge der transzendenten Zahlen als äquivalent der Menge aller reellen 
Zahlen gegenüber. Diese Entdeckung (oder richtiger: Anwendung einer 
Entdeckung) hätte denn auch zum erstenmal die Bedeutung der damals 
im Beginn ihrer Entwicklung befindlichen Mengenlehre vernehmlich 
der mathematischen Mitwelt des forschenden CAnToR künden können, 
wenn es nicht der damaligen Zeit überhaupt an Aufnahmefähigkeit 
für diese ganze Gedarikenrichtung gemangelt hätte. 
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Das Diagonalverfahren, wie es oben verwendet wurde, läßt sich ° 
übrigens — wenigstens theoretisch — auch zur numerischen Bildung 
transzendenter Zahlen benutzen. Verstehen wir nämlich in dem Hiilfs- 
satz von S.45 unter C, die (nach S. 39 abzählbare) Menge aller alge- 
braischen Zahlen, von denen jede (außer der etwa fortzulassenden 
Null) als unendlicher Dezimalbruch dargestellt sei, und bedeu- 
tet ® irgendeine Abzählung dieser Menge, wie sie z.B. nach der 
Methode von S.46 angeschrieben gedacht werden kann, so ist jede 
nach dem Diagonalverfahren konstruierte Zahl D (S.47) eine reelle 
und nicht algebraische, also transzendente Zahl. Die praktische Durch- 
führung dieses theoretisch einfachen Verfahrens zur Konstruktion 
transzendenter Zahlen würde allerdings, sobald man über die ersten 
Dezimalen von D hinauszugehen wünschte, an dem Zeitaufwand 
scheitern, der erforderlich ist, um eine Abzählung aller algebraischen 
Zahlen auch nur einigermaßen weit wirklich herzustellen. Indes ist 
ja die Bestimmung von nur.endlichvielen Dezimalen der Zahl D offen- 
bar überhaupt bedeutungslos, da immer erst die (unendlichvielen) 
späteren Ziffern darüber entscheiden, ob die Zahl algebraisch oder 
transzendent ist. Von Wert kann also nur ein allgemeines Gesetz sein, 
das alle Dezimalen von D einheitlich bestimmt; ein solches Gesetz aber 
steckt gerade in dem angeführten Konstruktionsverfahren für D, so- 
bald die Abzählung ® festgewählt ist. 


6. Der Begriff der Kardinalzahl oder Mächtigkeit. Die Kardinal- 
zahlen 4 und €. Aus dem Satz von der Nichtabzählbarkeit der Menge 
der reellen Zahlen haben wir im Vorangehenden Folgerungen gezogen, 
die uns wichtige geometrische und arithmetische Erkenntnisse vermit- 
telten. Hieraus erhellt schon, daß es sich dabei um ein innerhalb der Ge- 
samtmathematik bedeutsames Ergebnis handelt, das — gleich besonders 
wichtigen Sätzen anderer mathematischer Teilgebiete — weit über die 
betreffende engere Disziplin (hier über die Mengenlehre) hinaus uns 
neue Tatsachen lehrt. Wir haben aber bisher, abgesehen von Andeu- 
tungen im vorigen Paragraphen, noch nicht von der Bedeutung unseres 
Satzes für die Mengenlehre selbst gesprochen. 


In dieser Beziehung kann man unser Ergebnis geradezu als die 
Grundlage der Mengenlehre betrachten, von der aus die Einführung 
unendlichgroßer Zahlen erst einen Sinn bekommt; diese Bedeutung 
hat der Satz historisch in der Tat gehabt. Der Sachverhalt wird am 
deutlichsten werden, wenn wir zunächst von den endlichen Mengen 
ausgehen. Wie wir uns im dritten Absatz des $3 (S. 16) klarmachten, 
' kann man von der Betrachtung zweier oder mehrerer untereinander 
 äquivalenter endlicher Mengen naturgemäß zum Begriff der endlichen 
Anzahl oder Kardinalzahl- gelangen; äquivalente endliche Mengen haben 
unter sich etwas gemeinsam, was wir die Anzahl ihrer Elemente nennen 
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(vgl. auch die Beispiele 1 und 2 des $2, S.4f.). Auf solche Weise ge- 
langt man, wie übrigens z. B. schon HUME bemerkt hat, zu den endlichen 
Kardinalzahlen 1, 2, 3 usw.; auch die Zahl 0 als Kardinalzahl der Null- 
menge läßt sich so auffassen!. Umgekehrt sind zwei endliche Mengen 
auch nur dann äquivalent, wenn sie im gewöhnlichen Sinn gleichviel 
Elemente enthalten (vgl. S.16 und die Fußnote dazu). 

Es liegt danach nahe, den Begriff der Anzahl vom Endlichen aufs 
Unendliche derart zu übertragen, daß man je zwei oder mehreren un- 
endlichen Mengen, die einander äquivalent sind, die nämliche ‚unendliche 
Kardinalzahl‘‘ beilegt und auf diese Weise die unendlichen Kardinal- 
zahlen einführt. Nun bietet es zwar keine besondere Schwierigkeit, 
gewisse unendliche Mengen als untereinander äquivalent zu erkennen, 
also etwa. die verschiedenen in $4 betrachteten abzählbaren Mengen 
oder die auf S.50ff. behandelten Punktmengen aufeinander abzu- 
bilden, wie wir dies taten. Solange aber die Möglichkeit oder sogar 
die Wahrscheinlichkeit offen bleibt, daß überhaupt alle unendlichen 
Mengen untereinander äquivalent sind, stellt die damit ermöglichte 
Einführung einer einzigen ‚unendlichgroßen Kardinalzahl‘“ keinen 
wissenschaftlichen Fortschritt dar; denn ein Rechnen mit dieser einen 
unendlichen Zahl wird nichts wesentlich Neues ergeben, sondern auf 
die naive Vorstellung eines ganz unbestimmten ‚Unendlich‘ und dessen 
durchaus triviale Eigenschaften hinauslaufen. Von einer wirklichen, 
sinnvollen Einführung des Unendlichgroßen in die Mathematik kann 
erst dann die Rede sein, wenn es gelingt, mehrere voneinander scharf 
getrennte unendlichgroße Zahlen zu unterscheiden und Regeln für 
ihre Vergleichung und fürs Rechnen mit ihnen aufzustellen. 


Eben dies ermöglicht aber der bewiesene Satz von der Nichtabzähl- 
barkeit der Menge C. Denn nach ihm gibt es mindestens zwei nicht- 
äquivalente unendliche Mengen, z. B. die Menge der natürlichen Zahlen 
und die Menge C; das Diagonalverfahren gestattet übrigens, wie wir 
/ später sehen werden, sogar den Nachweis der Existenz unendlichvieler 
unendlicher Mengen, unter denen keine einer andern äquivalent ist. 
Man kann daher die unendlichen Mengen in verschiedene Klassen der- 
art einteilen, daß die Mengen einer und derselben Klasse untereinander 
äquivalent sind, niemals aber eine Menge &iner Klasse äquivalent ist 
einer Menge einer andern Klasse. Weiter führt man dann, ganz wie 
bei den endlichen Mengen, für das Gemeinsame, was allen unterein- 
ander äquivalenten beliebigen (endlichen oder unendlichen) Mengen je- 
weils eigentümlich ist, eine Bezeichnung ein, und zwar spricht man 
auch hier von der Kardinalzahl oder auch von der Mächtigkeit 
unendlicher Mengen; wir werden diese beiden Ausdrücke gleichmäßig 


1 Vgl. die im besten Sinn des Wortes populäre Darstellung in HESSENBERGS 
Rede [11]. 
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verwenden. Die Kardinalzahl einer Menge M kann also aufgefaßt werden 
als der Inbegriff derjenigen Eigenschaften von M, die M mit jeder äqui- 
‘valenten Menge, aber mit keiner nicht äquivalenten Menge gemein 
hat. Zum Unterschied von den endlichen Kardinalzahlen soll die 
Kardinalzahl einer unendlichen Menge nötigenfalls als eine unend- 
liche oder transfinite Kardinalzahl bezeichnet werden. Die Aus- 
drucksweise „zwei unendliche Mengen besitzen die gleiche Kardinal- 
zahl oder Mächtigkeit‘“ soll also nichts anderes besagen als ‚‚die zwei Mengen 
sind äquivalent‘‘,; „die Mächtigkeiten zweier Mengen sind verschieden‘ 
ist nur eine andere Ausdrucksweise für ‚die beiden Mengen sind nicht 
äquivalent‘‘. Die zunächst unpräzise Frage nach der Vergleichbarkeit 
unendlicher Mengen oder nach den Begriffen „gleich“ und ‚ungleich‘ 
im Reich des Unendlichgroßen ist so auf den scharfen und unzwei- 
deutigen Begriff der Äquivalenz, d.h. der umkehrbar eindeutigen Zu- 
ordnung (oder der Funktion) zurückgeführt — eine der bedeutsamsten 
Leistungen in CANToRs Werk. 


So ist denn der Begriff der Mächtigkeit eine naturgemäße, aber 
weittragende Verallgemeinerung des Begriffs der (endlichen) Anzahl; die 
Mächtigkeit einer Menge gibt gewissermaßen an, ‚wie viele‘‘ Elemente 
die Menge enthält. Aber in scharfem Gegensatz zu der naiven Auf- 
fassung brauchen wir uns nunmehr nicht mit der tautologischen Aus- 
sage zu begnügen, eine gegebene unendliche Menge enthalte ‚unendlich- 
viele“ Elemente; sicherlich enthält z. B. die Menge aller natürlichen 
Zahlen ebenso wie die Menge aller reellen Zahlen unendlichviele Ele- 
mente, aber die Mächtigkeit der einen Menge ist verschieden von 
der Mächtigkeit der anderen. Andererseits liegen freilich bei den 
unendlichen Mengen nicht etwa wie bei den endlichen Mengen 
die Verhältnisse so einfach, daß die Mächtigkeit einer Menge schon 
dann verschieden sein müßte von der einer anderen, wenn z.B. die 
erstere Menge ‚‚mehr‘‘ Elemente enthält als die letztere; wie wir auf 
S.28 erkannten, besitzt z. B. die Menge aller natürlichen Zahlen die 
nämliche Mächtigkeit wie die Teilmenge aller geraden natürlichen Zahlen 
(beide enthalten ‚abzählbar unendlichviele Elemente‘). Dies liegt 
wesentlich daran, daß zwar nicht im Bereich der endlichen, wohl aber 
in dem der unendlichen Mengen eine Menge sehr wohl einer eigentlichen 
Teilmenge von sich selbst äquivalent sein kann — eine Eigentümlich- 
keit, die sich, wie wir gesehen haben (S. 24), geradezu zur Definition 
des Begriffes der unendlichen Menge und damit zur Scheidung zwischen 
Endlichem und Unendlichem benutzen läßt. 


7. Zur Kritik obiger Begriffsbildung. Gegen die vorstehend angegebene Art 
der Einführung der unendlichen Kardinalzahlen läßt sich allerdings der Einwand 
erheben, daß die Kennzeichnung ‚das Gemeinsame aller (oder je zweier) unter- 
einander äquivalenter unendlicher Mengen“ keine scharfe Begriffsbildung ist, wie 
man sie von einer mathematischen Definition mit Recht verlangen muß. Das 
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gleiche gilt von CanTors Definition ([12T], $. 481): „Mächtigkeit oder Kardinal- 
zahl von M nennen wir den Allgemeinbegriff, welcher mit Hilfe unseres aktiven 
Denkvermögens dadurch aus der Menge M hervorgeht, daß von der Beschaffen- 
heit ihrer verschiedenen Elemente m und von der Ordnung ihres Gegebenseins ab- 
strahiert wird‘; vgl. hierzu die Beispiele des $ 2. 


Eine tiefere Einsicht in das hier vorliegende Problem gewinnt man durch die 
Erkenntnis, daß eine durchaus entsprechende Sachlage zu vielen wichtigen Begriffs- 
bildungen innerhalb (und gelegentlich auch außerhalb) der Mathematik geführt 
hat. So gelangt man, indem man immer die gemeinsame „typische Eigenschaft‘ 
aller Individuen einer ganzen Klasse aufsucht, z. B. von jeder Klasse aller unter- 
einander Parallelen Strahlen zum Begriff der ihnen gemeinsamen Richtung (oder, 
was wesentlich dasselbe besagt, des ihnen gemeinsamen ‚unendlichfernen Punktes‘‘), 
von jeder Gesamtheit aller untereinander ähnlichen Figuren zum Begriff der ihnen 
gemeinsamen Gestalt, usw. Die typische Eigenschaft ordnet all die Objekte, denen 
sie zukommt, jeweils in eine Klasse ein, in die Klasse der Objekte von „eleichers 
Typus‘‘; in unserem Fall besteht die Relation ‚‚von gleichem Typus zu sein‘ in der 
Äquivalenz zwischen Mengen, und wie in diesem speziellen Fall (vgl. S. 20) muß 
jene Relation stets reflexiv, symmetrisch und transitiv sein, wenn eine Begriffs- 
bildung dieser Art möglich werden soll. Dann läßt sich nämlich immer einer 
beliebigen Klasse von Objekten desselben Typus ein Begriff zuordnen, der der 
Typus eines jeden Objekts der Klasse (hinsichtlich jener Relation) heißen soll; 
der Typus von Mengen hinsichtlich der Äquivalenz ist so die Kardinalzahl, 
ebenso wie die Richtung den Typus orientierter gerader Linien hinsichtlich des 
Parallelismus darstellt, Man drückt sich vielfach so aus: Der Richtungsbegriff 
entsteht aus dem Begriff der orientierten Geraden, indem man von der Lage der 
Geraden im Raum abstrahiert; ebenso der Kardinalzahlbegriff aus dem Begriff 
der Menge, indem man von der Natur (sowie einer etwaigen Anordnung) der Ele- 
mente absieht. Diese Methode der ‚Definition durch Abstraktion“ — die z.B. 
CANTOoR veranlaßt hat, die Kardinalzahl einer Menge M durch zweimaliges Über- 
streichen (als Andeutung der doppelten Abstraktion), also mit M, zu bezeichnen — 
ist ein besonders wichtiger Spezialfall jener in der Mathematik überaus häufigen 
Definitionsart, die WEyL ([7], Nr. 2) als aufbauende mathematische Definition, 
CARNAP [3] als Gebrauchsdefinition bezeichnet. 


Man kann übrigens den Typus geradezu definieren als die zugehörige Klasse 
selbst, d.h. als die Menge aller Objekte, die in der betreffenden Relation zueinander 
stehen; eine Richtung also als eine Menge (Klasse) aller möglichen zueinander 
parallelen Strahlen, die Kardinalzahl (so FREGE [1] und [21], ferner Russe []], 
S. 115; vgl. auch etwa Russe [5], Kap. 2, oder Nıcop [3]) als eine Menge aller 
zueinander äquivalenten Mengen (siehe auch $ 15, Nr.5). Die Zahl 5 z. B. ist 
hiernach nicht ein besonderes Gedankending, das unabhängig wäre von irgend 
einer individuellen Menge von fünf Elementen (z. B. von der Menge der Erdteile);; 
vielmehr ist die Zahl 5 der prägnante Ausdruck der Verwandtschaft dieser be- 
sonderen Menge mit allen ihr gleichzahligen, d. h. ihr äquivalenten, und somit 
treffend als der Inbegriff aller möglichen derartigen Mengen zu erklären. Ob mit 
einer solchen „Zurückführung‘“ freilich viel getan ist, wird wenigstens derjenige 
bezweifeln, der den Unterschied zwischen Menge und Gesamtheit (Ganzes) in 
den Vordergrund rückt (vgl. schon S. 13). 


Die Begriffsbildung durch Abstraktion, für die man besonders HESSENBERG 
[10], S. 71, und Weyr [7] (a. a. O.) vergleiche, geht in andeutender Formu- 
lierung schon auf LEıBnız zurück, während ihre Bedeutung für die Mathe- 
matik namentlich von PascH ([1], S. 40) und Frece ([1], $$ 63—68) hervor- 
gehoben worden ist. — Übrigens könnte man, ebenso wie z. B, das Meter 
durch das Normalmeter in Paris erklärt wird, auch zur Definition jeder Rich- 
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tung je eine anschaulich aufgewiesene Gerade, zur Definition jeder Anzahl 
je eine ganz bestimmte Menge heranziehen; man hätte also z. B. die Anzahl 
„zwei“ gleich der Menge {Sonne, Mond} oder gleich {l, 2} zu setzen, wobei zur 
Vermeidung eines Zirkels als Elemente der letzteren Menge nicht die Zahlen selbst, 
sondern ihre Zeichen aufzufassen wären. Ein- gewisser, immerhin grundsätzlich 
nicht wesentlicher Mangel dieser Methode, die sich in aller Strenge durchführen 
läßt (vgl. $ 17, S. 319), liegt in der verhältnismäßigen Willkür, mit der jedesmal 
ein Repräsentant zu wählen ist!. 

Zuweilen ist, namentlich von philosophischer Seite (vgl. z. B. DuzısLav [2], 
S.31f.), gegen Begriffsbildungen dieser Art der Einwand erhoben worden, es 
seien keine ‚vollständigen‘ Definitionen; in der Tat wird ja vielmehr erklärt, 
was die Begriffe Richtung, Kardinalzahl usw. leisten sollen, als was sie sind. Im 
allgemeinen erscheint dieser Einwurf dem Mathematiker nicht sehr gewichtig?; 
denn wer Anstoß nimmt an der Definition durch Abstraktion, wie siein anderer 
(‚„‚originärer“) Form übrigens auch sonst in der Logik angewandt wird (z.B. 
zur Definition einer Farbe), der kann sich für mathematische Zwecke ja an die- 
jenige Form dieser Definition halten, die den Typus als die zugehörige Klasse 
selbst definiert (siehe oben). In unserem besonderen Fall, wo es auf die Definition 
des Begriffs „Kardinalzahl‘‘ ankommt, führt allerdings dieser Weg, der gerade 
hierfür besondere Hervorhebung gefunden hat, auf gewisse Schwierigkeiten; 
die Menge aller zu einer bestimmten Menge äquivalenten Mengen gehört 
nämlich zu der Sorte von Mengenbildungen, die wir später ($ 13) als mit Wider- 
sprüchen behaftet verwerfen werden, und ein solcher Begriff kann wohl nur 
mittels der Typentheorie RusseLLs auf eine einwandfreie Form gebracht werden 
(vgl. $ 15). 

Trotz alledem besteht, sofern man nur den Begriff einer unendlichen Menge 
überhaupt (wie etwa der Menge aller natürlichen Zahlen) bejaht, zu einer miß- 
trauischen oder gar skeptischen Haltung gegenüber der Einführung des all- 
gemeinen Kardinalzahlbegriffs kein Anlaß, sicherlich nicht mehr als gegenüber 
dem gewöhnlichen endlichen Zahlbegriff. Denn die Mathematik will ja über Zahlen 
im allgemeinen und über die Kardinalzahlen unendlicher Mengen im besonderen 
nicht metaphysische Urteile abgeben, ihnen nicht uferlos Eigenschaften wesen- 
hafter Art zusprechen; alles vielmehr, was der Mathematiker über Zahlen aus- 
zusagen hat, läßt sich letzten Endes zurückführen auf die beiden Relationen: 
zwei Zahlen sind gleich, zwei Zahlen sind verschieden. Genau genommen bedarf 
man also gar keiner Definition der Kardinalzahl, sondern nur der Definition dieser 
beiden Relationen. Diese aber sind eindeutig und einwandfrei festgelegt: je nach- 


1 Etwas allgemeiner kann man so unter den „Kardinalzahlen‘‘ ein System & 
von Zeichen derart verstehen, daß jeder Menge M eindeutig ein bestimmtes Zeichen 
aus © (als „Kardinalzahl von M‘“‘) entspricht und daß verschiedenen Mengen 
dann und nur dann das nämliche Zeichen entspricht, wenn die Mengen äquivalent 
sind. Die in dieser Regel enthaltene Definition der Gleichheit zwischen Kardinal- 
zahlen erweist sich, wie auf S.65 und durch die Sätze 1 und 3 des $7 dargetan 
wird, auch als brauchbar im Hinblick auf die spätere Einführung von Relationen 
und Operationen zwischen Kardinalzahlen. 

2 In diesem Zusammenhang ist die Entwicklung hervorhebenswert, die sich 
im Laufe der Zeiten in der Logik hinsichtlich der Lehre von der Definition voll- 
zogen hat (RICKERT, CASSIRER u.a.) und die, nicht unähnlich den Tendenzen der 
Mathematik, die funktionalen oder relationalen Verknüpfungen der zu definierenden 
Begriffe in den Vordergrund gerückt hat auf Kosten der Tendenz, die Begriffe 
gewissermaßen der ‚Substanz‘ zu entnehmen (wie etwa bei der Definition nach 
ARISTOTELES durch genus proximum und differentia specifica). Man vergleiche 
etwa CASSIRER [2] sowie ScHLick [1], S. 23ff. und 32ff. 
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dem zwei Mengen äquivalent sind oder nicht, sagen wir, ihre Kardinalzahlen seien 
gleich oder verschieden (so schon bei CAnTor [6]). In der Tat könnte man 
(vgl. auch S. 313f.) die ganze Mengenlehre aufbauen und darstellen, ohne das 
Wort ‚„Kardinalzahl‘“ zu gebrauchen, indem man statt dessen immer von Äqui- 
valenzen spricht, die durch Definition 1 von $3 (S. 16f.)in völliger Strenge erklärt 
sind. Freilich würde dabei die Ausdrucksweise vielfach bis zur Unerträglichkeit 
schleppend werden, wie man den nächsten zwei Paragraphen leicht entnimmt, 
und gerade die Vermeidung solcher Umständlichkeit ist ein Hauptgrund zur 
Einführung des Kardinalzahlbegriffs (wie überhaupt zur Aufstellung der meisten 
Definitionen in der Mathematik). Von einer „Erschleichung‘‘ jenes Begriffs kann 
nach dem Angeführten nicht die Rede sein. 

Wenn man sich von dieser Zurückführbarkeit jeder Aussage über Kardinalzahlen 
auf eine solche über Mengen und deren Äquivalenz Rechenschaft gibt, wird man, 
auch ohne daß hier eine Zergliederung und Kritik im einzelnen erforderlich wäre, 
manche Mißverständnisse durchschauen, auf die gewisse kritische Beurteilungen 
der Mengenlehre von philosophischer Seite sich gründen (vgl. z. B. BERGMANN [2]; 
ZIEHEN [1] sowie [2], S. 414—416; DiıEck [2], S. 106ff.; BucHHoLz [1], besonders 
S. 25—38). Unberührt bleibt durch diese Feststellung freilich die Tatsache, daß 
der Standpunkt, der überhaupt jede unendliche Menge und demgemäß schon 
den Inbegriff aller natürlichen Zahlen als geschlossenes Garzes ablehnt, in sich 
folgerichtig und unangreifbar ist (wie das ja auch sogar für den philosophischen 
Solipsismus gilt). Der Mathematiker gelangt von solchem Standpunkt, indem 
er gleichwohl das Unendliche grundsätzlich und in entsprechenden Schranken 
bejaht, zu einem gewissen „intuitionistischen‘‘ Aufbau der Mathematik ($ 14); 
hingegen wird er die rein negativ gemeinte Ablehnung der unendlichen Mengen, 
die auf die Verneinung der Analysis hinausläuft, kaum ganz ernst nehmen und 
vielmehr als durch den ‚‚Erfolg‘‘ praktisch widerlegt betrachten, ähnlich wie dies 
der sogenannte gesunde Menschenverstand gegenüber dem Solipsisten tut mit 
der Berufung auf einen Laternenpfahl, mit dem auch der Solipsist etwa un- 
liebsame Bekanntschaft machen mag. j 

Schließlich sei bemerkt, daß man — was aber nicht eben einfach und für die 
Mengenlehre im allgemeinen nicht nötig ist — auch die Kardinalzahlen selbst 
ganz unmittelbar einführen kann: entweder als gewisse spezielle Mengen (vgl. 
v. NEUMANN [4], S. 731 und [6], Schluß von Kap. II), oder als die „Grund- 
begriffe‘“ einer besonderen Axiomatik: (vgl. FRAENKEL [4]). 


Wir wollen'im folgenden, wie vielfach üblich, unendliche Kardinal- 
zahlen regelmäßig mit kleinen deutschen Lettern bezeichnen (Mengen 
dagegen, wie schon bisher, meist mit lateinischen Lettern). Doch sei 
schon hier erwähnt, daß nach dem Vorgang von CANTOR die unendlichen 
Kardinalzahlen auch — und grundsätzlich sogar in erster Linie — durch 
hebräische Lettern bezeichnet werden, nämlich durch ein x (,Alef“, 
d. i. der erste Buchstabe des hebräischen Alphabets) mit kleinen, rechts 
unten angebrachten Nummern (Indizes): N, N, N, (gelesen: 
Alef-Null, Alef-Eins, Alef-Zwei) usw. Welche Bewandtnis es mit 
dieser Bezeichnung hat und weshalb wir sie vorerst nicht ver- 
wenden, darauf wird im $12 (S. 193 und 205) zurückzukommen sein. 
Im besonderen bezeichnen wir die Mächtigkeit jeder abzählbaren 
Menge stets mit a, während die Mächtigkeit der Menge aller reellen 
Zahlen (und jeder zu ihr äquivalenten Menge) mit c bezeichnet wird. 
Da nach den Sätzen 1--3 die (schlechthin als ‚Kontinuum‘ bezeich- 
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nete) Menge aller Punkte einer „kontinuierlichen“ Strecke oder 
einer ‚kontinuierlichen‘ unbegrenzten geraden Linie die Mächtigkeit c 
besitzt, nennt man c die Mächtigkeit des Kontinuums. 


8. Die Kardinalzahl | der Menge aller Funktionen. Wir haben 
bisher nur zwei verschiedene unendliche Kardinalzahlen, nämlich a 
und c, kennengelernt. Zum Abschluß dieses Paragraphen soll noch eine 
unendliche Menge betrachtet werden, deren Mächtigkeit sowohl von 
a wie von c verschieden ist. 

Unter einer (eindeutigen) Funktion y == (x) versteht man in der 
Mathematik ein Abhängigkeitsverhältnis folgender Art (vgl. schon S. 18): 
x sei eine Veränderliche (Variable), die alle Zahlenwerte eines ge- 
wissen Zahlenbereichs annehmen kann; wir wollen der Einfachheit halber 
im folgenden als Bereich denjenigen aller reellen Zahlen zwischen O und 1 
(beide Grenzen eingeschlossen) wählen, so daß also x alle Zahlenwerte 
zwischen O0 und 1 durchläuft. Zu jedem einzelnen solchen Wert von x 
soll ein jeweils ganz beliebiger, aber von nun an bestimmter (und im 
folgenden gleichfalls als reell angenommener) Zahlenwert y gegeben sein, 
etwa durch eine mathematische Formel, eine willkürliche (z. B. graphisch 
angedeutete) Vorschrift oder sonstwie; während die ‚unabhängige‘ 
Veränderliche x alle Werte des Bereiches durchläuft, wird daher auch 
die von x abhängige Veränderliche y innerhalb eines gewissen Bereiches 
reeller Zahlen veränderlich sein, doch brauchen dabei für verschiedene 
Werte von x nicht immer auch die zugehörigen Werte von y ihrer- 
seits verschieden zu sein. Um eine solche Abhängigkeit zwischen zwei 
veränderlichen Größen x und y zu kennzeichnen, nennt man y eine 
(reelle) Funktion von x. Das Abhängigkeits- oder Funktionsverhält- 
nis tritt auch schon in der Schreibweise deutlich hervor, wenn wir f(x) 
statt y schreiben; soll also z. B. für jede reelle Zahl x zwischen 0 
und 1 als zugehöriger y-Wert die reelle Zahl x? + 3 x gelten, so deutet 
man dies an durch die Schreibweise f(x) = x? +3 x; für den speziellen 
Wert x =4 ergibt sich demnach /(4) = 16 + 12 = 28. 

Bekannte Beispiele derartiger Funktionen sind z. B. der Gang des 
Luftdrucks (Barometerstandes) an einem Orte oder die (eigentlich 
durch fortwährende Messungen zu bestimmende) Fieberkurve eines 
Kranken; die unabhängige Veränderliche x ist in beiden Fällen die 
Zeit, als Funktion f(x) der Zeit wird im ersten Beispiel der Luftdruck, 
im zweiten die Körpertemperatur bestimmt. Im folgenden werden wir 
unter x und f(x) nicht benannte Größen wie Zeit, Temperatur usw., 
sondern reine Zahlen verstehen. 

Wir betrachten nun die Menge F aller überhaupt denkbaren Funk- 
tionen f(x) von x, wenn x alle Zahlenwerte zwischen 0 und 1 durchläuft. 
Jedes Element unserer Menge ist eine gewisse Funktion f(x). Zwei 
Funktionen sind natürlich verschieden, sobald die Vorschriften, durch 
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die den Werten x gewisse Werte f(x) zugeordnet werden, nicht rest- 
los übereinstimmen; gibt es also auch nur einen einzigen Zahlenwert x 
zwischen 0 und 1, zu dem das eine Mal ein anderer Funktionswert f(x) 
gehört als das andere Mal, so liegen schon zwei verschiedene Funk- 
tionen vor. Es ist leicht (vgl. S.66) Teilmengen von F anzugeben, 
die von der Mächtigkeit des Kontinuums sind; z. B. die Menge aller 
„konstanten“ Funktionen. Unser Ziel ist demgegenüber zu zeigen: 
die Menge aller Funktionen f(x) ist so umfassend, daß sie auch nicht 
die Mächtigkeit c besitzt. Zu diesem Zwecke läßt sich wieder, ähnlich 
wie auf S.46ff., die Methode des Diagonalverfahrens verwenden (vgl. 
CANToR [11]). 


Es sei nämlich eine die Mächtigkeit € besitzende, sonst aber ganz be- 
liebige Menge F, von Funktionen f(x) gegeben!, so daß eine Abbildung 
zwischen dieser Funktionenmenge F, und der Menge C aller reellen 
Zahlen zwischen 0 und 1 existiert; eine beliebige solche Abbildung 
werde gewählt und im folgenden festgehalten. Wir werden dann aus- 
drücklich eine Funktion p(x) (also ein Element der Menge F aller 
Funktionen /(x)) nachweisen, die in der Menge F, nicht vorkommt. 
Hiernach kann keinesfalls schon F, alle Funktionen f(x) umfassen. 
Gemäß der über F, gemachten Voraussetzung wird damit, ganz 
entsprechend wie auf S. 45, der gewünschte Nachweis dafür erbracht 
sein, daß die Mächtigkeit unserer Menge F jedenfalls von c (und 
übrigens, wie man leicht einsieht, um so mehr auch von a) ver- 
schieden ist. | 


Um wirklich eine in F, nicht vorkommende Funktion 9(x) zu bilden, emp- 
fiehlt es sich vor allem, die gewählte Abbildung zwischen der Zahlenmenge C 
und der Funktionenmenge F, recht anschaulich zu machen. Zu diesem Zwecke 
wollen wir die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 auch mit z bezeichnen und die- 
jenige Funktion f(x) unserer Menge, die vermöge der gewählten Abbildung einer 
bestimmten Zahl z zugeordnet ist, auch als f,(x) schreiben. Hiernach ist z. B. f N (x) 


diejenige Funktion von x, die bei unserer Abbildung der Zahl 4 entspricht. 

Es werde nun eine Funktion y(x) nach folgender Vorschrift gebildet: für 
jeden bestimmten Zahlenwert z zwischen 0 und 1 soll y(z) denjenigen Wert be- 
sitzen, den die Funktion f, (x) für den speziellen Wert x = zannimmt. Um diese 
etwas abstrakte Festsetzung deutlicher zu machen, betrachten wir ein Beispiel. 
Die Funktion y(x) ist völlig bestimmt, wenn ihr Zahlenwert für jeden Wert von 
x zwischen 0 und 1 bekannt ist. Dieser Wert ist nach der obigen Regel für jeden 
Wert von x, beispielsweise für den Wert x = #, folgendermaßen zu bestimmen: 
die der reellen Zahl 5 durch unsere vorausgesetzte Abbildung zugeordnete Funk- 
tion der Funktionenmenge F, sei etwa y=x#, also f, (x) = #2; für »=# hat 


- ” 2 
diese Funktion den Wert (3)?=4, also f, (3) = 4; dies soll nach Definition ge- 
2 


rade der Wert der Funktion y(x) für x = 3 sein, also y(3) = 4. Genau entsprechend 
bestimmt sich der Wert von y(x) für jeden anderen Zahlenwert von x. (Ganz 
kurz läßt sich die gegebene Definition für Y(x) offenbar so ausdrücken: für jeden 


1 Es gibt jedenfalis solche Mengen F,, wie soeben erwähnt. 
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Wert zist y(x) = f,(x). Das ist der zur reellen Zahl x gehörige „Diagonalwert“, 
ganz ebenso wie auf S. 47 die kt® Ziffer des kte" Dezimalbruchs den zur natürlichen 
Zahl k gehörigen ‚Diagonalwert‘‘ darstellte.) 


Endlich sei eine Funktion (x), wiederum für alle Werte von x zwischen 
0 und 1, durch die einzige Bestimmung umgrenzt, daß @(x) für jeden Wert von 
x stets von dem zugehörigen Wert von y(x) verschieden sein solle; im übrigen 
kann @(x) beliebig sein. Man kann also derartige Funktionen ®(x) in mannig- 
fachster Weise bilden. Um eine einfache und bestimmte Vorstellung zu gewinnen, 
setzen wir beispielsweise @(2) = y(x) +1. 

Wir werden nun sehen: (x) kommt unter den Funktionen von F, überhaupt 
nicht vor. Ist dies gezeigt, so ist unser Ziel erreicht; denn (x) ist ja für jeden 
Zahlenwert zwischen 0 und 1 umgrenzt, also eine Funktion unserer Funktionen- 
menge F. Diese Menge aller Funktionen kann also mit den Funktionen von F, 
nicht erschöpft sein, wie wir nachweisen wollten. 


Um zu zeigen, daß (x) in der Tat von allen Funktionen der Menge F, ver- 
schieden ist, bezeichnen wir mit £& eine beliebige reelle Zahl zwischen 0 und |, 
also mit f(x) eine beliebige Funktion von F,, und weisen nach, daß @(x) nicht 
etwa dieselbe Funktion ist wie fg (x). Dazu genügt es, nach den Zahlenwerten der 
beiden Funktionen 9(x) und fc(x) für einen speziellen Wert, z.B. für den Wert 
x=£, zu fragen. Nach der Definition von y(x) sollte nun y(x) für x»=£ den 
nämlichen Zahlenwert haben, wie f: (x) fürx = £&. Der Wert vony(»)=y(») +1 
ist aber für jeden Wert von x, also auch für x» = &, um die Zahl 1 größer als 
der zugehörige Wert von y(x). @(x) ist also für x = £& verschieden von fi (x), 
d.h. die Funktionen @(x) und fz (x) sind gewiß nicht identisch. Wir haben somit 
in @(x) eine Funktion gefunden, die in F, nicht vorkommt; eine dem Kontinuum 
äquivalente Funktionenmenge F, kann also niemals alle Funktionen von F 
umfassen, d.h.: 


Satz5. Die Mächtigkeit der Menge aller eindeutigen reellen Funktionen 
f(x) (x veränderlich zwischen 0 und 1) ist verschieden von der Mächtig- 
keit des Kontinuums (und erst recht von der Müächtigkeit a). 


Man pflegt die Mächtigkeit dieser Funktionenmenge mit f zu be- 
zeichnen und kann die (gemäß diesem und dem vorigen Paragraphen) 
einfach zu kennzeichnenden Mächtigkeiten a, c, f unter dem Sammel- 
namen der „elementaren Mächtigkeiten‘ zusammenfassen. 


Es sei besonders hervorgehoben, daß wir bei dieser Betrachtung 
den Begriff der Funktion in dem ganz allgemeinen, auf S. 61 gekenn- 
zeichneten Sinn gefaßt haben. Für den mit dem Begriff der stetigen 
Funktion schon vertrauten Leser wird demgegenüber die später (S. 113) 
zu beweisende Tatsache von Interesse sein, daß die Menge aller stetigen 
Funktionen einer reellen Veränderlichen ‚bloß‘ die Mächtigkeit des 
Kontinuums besitzt; eine stetige Funktion stellt also gewissermaßen 
nur einen speziellen Ausnahmefall gegenüber einer ganz allgemeinen 
Funktion einer reellen Veränderlichen dar. Wir haben in der Tat bei 
der Konstruktion von y(x) (und also auch von 9(x)) ein äußerst 
„unstetiges‘‘ Verfahren angewandt; stehen doch die Zahlenwerte von 
y(x) für zwei nahe beisammen gelegene Werte von x in keinerlei 
besonders enger Beziehung zueinander. 
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Der Leser, der den Gang des geführten Beweises aufmerksam ver- 
folgt, wird erkennen, daß er (nämlich bei der Definition der Funk- 
tion y(x)) auf dem Diagonalverfahren beruht und völlig entsprechend 
verläuft wie der auf S. 46ff. geführte Beweis für die Nichtabzählbarkeit 
des Kontinuums. 

- Aufgaben. 

1. Entsprechend wie durch Dezimalbrüche (Grundzahl 10) lassen 
sich die reellen Zahlen auch durch Dualbrüche (Grundzahl 2) darstellen 
(vgl. S.110). Kann man bei dieser Darstellung den Beweis des Satzes 1 
noch ebenso, wie oben geschehen, durchführen und wie kann man 
andernfalls auch von dieser Darstellung aus zum Ziel gelangen ? 

2. Je eine Abbildung zwischen den Mengen 

a) der reellen Zahlen zwischen a und b einerseits, derjenigen zwischen 
c und d andererseits (a, b, c, d beliebig) 

b) der reellen Zahlen zwischen 0 und a einerseits, aller reellen Zahlen, 
die größer als die (positive) Zahl a sind, andererseits 

soll durch eine rechnerische Vorschrift (z. B. durch rationale Funk- 
tionen) angegeben werden. 

3. Man zeige, daß die Menge der irrationalen (d. h. reellen, nicht 
rationalen) Zahlen die Mächtigkeit c besitzt! 

4. Man zeige, daß die Menge aller Punkte der Kreislinie (der Ellipse, 
der Hyperbel) jeweils die Mächtigkeit des Kontinuums besitzt! (Bei 
Zugrundelegung eines geeigneten Kurvenbegrif/s leicht weiter auszu- 
dehnen!) 

5. Wie gestaltet sich der Beweis des Satzes 5, wenn die unabhän- 
gige Veränderliche x der Funktionen /(x) z. B. die Gesamtheit aller 
reellen Zahlen zu durchlaufen hat? 

6. Man überzeuge sich, daß die Nichtäquivalenz der Mengen C und 
F (S.62f.) sich ohne wesentliche Änderung des Beweises auch dann 
ergibt, wenn C eine beliebige Teilmenge der Menge aller reellen Zahlen 
zwischen 0 und 1 bedeutet. 


Zweites Kapitel. 


Das Rechnen mit Kardinalzahlen. 


$ 6. Die Größenanordnung der Kardinalzahlen. 


1. Definition der Größenanordnung. Den endlichen Kardinalzahlen 
oder Anzahlen 0, 1, 2, 3, .... reihen sich in der Mengenlehre die unend- 
lichen Kardinalzahlen an, von denen wir in den zwei vorangehenden 
Paragraphen drei verschiedene kennengelernt haben, nämlich a,c undf. 
Die Entscheidung, welche von zwei endlichen Kardinalzahlen die klei- 
nere und welche die größere ist, ist dem Leser wohlvertraut; man 
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kann sie, wie leicht einzusehen, folgendermaßen formulieren: Sind M 
und N zwei endliche Mengen und ist M äquivalent einer eigentlichen 
{also namentlich von N selbst verschiedenen) Teilmenge von N, so ist 
die Kardinalzahl von M kleiner als die Kardinalzahl von N. 

Unser nächstes Ziel soll sein, auch die unendlichen Kardinalzahlen 
ihrer Größe nach anzuordnen. Wir überzeugen uns hier sogleich, daß 
es unmöglich ist, die eben angeführte Regel auch zur Definition der 
Größenordnung unendlicher Kardinalzahlen zu verwenden. Denn ist 
z. B. M die Menge der natürlichen Zahlen, N die Menge aller rationalen 
Zahlen, so ist M eine eigentliche Teilmenge von N; da M sich selber 
äquivalent ist, ist M äquivalent einer eigentlichen Teilmenge von N; 
dennoch wird man die Kardinalzahl von M nicht kleiner nennen als 
die von N, da ja beide Mengen abzählbar, ihre Kardinalzahlen also 
gleich sind. Diese Abweichung von den bei endlichen Mengen ge- 
wohnten Verhältnissen liegt wiederum daran, daß eben eine unendliche 
Menge sehr wohl einer eigentlichen Teilmenge von sich äquivalent sein 
kann (S. 23). 

Zu einer brauchbaren Anordnung der unendlichen Kardinalzahlen 
gelangen wir dagegen, wenn wir die oben für die endlichen Kardinal- 
zahlen festgelegte Regel ausbauen zu der folgenden 

Definition. Ist die Menge M äquivalent einer Teilmenge der Menge N, 
während N keiner Teilmenge von M äquivalent ist, so nennt man die 
Kardinalzahl m von M kleiner als die Kardinalzahl n von N, also 
n größer als m. Mit den auch sonst üblichen Zeichen schreibt man 
hierfür m<n oder gleichbedeutend n>m. 

Diese Definition, bei der es einer Unterscheidung zwischen eigentlichen und 
uneigentlichen Teilmengen nicht mehr bedarf, ist offenbar eine vernünftige und 
zweckmäßige Festsetzung. Denn sind die in ihr enthaltenen Voraussetzungen 
für m<n erfüllt, so kann nichttm =n, d.h. nicht M — N sein; nach der zweiten 
Voraussetzung der Definition gibt es nämlich im Falle m <n keine Teilmenge 
von M, der N äquivalent wäre, während im Falle m =n sicherlich N einer Teil- 
menge von M äquivalent ist, z.B. der Menge M selbst. Ebenso überzeugt sich 
der Leser mittels einfacher Überlegung, daß nach der obigen Definition die Be- 
ziehungen m <n und n <:m miteinander nicht verträglich sind, d.h. daß nicht 
etwa von den Kardinalzahlen zweier Mengen die eine gleichzeitig kleiner und 
größer sein kann als die andere; die Größenordnung ist, wie man sagt, eine 
asymmetrische Beziehung (vgl. S. 20). Ferner erkennt man leicht, daß unter drei 
Kardinalzahlen m, n und p, von denen m kleiner als n, n kleiner als p (oder 
gleich p) ist, m auch kleiner ist als p; in Zeichen: aus m<n, nsp folgt 
m<p, d.h. die Größenordnung ist wie die Äquivalenz (S. 20) eine transitive 
Beziehung. Endlich leuchtet ein, daß bei der Vergleichung der Kardinalzahlen 
zweier Mengen jede dieser Mengen durch eine äquivalente Menge ersetzt 
werden darf, daß also aus m<n, m=m’, n=n’ stets m’<n’ folgt. Die 
hiermit ausgedrückten vier Eigenschaften der Größenanordnung der Kardinal- 
zahlen sind charakteristisch für jede in der Mathematik auftretende Ordnungs- 
beziehung; vgl. S. 125 und 185f. Sie sind namentlich auch erfüllt für die Be- 
ziehung ‚eine eigentliche Teilmenge sein‘ (S. 20); auf diese Tatsache gründet 
sich wesentlich die obige Definition. 

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 


66 Das Rechnen mit Kardinalzahlen. 


Dagegen ist vorläufig noch die Frage offen, ob der Größenanordnung der 
Kardinalzahlen eine weitere, ebenso allgemeine und grundsätzliche Eigenschaft 
zukommt: ob nämlich von zwei verschiedenen Kardinalzahlen stets eine kleiner 
ist als die andere oder ob sie vielleicht unvergleichbar sein können!. Hierauf 
wird noch ausführlicher einzugehen sein (S. 76 und 205). 


2. Einfachste Folgerungen. Wir benutzen die obige Detinition, der 
auch die gewöhnliche Anordnung der endlichen Kardinalzahlen entspricht, 
vor allem zur Feststellung der Größenanordnung der Mächtigkeiten a, 
c und. Es sei also zunächst A die Menge der natürlichen Zahlen, C die 
Menge der reellen Zahlen, so daß a die Mächtigkeit von A, c diejenige 
von Cist. Da A eine Teilmenge von C darstellt, ist A sicherlich äquivalent 
einer Teilmenge von C (nämlich sich selbst). Andererseits ist nach Satz 1 
auf S.29 jede Teilmenge von A entweder endlich oder doch abzählbar, so 
daß C gewiß keiner Teilmenge von A äquivalent sein kann. (Dies hätte üb- 
rigens auch unmittelbar aus dem Beweis der Nichtabzählbarkeit des 
Kontinuums [S. 46ff.] erschlossen werden können.) Daher ist a< c. 

Ebenso ist c< f. Denn verstehen wir jetzt unter C die Menge 
aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1, unter F die zu Ende des vorigen 
Paragraphen betrachtete Menge aller reellen Funktionen /(x) (x ver- 
änderlich zwischen 0 und 1), so ist zunächst C äquivalent einer Teil- 
menge F’ von F. Wir können nämlich F’ wählen als die Menge der 
„konstanten“ Funktionen, d.h. derjenigen ganz speziellen Funktionen 
/(x), die jeweils für alle Werte x einen und den nämlichen, überdies 
etwa zwischen 0 und 1 gelegenen Zahlenwert besitzen, und ordnen dann 
jeder bestimmten Zahl c der Zahlenmenge C die Funktion f(x)=c zu, 
d.h. diejenige Funktion, die für alle Werte von x den nämlichen festen 
Wert c besitzt. Diese Abbildung zwischen C und F’ zeigt, dß CF. 
Um andererseits einzusehen, daß F keiner Teilmenge von C äquivalent 
ist, erinnern wir uns des am Schluß des vorigen Paragraphen geführten 
Beweises. Wir gingen dort (S. 62) aus von einer zu C äquivalenten Teil- 
menge F, von F und zeigten, daß eine solche Teilmenge F, niemals mit 
F zusammenfallen kann, weil sich (auf Grund einer Abbildung zwischen 
C und F,) stets Elemente von F nachweisen lassen, die in F, nicht 
vorkommen. Solche Elemente müssen aber um so mehr vorhanden 
sein, wenn F, als zu einer Teilmenge von C (statt zu C selbst) äqui- 
valent vorausgesetzt wird (vgl. Aufgabe 6 auf S. 64). Es kann also 
auch eine zu einer Teilmenge von C äquivalente Teilmenge von F nicht 
mit F identisch sein, d.h. F selbst ist keiner Teilmenge von C äqui- 
valent. Hieraus und aus C —F’ folgt schließlich nach unserer Defi- 
nition, daß die Mächtigkeit von C kleiner ist als die von F, wie gezeigt 
werden sollte. 


1 In den Fällen, wo für eine Ordnungsbeziehung die Unvergleichbarkeit von 
vornherein ausgeschlossen werder kann, läßt sich unschwer die im vorigen Ab- 
satz zuletzt genannte Eigenschaft formal aus den übrigen herleiten. 
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Der Leser überzeugt sich an Hand der Definition leicht, daß die 
Kardinalzahl jeder endlichen Menge, d. h. jede enaliche Anzahl, kleiner 
ist als a. Ferner gilt der folgende Satz: 

Satz 1. Unter den unendlichen Kardinalzahlen gibt es eine kleinste, 
nämlich die Kardinalzahl a der abzählbaren Mengen. 

Denn nach Satz 4 auf S. 41 besitzt jede unendliche Menge eine 
abzählbare Teilmenge; jede Teilmenge einer abzählbaren Menge ist 
andererseits nach Satz 1 auf S. 29 entweder endlich oder abzählbar. 
Eine gegebene unendliche Menge M, die nicht selbst abzählbar ist, be- 
sitzt demnach eine der Menge A der natürlichen Zahlen äquivalente 
Teilmenge, ohne selbst einer Teilmenge von A äquivalent zu sein. 
Daher ist nach der Definition der Größenanordnung die Kardinalzahl 
von M größer als a, wie gezeigt werden sollte. 

Aus den beiden letzten Resultaten erhält man (wegen der Transi- 
tivität der Ordnungsbeziehung, siehe S. 65) das Ergebnis: 

Satz2. Jede endliche Kardinalzahl ist kleiner als jede unendliche 
Kardinalzahl. 

Die sich weiter erhebende Frage, ob c die nächstgrößere Kardinal- 
zahl nach a ist oder ob es eine zwischen a und c gelegene (unendliche) 
Kardinalzahl gibt, ist trotz erheblicher Bemühungen der Mathematiker 
noch ungelöst. Diese Frage stellt im wesentlichen das sogenannte 
Kontinzumproblem dar (vgl. S. 205). Sie fällt offenbar zusammen mit 
der Frage, ob jede nichtabzählbare unendliche Teilmenge des Kon- 
tinuums (d.h. der Menge der reellen Zahlen oder aller Punkte einer 
Geraden) dem Kontinuum selbst äquivalent ist, oder ob es unendliche 
Teilmengen gibt, die eine zwischen a und c liegende Kardinalzahl 
besitzen. CANTOR war von Anfang an (vgl. [6]) entschieden der Mei- 
nung, daß c die zweitkleinste Kardinalzahl sei. Es hat nicht an Ver- 
suchen hervorragender Forscher gefehlt, diese Vermutung oder ihr 
Gegenteil zu beweisen; so sind zur Zeit des dritten internationalen 
Mathematikerkongresses in Heidelberg (1904) gleichzeitig Beweis- 
versuche für beide (einander widersprechende) Annahmen gemacht 
worden, die sich später als nicht stichhaltig erwiesen. Auch ein 
Vorstoß, den neuerdings HıLBERT [9] zum Beweis der Vermutung 
CANTORs gemacht hat, kann noch nicht als geglückt gelten. Ebenso- 
wenig ist bekannt, ob zwischen c und f eine weitere Kardinalzahl 
existiert. 


3. Satz von Cantor. Wohl hat dagegen schon CANTOR die weitere 
Frage entschieden, ob es noch eine größere Mächtigkeit als f gibt. Es 
gilt nämlich der höchst allgemeine und weitgehende Satz (zuweilen als 
Satz von CANTOR bezeichnet): 

Satz 3. Zu jeder beliebigen Menge M läßt sich eine Menge von größerer 
Mächtigkeit angeben, nämlich z. B. die Menge UM aller Teilmengen 
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von M. Es gibt also keine größte Mächtigkeit; die mit a beginnende Reihe 
der unendlichen Mächtigkeiten ist nach obenhin unbegrenzt. 

Ist M eine beliebige endliche oder unendliche Menge, so wollen 
wir die Menge aller verschiedenen Teilmengen (Untermengen) von M 
nach ZERMELO mit UM (Abkürzung für: Menge aller Untermengen 
von M) oder auch kurz mit U bezeichnen. Jedes Element von UM 
ist eine Teilmenge von M und umgekehrt ist jede Teilmenge von M 
(M selbst sowie die Nullmenge eingeschlossen) ein Element von UM. 
Es kann und soll nun gezeigt werden, daß die Mächtigkeit von U größer 
ist als die von M, und zwar wird wieder das Diagonalverfahren (S. 46f.) 
den Nerv des Beweises bilden!. 


Wir zeigen vor allem, daß die Mächtigkeiten der Mengen M und U überhaupt 
voneinander verschieden sind; damit wird der entscheidende (und verhältnis- 
mäßig schwierige) Teil des Beweises erledigt sein. Es sei U, eine zu M äquivalente 
Teilmenge von U. Wir werden auf Grund dieser Annahme ein nicht in U, vor- 
kommendes Element von U konstruieren; damit wird dargetan sein, daß eine zu 
M äquivalente Menge von Teilmengen von M nie mit U zusammenfallen, also 
nie alle Teilmengen von M umfassen kann. Es sei übrigens im voraus bemerkt, 
daß die Betrachtung ganz entsprechend und mit dem gleichen Ergebnis durch- 
geführt werden kann, wenn man U, als zu einer Teilmenge von M (statt zu M 
selbst) äquivalent voraussetzt. Wir werden später noch von dieser Bemerkung 
Gebrauch machen (die ohnehin plausibel erscheint, da nach der folgenden Be- 
trachtung U weit umfassender ist als M, um so mehr also weit umfassender 
als eine Teilmenge von M); nur um der einfacheren Darstellung willen halten 
wir uns nachstehend an die Annahme U,—_M. 

Wir denken uns zunächst eine beliebige Abbildung zwischen den äquivalenten 
Mengen M und U, gewählt und von nun an festgehalten; sie ordnet jedem Element 
m von M ein Element u von U, (d. h. eine gewisse Teilmenge «x von M) umkehrbar 
eindeutig zu. Auf Grund dieser Abbildung werden wir eine Teilmenge #’ von M 
angeben, diein U, nicht vorkommt. Hierzu bedenken wir vor allem, daß für irgend 
zwei nach unserer Abbildung einander entsprechende Elemente, z. B. m, und ı,, 
zwei Fälle möglich sind: die Teilmenge 4, von M enthält entweder m, als Element 
oder sie enthält m, nicht. Wir können daher die Elemente von M in zwei Klassen 
einteilen: jedes Element der ersten Klasse ist in dem ihm vermöge unserer Abbildung 
entsprechenden Element von U, (das eine Teilmenge von M ist) selbst als Ele- 
ment- enthalten; jedes Element der zweiten Klasse ist in dem entsprechenden 
Element von U, nicht enthalten. (Als Beispiel sei vermerkt, daß, falls z.B. die 
Nullmenge und M selbst in U, auftreten, in der ersten Klasse das Element von 
M vorkommt, das der Menge M selbst zugeordnet ist, in der zweiten Klasse aber 
das Element von M, das der Nullmenge entspricht.) 

Wir betrachten nun sämtliche Elemente der zweiten Klasse und bezeichnen 
die durch ihre Gesamtheit gebildete Menge mit w’; u’ ist eine — möglicherweise 
auf die Nullmenge zusammenschrumpfende — Menge gewisser Elemente von M, 
also eine Teilmenge von M oder ein Element von U. Es soll gezeigt werden, 
daß das Element w” von U in der Menge U, keinesfalls vorkommt. 


1 Vgl. HEssEnBERG [1], S. 4lf., und ZERMELO [3], S. 276; der Grundgedanke 
des Beweisverfahrens findet sich bei CAntor [11]. Übrigens hatte CAnTor schon 
1883 in [7 V] die Existenz unendlichvieler verschiedener unendlicher Kardinal- 
zahlen bewiesen, aber mit ganz anderen, verwickelteren Hilfsmitteln (aus der 
Theorie der „Wohlordnung‘“: siehe S. 193). 
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In der Tat: kommt w’ in U, vor, so gehört das dem Element #” von U, zu- 
geordnete Element m’ von M entweder zur ersten oder zur zweiten der im vorletzten 
Absatz gekennzeichneten Klassen. Gehört m’ zur ersten Klasse, so besagt dies: 
m’ ist ein Element von «’; w enthält aber nach Voraussetzung nur Elemente der 
zweiten Klasse und keines der ersten, kann also m’ nicht enthalten. Daher könnte 
m’ nur zur zweiten Klasse gehören, so daß das Element m’ in der ihm.zugeord- 
neten Teilmenge «#’ nicht enthalten wäre. Nach der Definition enthält aber w’ 
alle Elemente der zweiten Klasse; es müßte also auch m’ in w’ vorkommen. Dieser 
Widerspruch zeigt, daß m’ auch nicht der zweiten Klasse angehören kann, d.h. 
daß es überhaupt kein Element m’ in M gibt, dem das Element #’ von U vermöge 
unserer Abbildung entsprechen kann. Die Teilmenge v” von M kommt also 
wirklich in U, nicht vor, wie wir zeigen wollten. 

Der Leser lasse sich durch die auf m’ bezügliche, zunächst paradox anmutende 
Betrachtung nicht einschüchtern, sondern mache sie sich gründlich zu eigen; er 
wird sich das Verfahren etwa dahin zurechtlegen, daß bei dem vorausgesetzten 
Vorkommen von w’in U, dieser Menge «’ (1) weder die Eigenschaft, m’ zu enthal- 
ten, (2) noch die Eigenschaft, m’ nicht zu enthalten, zukommt. Nach dem Satz 
vom ausgeschlossenen Dritten folgt aus (1), daß m” nicht Element von u ist, 
aus (2), daß m’ es wohl ist; der damit erzielte Widerspruch widerlegt die gemachte 
Voraussetzung. Ein gleicher Gedankengang wird uns später (S. 211) nochmals 
begegnen, dort aber in völlig anderem Licht erscheinen. 

Nachdem so nachgewiesen ist, daß die Mengen M und U nicht äquivalent, 
also nicht von gleicher Mächtigkeit sein können, ist es ein leichtes, zu zeigen, daß 
die Mächtigkeit von M kleiner ist als diejenige von U. Zum Nachweis dessen 
ist zunächst eine Teilmenge von U anzugeben, der M äquivalent ist; eine solche 
erhalten wir einfach durch Zusammenfassung aller derjenigen Elemente von U 
— d.h. aller derjenigen Teilmengen von M —, die nur je ein einziges Element 
von M enthalten; ist {a} irgendeine derartige Teilmenge von M und ordnen wir 
ihr das (begrifflich scharf von der Menge {a} zu trennende) Element a von M 
zu und umgekehrt, so ist damit eine Abbildung zwischen M und einer Teilmenge 
von U gegeben. Andererseits geht aus der Bemerkung von der Mitte der vorigen 
Seite hervor, daß U keiner Teilmenge von M äquivalent sein kann. Damit ist 
der Beweis des Satzes 3 vollendet. 


Aus dem Satz von CANTOoR schließen wir: Ist M eine beliebige un- 
endliche Menge von einer Kardinalzahl f, so erhalten wir n UM =U 
eine Menge von einer Kardinalzahl m > f, in UU wiederum eine Menge 
von einer Kardinalzahl n > m und so endlos weiter. Die hierin hervor- 
tretende Tatsache, daß es unendlichviele verschiedene unendliche 
Kardinalzahlen gibt, ist namentlich aus folgender Erwägung heraus 
außerordentlich bedeutsam: Für die naive Vorstellung gibt es nur ein 
„Unendlichgroßes‘“, innerhalb dessen weitere Größenunterschiede nicht 
mehr scharf abgegrenzt werden können. Demgegenüber hat sich im 
vorigen Paragraphen zunächst erwiesen, daB es verschiedene unendliche 
Kardinalzahlen gibt. Unser letztes Ergebnis zeigt aber sogar, daB es 
unendlichviele voneinander scharf unterscheidbare unendliche Kardinal- 
zahlen gibt, daß also in dem Reich derjenigen ‚unendlichgroßen 
Zahlen“, die wir in den unendlichen Kardinalzahlen kennengelernt 
haben, eine mindestens ebenso große Mannigfaltigkeit herrscht als im 
Bereich der gewöhnlichen endlichen Kardinalzahlen; in Wirklichkeit 
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herrscht sogar eine noch unvergleichlich viel größere Mannigfaltigkeit 
(vgl. S.108 und 193). 

Wie besonders hervorgehoben zu werden verdient, stellt unser Satz 
nicht etwa ein bloßes „Existenztheorem‘‘ dar; er besagt nicht nur, 
daß zu-einer gegebenen Kardinalzahl eine größere existiert, sondern 
er gibt auch ein einfaches Verfahren an, eine solche wirklich zu bilden 
(vgl. indes S. 326). 

Es werde noch betont, daß der bewiesene Satz natürlich auch für 
eine endliche Menge M und ihre Kardinalzahl gilt; ist doch M nicht 
etwa als unendlich vorausgesetzt worden. Indes besagt unser Satz für 
endliche Mengen nur eine in der Kombinatorik elementar bewiesene 
Tatsache (vgl. S.108). Daß und in welcher Weise er insbesondere 
für die kleinsten Mengen zutrifft, nämlich für solche mit keinem oder 
einem einzigen Element, zeigen die Beispiele M = 0, also U = {0} und 
M = {m}, U={0, {m}}, die beim Übergang zu den Kardinalzahlen 
von M und U besagen!: 0 <1 und 1 <2. Der Leser wird sich den 
Beweisgang unseres Satzes besonders deutlich an Hand einer endlichen 
Menge M als Beispiel klarmachen. 


4. Der Äquivalenzsatz. Eine grundsätzliche Frage in bezug auf 
die Größenordnung der Kardinalzahlen ist bisher noch unerledigt ge- 
blieben. Sind m und n irgend zwei Kardinalzahlen, so fragt es sich, 
ob ebenso wie bei den endlichen Anzahlen stets einer der drei (sich 
nach S.65 ausschließenden) Fälle m=n, m <n, m> n vorliegt 
(‚, Trichotomie‘‘) oder ob es noch weitere Möglichkeiten gibt, d.h. ob 
es vielleicht vorkommen kann, daß zwei verschiedene Kardinalzahlen 
unvergleichbar sind, so daß keine von ihnen kleiner ist als die andere. 

Um der Beantwortung dieser Frage näherzukommen, wollen wir, 
ausgehend von unserer Definition der Größenordnung, alle möglichen 
. Vergleichsbeziehungen zwischen zwei gegebenen Mengen M und N 
nach einem elementaren Verfahren der allgemeinen. Logik durch- 
denken; nach einem Verfahren, dessen Verwendung für den vor- 
liegenden und manchen ähnlichen Zweck in der Mengenlehre bedeu- 
tungsvoll ist und wohl erst auf einen Brief CANTORS aus den letzten 
Jahren des vorigen Jahrhunderts zurückgeht? Es kann zunächst 
Teilmengen von M geben, die zu N äquivalent sind, und gleich- 
zeitig Teilmengen von N, die zu M äquivalent sind (erster Fall); ferner 
kann es Teilmengen von M geben, die zu N äquivalent sind, während 
keine zu M äquivalente Teilmenge von N existiert (zweiter Fall); weiter 


1 Hier bedeutet natürlich 0 nicht wie vorher die Nullmenge, sondern — da 
vor dem <-Zeichen stehend — die Kardinalzahl der Nullmenge, also die Zahl 
Null. 

2 Siehe SCHOENFLIES [11}, S. 101/2; das Verfahren findet sich mit einer grund- 
sätzlich unwichtigen Abänderung auch 1898 bei BorEL [1], S. 102f. 
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kann es umgekehrt sein, daß die Existenz einer zu N äquivalenten 
Teilmenge von M ausgeschlossen ist, während es Teilmengen von N 
gibt, die zu M äquivalent sind (dritter Fall); endlich ist es denkbar, 
daß weder eine zu N äquivalente Teilmenge von M noch eine zu M 
äquivalente Teilmenge von N existiert (vierter Fall). Diese vier Fälle 
bilden offenbar eine sogenannte logische Disjunktion, d.h. sie er- 
schöpfen, einander gegenseitig ausschließend, alle überhaupt denk- 
baren Möglichkeiten (ohne daß diese nun auch wirklich alle vorkom- 
men müßten). 

Der bequemen Veranschaulichung diene das folgende Schema, in 
dem m und n die Kardinalzahlen der Mengen M und N bezeichnen; 
die darin vermerkten Erklärungen des ersten und des vierten Falls 
werden alsbald begründet. 


N einer Teilmenge von M 
äquivalent 


N keiner Teilmenge von M 
äquivalent 


M einer Teilmenge von N erster Fall (MN, dh. dritter Fall (m < n) 
äquivalent m=n) | 
M keiner Teilmenge von N zweiter Fall (n < m) | vierter Fall (m und n 


äquivalent | unvergleichbar) 


Von den aufgezählten Fällen haben wir uns nur noch mit dem 
ersten und dem vierten näher zu beschäftigen. Denn nach der Defi- 
nition der Größenanordnung von Kardinalzahlen (S. 65) besagt ja der 
zweite Fall einfach, daß N eine kleinere Kardinalzahl besitzt als M, 
während im dritten Fall die Kardinalzahl von M kleiner ist als die 
von N. Über den ersten Fall gibt der von CANToR schon frühzeitig 
vermutete Äquivalenzsatz Auskunft; er besagt: 

Satz4. Ist M einer Teilmenge von N und gleichzeitig N einer Teil- 
menge von M äquivalent, so sind die Mengen M und N selbst einander 
äquivalent, ihre Kardinalzahlen also gleich. 

Der Äquivalenzsatz hat für die Vergleichung von Mengen sehr 
wesentliche Bedeutung. In gar manchen Fällen kann nämlich für 
zwei Mengen leicht gezeigt werden, daß jede einer Teilmenge der 
anderen äquivalent ist, während ihre Äquivalenz nur schwierig direkt, 
d. h. durch Herstellung einer Abbildung, nachzuweisen ist. Ein be- 
zeichnendes und wichtiges Beispiel werden wir später (S. 113f.) 
behandeln. 

Um zu einem Beweis des Äquivalenzsatzes zu gelangen, gehen wir 
von den Begriffen der Summe und des Durchschnitts von Mengen aus; 
ersterer wird im nächsten Paragraphen noch eine eingehendere Be- 
handlung erfahren. 

Sind zunächst N und P irgend zwei Mengen, so versteht man unter 
ihrer Summe oder Vereinigungsmenge die Menge aller Elemente, die 
mindestens in einer der beiden Mengen enthalten sind; unter ihrem 
Durchschnitt die Menge aller Elemente, die in beiden Mengen gleich- 
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zeitig vorkommen. Man bezeichnet die Vereinigungsmenge mit © IN 

oder auch, da es sich gewissermaßen um die Summe der Elemente 

von N und derjenigen von P handelt, mit N + P, den Durchschnitt 
dagegen mit D{N, P} oder [N, P]!. Bedeutet z.B. N 
die Menge aller Punkte des liegenden, P die Menge der 
Punkte des aufrechtstehenden Rechtecks in Abb. 7, 
so umfaßt die Summe alle Punkte der ganzen kreuz- 
artigen Figur, der Durchschnitt aber nur die Punkte 
des in der Mitte gelegenen Quadrats. 


Abb. 7. Sind nicht nur zwei Mengen, sondern ist eine 
beliebige (endliche oder unendliche) Menge M={N, 
P, R,...} gegeben, deren Elemente N, P,R,... selbst Mengen sind, 
so versteht man entsprechend unter der Summe oder Vereinigungsmenge 
SM=6&{N,P,R,..}=N+P-+R+... diejenige Menge, welche 
alle Elemente umfaßt, die mindestens in einer der Mengen N, P,R,... 
vorkommen; der Durchschnitt DM = D{N, P, R,...} dagegen ist 
die Menge aller derjenigen Elemente, die gleichzeitig in allen Mengen 
N, P, R,.. enthalten sind. Die Vereinigungsmenge entspricht dem 
logischen ‚oder‘‘ (latein. vel), der Durchschnitt dem logischen „und“ 
(„sowohl — als auch“). 

Ist z.B.M}={1,2,3%2.,M,—=12 34.1, M, BA. 
usw. und bedeutet M = {M,, M,, M,, ...} die abzählbare Menge all 
dieser (selbst sämtlich abzählbaren) Mengen, so ist die Vereinigungs- 
menge SM offenbar gleich {1, 2, 3, ...} (also gleich M,), dagegen 
der Durchschnitt DM gleich der Nullmenge; denn es gibt keine, wenn 
auch noch so große natürliche Zahl, die gleichzeitig in allen Mengen 
M,, M,, M,, ... vorkommt, obgleich jede einzelne dieser Mengen so- 
gar unendlichviele Zahlen enthält. Um ein anderes Beispiel für den Durch- 
schnitt einer abzählbaren ‘Menge von Mengen zu gewinnen, wähle man 
für M, die Menge aller (etwa auf diesem Papierblatt denkbaren) ge- 
schlossenen ebenen Polygone (Vielecke), für M, die Menge all dieser 
Polygone mit Ausnahme der gleichseitigen Dreiecke unter ihnen, 


1 Vielfach wird, ebenso wie die Summenbildung durch das Pluszeichen, so 
die Durchschnittsbildung durch den Malpunkt bezeichnet, zuweilen sogar (nament- 
lich in der französischen Literatur) statt ‚Durchschnitt‘ der Ausdruck „Produkt“ 
gebraucht. Hierfür sprechen gewichtige Gründe (vgl. Aufg. 415 auf S. 77 sowie 
auch die Bezeichnungsweise der Logistik, siehe $15, Nr.5, und man wird in der 
Regel so verfahren in den Anwendungsgebieten der Mengenlehre, wo der Durchschnitt 
eine höchst wichtige Rolle spielt, dagegen die Verbindungsmenge (S. 89) durchaus 
zurücktritt. Für die in diesem Buch im Vordergrund stehende theoretische (ab- 
strakte) Mengenlehre dagegen ist die Verbindungsmenge weit bedeutungsvoller 
als der Durchschnitt und da bietet es dem Verständnis eine wesentliche Erleich- 
terung, die Bezeichnungen ‚Produkt‘ .und ‚mal‘ der Verbindungsmenge vorzu- 
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niert wird. 
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für M, die Menge aller Polygone außer den gleichseitigen Drei- 
ecken und den Quadraten, für M, die Menge aller Polygone außer 
den regelmäßigen 3-, 4- und 5-Ecken, usw.; der Durchschnitt 
DM=®D {M, M, ...} enthält in diesem Fall alle Polygone mit 
Ausnahme der regelmäßigen. Beim vorliegenden Beispiel sind übrigens 
die einzelnen Mengen M,, M,,... keineswegs abzählbar. 

Die beiden vorstehenden Beispiele der Durchschnittsbildung sind 
zur Veranschaulichung des Folgenden so gewählt, daß jedesmal eine 
abzählbare Menge von Mengen M,, M,, ... . auftritt und daß von diesen 
Mengen jede eine Teilmenge der vorangehenden ist. Die Beispiele 
zeigen, daß der Durchschnitt solcher Mengen sich entweder auf die Null- 
menge reduzieren kann oder auch nicht. 

Es genüge hier ohne nähere Ausführung, die dem Leser überlassen 
bleibe (vgl. S. 85f.), der unmittelbar einleuchtende Hinweis darauf, 
daß es bei der Bildung von Summe und Durchschnitt weder auf die 
Reihenfolge, in der dabei die in M enthaltenen Mengen herangezogen 
werden, noch auf eine Zerlegung der Aufgabe in einzelne Teilschritte 
(vermittels Zusammenfassung gewisser Mengen untereinander durch 
Klammern) ankommen kann. 

Nach dieser Vorbereitung gehen wir gemäß dem zu beweisenden 
Satze 4 von zwei Mengen M und N aus, von denen M einer eigentlichen 
Teilmenge N, von N, N einer eigentlichen Teilmenge M, von M äqui- 
valent ist!. Der Äquivalenzsatz besagt, daß M und N selbst einander 
äquivalent sind. 

Wir wollen den Satz vor allem auf eine noch einfachere Form bringen. 
Ist ® eine Abbildung zwischen N und M,, so wird die eigentliche Teil- 
menge N, von N durch ® von selbst auf eine eigentliche Teilmenge M, 
von M, abgebildet; es ist also N, M,. Da M, eine eigentliche 
Teilmenge von M ist, so ist um so mehr M, eine eigentliche Teil- 
menge von M. Andererseits folgt aus MN, und N, =M, nach 
S.20, daß die Menge M ihrer eigentlichen Teilmenge M, äquivalent 
ist. Der Äquivalenzsatz wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist, daß 
M —M,; denn wegen M, —N folgt dann auch MN. Es kommt 
also nur darauf an, die folgende, an sich sehr einleuchtende Tatsache 
nachzuweisen: Ist die Menge M äquivalent ihrer eigentlichen Teilmenge 
M,, so ist sie auch äquivalent jeder Menge M, „zwischen M und My‘, 
d. h. jeder eigentlichen Teilmenge M, von M, die ihrerseits M , als eigeni- 
liche Teilmenge enthält. 


1 Ist N, gleich N oder M, gleich M, so besagt dies schon, daß M N, daß 
also der Äquivalenzsatz in diesen Fällen zutrifft. Man kann sich daher auf 
die Betrachtung eigenilicher Teilmengen N, und M, beschränken, womit der Fall 
endlicher Mengen M und N offenbar ausgeschlossen ist; für endliche Mengen ist 
der Satz in der Tat trivial, sobald man weiß, daß eine endliche Menge keiner 
eigentlichen Teilmenge von sich äquivalent sein kann (S. 22). 
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Zwecks einfacherer Schreibweise bezeichnen wir von nun an die Menge M, 
mit A, ferner die Menge aller in M, nicht vorkommenden Elemente von M, mit 
B, endlich die Menge aller in M, nicht vorkommenden Elemente von M mit C. 
Unter Benutzung des Begriffs der Summe können wir dann statt M‚, auch A + B, 
statt M auch A + B + C schreiben. Unser Ziel ist, aus der nach Voraussetzung 
geltenden Äquivalenz A + B+ C — A die weitere Beziehung 4 + B+C—A+B 
zu folgern. Wir benutzen zu diesem Zweck folgenden Gedankengang, der sich 
durch seine Anschaulichkeit auszeichnet, mag er auch hinsichtlich der logischen 
Schlußfolge nicht den einfachsten Beweis darstellen. 

Es sei Y eine Abbildung der Menge A + B + C aufdie ihr äquivalente Menge 4. 
Wenden wir diese Abbildung auf die drei Teilmengen A, B, Cder Menge A+B-+C 
einzeln an, so wird A auf eine äquivalente Menge A,, B auf eine äquivalente B,, 
C auf eine äquivalente C, abgebildet; A,, B, und C, sind Teilmengen von A, die 
kein (auch nur zweien von ihnen) gemeinsames Element enthalten, und stellen 
zusammengenommen die Menge A dar, d.h.esgilt: A, + B, + C, =4A. Weiter 
wenden wir (zweiter Schritt) eine Abbildung Y,, die die Menge A der äquivalenten 
Menge A, zuordnet!, statt insgesamt auf A im einzelnen auf die Teilmengen A,, 
B,, C, von A an; dabei werde A, auf die äquivalente Menge A,, B, auf die äqui- 
valente B,, C, auf die äquivalente C, abgebildet; dann sind A,, B, und C, gewisse 
Teilmengen von A,, die paarweise keine gemeinsamen Elemente aufweisen und zu- 
sammen die Menge A, darstellen, sodaß A, + B, + C, = A,. Wird ebenso (dritter 
Schritt) eine zwischen A, und A, bestehende Abbildung Y, nunmehr einzeln auf 
die Teilmengen A,, B,, C, von A, angewandt, so möge A, auf die äquivalente 
Menge A,, B, auf die äquivalente B,, C, auf die äquivalente C, abgebildet werden; 
A,;,, B, und C, sind Teilmengen von A, ohne gemeinsame Elemente und es ist 
A3+B;+C,=4, Da AA, mA, mA,..., so werden diese Mengen 
bei der Fortführung des Prozesses, der von ihnen ständig Teile abspaltet, doch 
niemals erschöpft (ja nicht einmal kleiner ihrer Kardinalzahl nach; vgl. die 
Mengen M,, M,, M,, ... im ersten Beispiel auf S. 72); wir können und wollen 
uns daher dieses Verfahren 
unbegrenzt fortgesetzt denken 
und veranschaulichen uns 
seine ersten Schritte durch 
Abb. 8. Ferner verzeichnen 
wir noch die aus der Defi- 
nition der Mengen C,, C;, 
usw. folgenden Äquivalenzen: 
CC nGmC;z.... 

Wir führen endlich eine 
letzte Menge ein. Es kann 
sein, daß in der Menge A 
sich Elemente befinden, die gleichzeitig allen Mengen A, A,, As, ... angehören 
(von denen ja jede eine eigentliche Teilmenge der vorangehenden ist); gleich- 
viel ob solche Elemente vorhanden sind oder nicht (vgl. die Beispiele auf S. 72, 
wollen wir den Durchschnitt all dieser Mengen mit D bezeichnen; D ist also dieNull- 
menge, falls keine gemeinsamen Elemente existieren. Dann läßt sich offenbar (vgl. 
Abb. 8)? die ursprünglich gegebene Menge A + B-++C auffassen als die Summe 


1 Die Zuordnungsvorschrift Y,, die die Abbildung zwischen A und A, ver- 
mittelt, kann übrigens offenbar als ein Teil der Zuordnungsvorschrift X zwischen 
A-+ B-+C und A gewählt werden; ebenso die Abbildung Y, als ein Teil von 
Y, usw. 

®2 Will man sich in Abb. 8 jeden der beiden Fälle (D=0 oder nicht) ver- 
anschaulichen, so hat man sich im ersten Fall D als ein jeweils auf die linke Be- 
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der Menge D und der unendlichvielen Mengen C, B, C,, B, Cs, Ba, ..., unter 
denen keine (D eingeschlossen) mit einer anderen ein Element gemeinsam hat. 
Ebenso können wir die Menge A + B betrachten als die Summe der Menge D 
und der unendlichvielen Mengen B, C,, B,, Ca, Ba, Cz,, ... oder — was bis auf 
die (für die Bildung der Summe gleichgültige) Reihenfolge das nämliche ist — 
als die Summe der unendlichvielen Mengen D, C,, B, C,, B,, Ca, B, usw. Unser 
Ziel, nämlich der Nachweis der Äquivalenz zwischen A+B+Cund A+B, 
ist erreicht, wenn wir eine Abbildung zwischen diesen beiden Mengen herstellen 
können. 

Um eine solche Abbildung zu ermöglichen, genügt es offenbar, zunächst die 
Mengen D, C, B, C,, B, ... und D, C, B, C,, B,, ...., als deren Summen wir 
A+B-+C und A+DB auffassen gelernt haben, einander paarweise in um- 
kehrbar eindeutiger Weise zuzuordnen und dann eine Abbildung zwischen je 
zwei solchen einander zugeordneten Mengen herzustellen. Der Inbegriff all dieser 
unendlichvielen Abbildungsvorschriften wird eine Abbildung zwischen den bei- 
den Mengen A+ B-+C und A-+ B darstellen, wesentlich deshalb, weil jedes 
Element von A + B-+C einer und nur einer einzigen der Mengen D, C, B, C,, 
B,, ... angehört; deshalb können wir nämlich immer die für die betreffende ein- 
deutig bestimmte Menge zuständige Abbildung zweifelsfrei wählen. Jene paar- 
weise Zuordnung von Mengen wollen wir nun entsprechend folgendem Schema 
vornehmen: 


Br BIcC:"D as EraFLB. GBI EC, IRPR ER 
A ! 4 4 A 4 n 
Y Y y Y Y Y 
RIED. CB ae ee aa Aare Ar 


Es soll also jede der Mengen D, B, B,, B,, ... sich selbst, von den Mengen C, 
C,, C, usw. dagegen der Bestandteil C von A + B + C dem Bestandteil C, von 
A + B, der Bestandteil C, von A+ B+C dem Bestandteil C,;, von A+B 
usw. zugeordnet werden. Die Möglichkeit der Abbildung zwischen je zwei in 
dieser Weise einander zugeordneten Mengen ist nun für die Mengen D, B, B,.... 
trivial, da hier nur jedes einzelne Element sich selbst zugeordnet zu werden braucht; 
für die Mengen C, C,, ... folgt die Möglichkeit der paarweisen Abbildung aus den 
oben (S. 74) hergeleiteten Äquivalenzen CC, — Cz....Eine Abbildung zwischen 
den Mengen A+B+C und A+DB, d.h. zwischen M und M,, ist also her- 
gestellt, der Äquivalenzsatz somit bewiesen. 


Der vorgeführte Gedankengang folgt dem ersten, von F. BERNSTEIN in CANTORS 
mathematischem Seminar in Halle gegebenen Beweis des Äquivalenzsatzes (zu- 
erst veröffentlicht 1898 in Borer [1], S. 103ff.). Der Beweis macht wesent- 
lich Gebrauch von der Folge der natürlichen Zahlen, wie sie in der abge- 
zählten Menge {C, B, C,, B,, Ca, B;, ...} verhüllt auftritt. Das Wesentliche 
des Beweises liegt offenbar darin, daß von den gegebenen unendlichen Mengen 
M und N, deren Kardinalzahl ganz beliebig ist, sich jedenfalls je abzählbar un- 
endlichviele Mengen derart abspalten lassen, daß sowohl diese wie auch die übrig- 
bleibenden Reste (oben D) paarweise äquivalent sind. Ein anderer besonders 


grenzungsstrecke der Rechtecke A, A,, ... zusammengeschrumpftes Recht- 
eck zu denken (analog dem ersten Beispiel auf S. 72). Im zweiten Fall ist D 
als ein gleichgroßes Teilrechteck der Rechtecke A, A, ... zu denken, jeweils 
an deren linker Begtenzung beginnend; die Rechtecke A, A,,... nehmen 
dann in einem gewissen (asymptotischen) Sinn gegen das Teilrechteck D 
ab, ähnlich wie die Mengen von Polygonen M,, M,, ... auf S. 72f. gegen 
®M 
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einfacher Beweis rührt von J. Könıc [4] her!. Ein etwa gleichzeitig mit BERN- 
STEIN von E. SCHRÖDER gegebener Beweis hat sich als irrig erwiesen (vgl. KoRSELT 
[3]). Von KorseLr (vgl. [3]) und anderen stammen Beweise des Äquivalenz- 
satzes, die ein Zurückgreifen auf die natürlichen Zahlen und ihre Eigenschaften 
zu vermeiden suchen, dafür aber zum Teil wesentlich abstrakteren Charakter 
besitzen; siehe die Literaturangaben bei SCHOENFLIES [8], S. 34—39, und bei 
J. Könıc [5], S. 219. 

Wir wollen den Äquivalenzsatz noch in einer anderen Form aus- 
sprechen, die für die Vergleichung von Kardinalzahlen vielfach nützlich 
ist. Sind M und N zwei Mengen und ist M einer Teilmenge von N 
äquivalent, so bestehen (vgl. das Schema auf S.71) die beiden ein- 
ander ausschließenden Möglichkeiten: N ist entweder einer gewisssen 
Teilmenge von M äquivalent oder keiner Teilmenge von M äquivalent. 
Im ersten Fall ist nach dem Äquivalenzsatz die Kardinalzahl von M 
gleich der von N, im zweiten Fall nach der Definition der Größen- 
anordnung jene kleiner als diese. Es gilt also: 

Satz5. Sind M und N Mengen mit den Kardinalzahlen m und n und 
ist M einer Teilmenge von N äquivalent, so ist m gleich oder kleiner als n 
(in Zeichen: m Sn), und umgekehrt. 

Man kann hiernach die Größenanordnung der Kardinalzahlen auch 
in folgender Form ausdrücken, die nach den Bemerkungen über die 
Größenanordnung der 'endlichen Zahlen (S. 64f.) besonders naturgemäß 
erscheinen wird: Für zwei nichtägwivalente Mengen M und N heißt 
die Kardinalzahl von M kleiner als die von N, falls M einer Teilmenge 
von N äquivalent ist. 


5. Das Problem der Vergleichbarkeit. Nachdem so die drei ersten 
der auf S. 70f. angeführten Fälle erledigt sind, bleibt nur mehr der 
vierte Fall zu betrachten, der dem Leser schon bei kurzer Überlegung 
als recht paradox erscheinen wird. Denn daß von zwei gegebenen 
Mengen keine eine Teilmenge aufweisen sollte, die zur anderen Menge 
äquivalent ist, würde die Unvergleichbarkeit der beiden Mengen und 
damit auch ihrer Kardinalzahlen bedeuten und unseren sonstigen 
Vorstellungen von Zahlen als vergleichbaren ‚Größen‘ scharf wider- 
sprechen. Es hat eines erst verhältnismäßig spät bewiesenen Satzes, 
des auf S. 195ff. zu besprechenden Wohlordnungssatzes, bedurft, um 
den strengen Nachweis zu führen, daß dieser vierte Fall überhaupt 
nicht vorkommen kann (vgl. S.205). Freilich hatte schon CANToR 
diese Tatsache behauptet und er hatte auch erkannt, daß sie nur 
durch tiefliegende Betrachtungen bewiesen werden könne; doch ist ihm 


! Vgl. für Fortbildungen des Gedankengangs dieses Beweises BanAcH [1] und 
D. Könıc [1] sowie die an letzterer Stelle angegebene Literatur, ferner für den 
ganzen Gedankenkreis (Eigenschaften der eindeutigen Abbildungen) SIERPINSKI [4] 
und LINDENBAUM-TARSKI [1], $2. Siehe auch LinDEnBAUMs Verallgemeinerungen 
des Äquivalenzsatzes in der zuletzt genannten Arbeit, S. 302f. 
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ein vollständiger Nachweis nicht gelungen. Nehmen wir dieses Ergebnis 
hier vorweg, so gelangen wir zu dem abschließenden und einfachen 
Resultat, von dem wir natürlich vorläufig keinen Gebrauch machen: 

Sind M und N irgend zwei Mengen, so sind entweder M und N äqui- 
valent oder M besitzt eine kleinere Kardinalzahl als N oder eine größere 
Kardinalzahl als N. Von zwei verschiedenen Kardinalzahlen ist also 
stets eine kleiner als die andere. 


Aufgaben. 1. Man beweise, anknüpfend an die Definition der 
Größenanordnung, die auf S. 65 ausgesprochenen Behauptungen: 
„m <n undn <m sind miteinander unverträglich“ und „aus m <n 
und n Sp folgt stets m <p“! 

2. Zum zweiten Absatz des Beweises von Satz 3 soll gezeigt werden, 
daß es jedenfalls Elemente der zweiten Klasse gibt (also #’ von 0 ver- 
schieden ist), falls man unter U, die Menge U selbst versteht (d.h. 
falls man den Beweis auf indirektem Wege führt). 

3. Inwiefern gestattet Satz 5 eine begriffliche Vereinfachung des 
Beweises des Satzes 3 (sowie auch der Ungleichungen a <cundce <f)? 

4. Man beweise das die Summen- und Durchschnittsbildung mit 
einander verknüpfende (und übrigens noch weit allgemeiner formulier- 
bare) „distributive‘‘ Gesetz (vgl. Fußnote 1 von S. 78): 


BB BE FB, Fr. 1e [ABI FE, BI + AP BI Fr 


5. Ebenso beweise man das (offenbar mit dem gleichen Recht als 
„distributiv‘‘ zu bezeichnende) Gesetz: 


A+[B, CJ=[4+B,A+C], 


dessen vollkommene Analogie mit dem in der vorigen Aufgabe genann- 
ten Gesetz (für zwei Summanden) die gleichberechtigte Stellung der 
beiden Operationen hervortreten läßt!. 
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1. Grundsätzliche Vorbemerkungen. Wir haben in den letzten Para- 
graphen ‚„unendlichgroße Zahlen‘, nämlich unendliche Kardinalzahlen, 
wirklich kennengelernt und sie ihrer Größe nach miteinander verglichen. 
Wir wollen nun untersuchen, ob und wie man mit den unendlichen Kardi- 
nalzahlen auch rechnen kann; es wird sich zeigen, daß die aus der gewöhn- 
lichen Arithmetik bekannten Operationender Addition, der Multiplikation 
und der Potenzierung sich in einer naturgemäßen Verallgemeinerung auf 
die unendlichen Kardinalzahlen übertragen lassen und auch hier völligbe- 


1 Zu dieser Erscheinung, die für die Operationen der Addition und Multipli- 
kation von Zahlen (oder Mengen, siehe $7) bekanntlich nicht gilt, vgl. man Fr. 
Kein [1]. 
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stimmte Ergebnisse liefern. Dabei bleiben sogar die in der gewöhnlichen 
Arithmetik für diese Rechnungsarten gültigen Regeln! auch für die unend- 
lichen Kardinalzahlen bestehen. Die Umkehrung der genannten Opera- 
tionen, also die Rechnungsarten der Subtraktion, der Division, des 
Wurzelziehens und des Logarithmierens, sind dagegen im Bereich der 
unendlichen Kardinalzahien nicht möglich, insofern als sie hier, wie. 
wir sehen werden, im allgemeinen entweder überhaupt nicht ausführ- 
bar sind oder wenigstens nicht zu eindeutigen Ergebnissen führen. 
Diese Tatsache, daß eine vernünftige Subtraktion oder Division 
für unendliche Kardinalzahlen nicht definiert werden kann, ist eben- 
sowenig verwunderlich wie beispielsweise der Umstand, daß für ge- 
wisse später (in den $$9 und 12) noch einzuführende Gattungen ‚un- 
endlicher Zahlen“ auch manche Gesetze der Addition und der Multi- 
plikation (z. B. schon der Satz a+b=b-+.a) nicht gültig bleiben. 
In der Tat: wenn das Reich der in der Mathematik verwendeten Zahlen 
in so grundsätzlicher Weise und in so weitem Umfang ausgedehnt wird, 
wie dies durch die Einführung der unendlichen Zahlen CANTORs ge- 
schieht, so ist keineswegs zu erwarten, daß die neuen ‚Zahlen‘ sich 
genau den nämlichen Gesetzen fügen wie die alten; vielmehr ist in 
der Mathematik (wie auch anderswo) jede Verallgemeinerung eines 
Begriffs mit der Einbuße eines Teiles der Eigenschaften des ursprüng- 
lichen engeren Begriffs verbunden. Freilich wird — entsprechend 
dem sogenannten Prinzip der Permanenz der formalen Gesetze (H. HAn- 
KEL) — bei der Definition der Rechenoperationen für die unendlichen 
Kardinalzahlen zunächst darauf zu achten sein, daß man ‚naturgemäße‘“ 
Verallgemeinerungen der entsprechenden Operationen zwischen ge- 
wöhnlichen Zahlen erhalte; ‚naturgemäß‘ u.a. auch in dem Sinn, 
daß die beim Operieren mit endlichen Zahlen gültigen Gesetze nach 
Möglichkeit auch für die neuen Operationen erhalten bleiben. Sind für 
diese aber einmal entsprechende Definitionen zugrunde gelegt, so ist 
es nicht mehr Aufgabe des Mathematikers, die in dem erweiterten 
Operationsgebiet gültigen Rechengesetze vorzuschreiben (etwa als die 
der gewöhnlichen Arithmetik), sondern umgekehrt auf Grund der ge- 
troffenen Definitionen zu untersuchen, inwieweit die alten Gesetze 
erhalten bleiben und was im übrigen an deren Stelle zu treten hat?. 


1 Solche Regeln sind namentlich: 


a+(b+fN\=(a+b)-+c, a.(b-c)=(a-b).c („assoziative Gesetze‘‘), 
a+b=b-+a, a-b=b-a (‚,kommutative Gesetze‘‘), 

a.(b+0)=a:-b+a.c, (a+b).c=a-.c+b.c (‚„distributive Gesetze‘); 
übrigens folgt offenbar auf Grund des kommutativen Gesetzes die zweite Form 

des distributiven Gesetzes von selbst aus der ersten. 

2 Diesen Gedanken hatte CANToR im Auge, als er der abschließenden Dar- 
stellung seiner Entdeckungen u.a. das Motto voranstellte: „Neque enim leges 
intellectui aut rebus damus ad arbitrium nostrum, sed tanquam scribae fideles 
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So ist es nur eine von vornherein nicht zu erwartende angenehme 
Überraschung, daß für die im folgenden definierten Operationen der 
Addition und Multiplikation unendlicher Kardinalzahlen sich die ge- 
wöhnlichen Regeln der Addition und Multiplikation als unverändert 
gültig erweisen. 

Es ist in besonderem Maß die Verkennung des vorstehend ange- 
führten Sachverhalts, was von Anfang an die Durchsetzung der Ideen 
Cantors, namentlich die Anerkennung unendlichgroßer Zahlen, er- 
schwert hat. Als charakteristisch sowohl für den Standpunkt CANTORs 
wie für den vieler unter seinen Gegnern mag etwa die folgende Bemer- 
kung Platz finden, die einem Briefe CAnToRs an G. ENESTRÖM aus dem 
Jahre 1885 entnommen ist (CAnTorR [9], S. 226): ‚Alle sogenannten 
Beweise wider die Möglichkeit aktual-unendlicher Zahlen sind dadurch 
fehlerhaft, und darin liegt ihr no@to» weddos, daß sie von vornherein 
den in Frage stehenden Zahlen sämtliche Eigenschaften der endlichen 
Zahlen zumuten oder vielmehr aufdringen, während die aktual-unend- 
lichen Zahlen doch andererseits, wenn sie überhaupt auf irgendeine 
Weise denkbar sein sollen, durch ihren Gegensatz zu den endlichen 
Zahlen ein ganz neues Zahlengeschlecht konstituieren müssen, dessen 
Beschaffenheit von der Natur der Dinge durchaus abhängig und Gegen- 
stand der Forschung, nicht aber unserer Willkür oder unserer Vor- 
urteile ist.‘‘! 

Soweit nicht anders vermerkt, geht der Inhalt dieses und des 
folgenden Paragraphen im wesentlichen auf CAnToR (vgl. besonders 
[12 I]) zurück. 


2. Addition von Mengen. Als Vorbereitung zur Definition der Addition 
und Multiplikation von Kardinalzahlen erklären wir die Addition und 
Multiplikation von Mengen (erstere wurde schon auf S. 71f. kurz 
eingeführt). Wir beginnen mit folgender 

Definition 1. Unter der Summe oder Vereinigungsmenge zweier 
Mengen M und N versteht man die Menge S, welche alle Elemente 
enthält, die in M oder in N (d. h. mindestens in @iner der beiden 


ab ipsius’naturae voce latas et prolatas excipimus et describimus.‘‘ ([12 I], 
S. 481.) Vgl. auch schon die These III aus der Habilitationsschrift [1] des 
Vierundzwanzigjährigen: ‚„Numeros integros simili modo atque corpora coelestia 
totum quoddam legibus et relationibus compositum efficere‘‘, sowie eine briefliche 
Äußerung von 1884: „Was das übrige betrifft [nämlich außer der „Kunst der 
Stilistik“ und der ‚Ökonomie der Darstellung‘ in CAnTors Arbeiten], so ist dies 
nicht mein Verdienst, ich bin in bezug auf den Inhalt meiner Arbeiten nur Be- 
richterstatter und Beamter‘ (vgl. SCHOENFLIES [12], S. 15£.). 

1 Die Kontroverse, ob die mathematischen Begriffe Schöpfungen unseres 
Denkens sind oder — so für CANTOR — unabhängig von der sie denkenden Ver- 
nunft (etwa als Ideen im Sinne PLATos) existieren, kurz: ob sie erfunden oder 
entdeckt werden, ist speziell für die Mengenlehre bis heute aktuell geblieben. 
Man vergleiche hierzu etwa HESSENBERG [6] sowie nachstehend S. 329f. 
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Mengen) vorkommen. Man schreibt wie in der gewöhnlichen Arithmetik: 
S=M-+N oder auch S=6{M, N}. 

Zu dieser Definition ist zu bemerken: Es kann vorkommen, daß 
ein und dasselbe Element in beiden Mengen M und N gleichzeitig 
enthalten ist. Auch in diesem Fall wird das betreffende Element in 
der Vereinigungsmenge natürlich nur einmal auftreten, nicht etwa 
zweimal, was für eine Menge sinnlos wäre (S. 14). 

Die angeführte Definition der Vereinigungsmenge würde genügen, 
wenn wir uns im Bereich des Endlichen befänden; denn mittels ihrer 
läßt sich der Reihe nach die Vereinigungsmenge von drei, vier, ..., 
allgemein von endlichvielen Mengen bilden. Da wir aber jetzt im 
Reich des Unendlichen operieren wollen, können wir uns hiermit nicht 
begnügen, sondern müssen auch unendlichviele Mengen zu addieren 
lernen. Wir denken uns zu diesem Zweck die zu addierenden Mengen 
M, M, M, ... als Elemente einer Menge M gegeben. Dabei soll 
die Schreibweise M,, M, usw. nur der bequemen Bezeichnung dienen, 
nicht aber etwa fordern, daß M abzählbar sei; die Menge M, deren 
Elemente lauter Mengen sind, kann vielmehr eine beliebige Kardinal- 
zahl besitzen. Wir setzen dann fest: 

Definition 2. Es sei eine Menge von Meikan gegeben: M = 
{M,, M,, M;,...}, wobei sowohl die Kardinalzahl von M wie 
die Kardinalzahlen der einzelnen Mengen M,, M, usw. beliebig 
sein können. Dann versteht man unter der Summe oder Ver- 
einigungsmenge der Mengen M,, M;,, .-.- die Menge S aller 
Elemente, die mindestens einer der Mengen M,, M,, ... angehören. 
Man schreibt: 


S=&6M =6&6{M,. M, M„..}=M+M,+M;+... 


und bezeichnet die Mengen M,, M, usw. auch als die Summanden. 

Wiederum ist ein Element, das in mehreren der Summanden M,. 
M, usw. gleichzeitig vorkommt, in die Vereinigungsmenge natürlich 
nur einmal aufzunehmen. 

Beispiele: Wir betrachten auf der Zahlengeraden die Strecken von 
0 bis 1, von 1 bis 2, von 2 bis 3 usw., ferner die Strecken von — 1 bis 0, 
von —2 bis —1, von —3 bis —2 usw. Die Mengen der Punkte 
einer jeden dieser Strecken (unter Einschluß des jeweils linken, d.h. 
durch die kleinere Zahl bezeichneten Endpunkts, oder auch jeweils 
beider Endpunkte) sollen mit M,, M,, M, usw., ferner mit M_,, M_,, 
M_, usw. bezeichnet werden. Diese unendlichvielen Punktmengen 
seien die Elemente von M. Dann wird die Vereinigungsmenge SM 
durch die Menge aller Punkte der (beiderseits unbegrenzten) Zahlen- 
geraden dargestellt. — Die nämliche Vereinigungsmenge erhält man, 
wenn man unter M, die Menge der Punkte zwischen 0 und 2, unter M, 
die der Punkte zwischen 1 und 3 usw. versteht. 
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Um ein anderes anschauliches Beispiel zu bilden, denke man an 
den auf S.9 erwähnten Wettlauf zwischen Achilles und der Schildkröte 
(vgl. die dortige Abb. 1) und bezeichne der Reihe nach mit S,, S, ... 
die Strecken, die Achilles durchläuft, um den jeweiligen Vorsprung 
der Schildkröte einzuholen; die Strecke S, hat demnach als linken 
Endpunkt den Punkt P,„ der Abb. 1 (n beliebige natürliche Zahl). 
Bezeichnet man ferner die Menge aller auf der Strecke S, gelegenen 
Punkte (einschließlich der Endpunkte) mit M„, so stellt die Vereinigungs- 
menge M,+M,; +M3 +... =M offenbar die Menge aller auf der 
Strecke von Abb. 1 gelegenen Punkte dar einschließlich ihres rechten, 
aber ausschließlich ihres linken Endpunkts. Da nicht nur diese Ver- 
einigungsmenge M, sondern auch jede der Mengen M„ (mit oder ohne 
Endpunkte) nach Satz 2 auf S. 52 die Mächtigkeit des Kontinuums be- 
sitzt, so liegt hier ein einfaches Beispiel dafür vor, daß eine durch 
eine begrenzte Strecke dargestellte Punktmenge M sich in abzählbar 
unendlichviele Teilmengen ‚„additiv zerlegen‘ läßt, von denen jede 
zu M selbst äquivalent ist. 


3. Eine Grundeigenschaft der Addition. Der Definition der Addition 
von Kardinalzahlen ist jetzt noch eine Bemerkung vorauszuschicken: 
Es seien M und N zwei verschiedene, aber äquivalente Mengen von 
Mengen, etwa 


M = {M, M;, M,, Beh und N={N, N, N, AR 


wiederum soll durch die Bezeichnung nicht etwa Abzählbarkeit zum 
Ausdruck gebracht, sondern nur angedeutet werden, welche Ele- 
mente der äquivalenten, also durch eine Abbildung miteinander ver- 
knüpfbaren Mengen M und N nach Wahl einer bestimmten Abbildung 
einander zugeordnet sind, nämlich bezüglich die Mengen M, und N,, 
M, und N, usw. Wir wollen ferner annehmen, daß je zwei hiernach 
einander entsprechende Elemente von M und N äquivalente Mengen 
seien, daß also die Beziehungen gelten: M; N, MN, M,; mwN; 
usw. Es entsteht die Frage, ob unter diesen Bedingungen auch die 
Vereinigungsmengen SM und ©N einander äquivalent sind. 

Dies ist sicher nicht allgemein der Fall, wie ein Beispiel sofort zeigt. 
Ist z.B. M, = {l, 2, 3}, M, = {4, 5}, N, = {6, 7, 8}, N, = {8, 9), so 
sind M, und N, als Mengen von je drei Elementen einander äquivalent 
und das nämliche gilt von den Mengen M, und N,, die je zwei Elemente 
enthalten. Ebenso ist {M,, M3} = {N}, N;}. Dennoch sind die Ver- 
einigungsmengen 


M,+M,={1,2,3,4,5} und N +N,={6, 7, 8, 9} 


einander nicht äquivalent; erstere umfaßt fünf Elemente, letztere aber 
nur vier, 
Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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Dies hat im vorliegenden Fall, wie der Leser sofort erkennt, seinen 
Grund darin, daß die Mengen N, und N, ein gemeinsames Element (8) 
aufweisen, die Mengen M, und M, aber nicht. Die im vorletzten Ab- 
satz aufgeworfene Frage, ob die Vereinigungsmengen SM und 6N 
äquivalent sind, läßt sich also nicht allgemein bejahen. Wohl aber 
ist sie, wie wir gleich sehen werden, dann zu bejahen, wenn 
noch die folgende Bedingung erfüllt ist: die in M auftretenden 
Mengen M,, M,, ... sind paarweise elementefremd! oder 
kurz fremd, d. h. kein Element kommt in zweien dieser Mengen 
gleichzeitig vor (oder in der Ausdrucksweise von S. 72: der Durch- 
schnitt je zweier der Mengen M,, M,, ... ist die Nullmenge), und 
dasselbe gilt für alle in N auftretenden Mengen N,, N,.... Ist 
nämlich unter dieser Bedingung ©, eine bestimmte Abbildung 
zwischen den äquivalenten Mengen M, und N,, ®, eine Abbildung 
zwischen M, und N,, ©, eine Abbildung zwischen M, und N; 
usw., so können wir eine Abbildung ® zwischen den Vereinigungs- 
mengen SM und SN folgendermaßen herstellen: ® ordnet jedes zu 
M, gehörige Element von SM dem ihm auf Grund der Abbildung ®, 
entsprechenden Element von N, zu, das ja gleichzeitig auch in SN 
vorkommt, und umgekehrt; ebenso ordnet ® die zu M, gehörigen Ele- 
mente von SM den ihnen vermöge ®, entsprechenden Elementen von 
N, (und &N) zu; entsprechend wird die Abbildung © für alle Elemente 
von SM und SN definiert. Da jedes Element von SM nur einer ein- 
zigen der Mengen M,, M, usw. angehört (infolge der vorausgesetzten 
Eigenschaft dieser Mengen, paarweise elementefremd zu sein), und da 
das Entsprechende für jedes Element von &N gilt, so wird man nie 
über die gerade zu wählende unter den Abbildungen ®,, ©, ... in 
Unsicherheit sein können, wie man dies im Beispiel des vorigen Ab- 
satzes bei dem Element 8 wäre. Durch die angegebene Vorschrift 
gewinnt man, ausgehend von den einzelnen Abbildungen ®©,, ®, usw., 
in völlig bestimmter Weise eine umkehrbar eindeutige Zuordnung ® 
zwischen den Elementen der Mengen SM und &N; © ist gewisser- 
maßen der Inbegriff der Abbildungen ®,, ©, .... Die beiden 
Vereinigungsmengen sind also wirklich äquivalent. Wir können dieses 
Ergebnis kurz so ausdrücken: 

Satz 1. Sind M und N zwei äquivalente Mengen, deren einander 
entsprechende Elemente beziehentlich äquivalente Mengen sind, so sind, 
falls sowohl M wie N je lauter paarweise elementefremde Mengen ent- 
hält, auch die zugehörigen Vereinigungsmengen SM und SN äquivalent. 


4. Addition von Kardinalzahlen. Hiermit ist die Möglichkeit ge- 
schaffen, die Addition von Kardinalzahlen zu erklären. Um nämlich 


! Vgl. den Ausdruck „teilerfremd‘‘ für ganze Zahlen, die keinen gemeinsamen 
Teiler besitzen, 
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zunächst zwei Kardinalzahlen, etwa m, und m,, zu addieren, denken 
wir uns eine beliebige Menge M, von der Kardinalzahl m, und’ 
eine beliebige zu M, elementefremde Menge M, von der Kardinal- 
zahl m,. Als die Summe der Kardinalzahlen m, und m, wird 
dann folgerichtig. die Kardinalzahl der Vereinigungsmenge M, + M, 
zu erklären sein, wie es der Fall endlicher Mengen M, und M, 
nahelegt. Diese Festsetzung hat freilich nur dann überhaupt einen 
vernünftigen Sinn, wenn hiernach das Ergebnis der Addition davon 
unabhängig-ist, welche Mengen M, und M, als Vertreterinnen der 
Kardinalzahlen m, und m; im besonderen Fall gerade gewählt wurden. 
Satz 1 zeigt, daß diese Unabhängigkeit wirklich vorhanden ist. Denn 
werden an die Stelle von M, und M, zwei andere, gleichfalls elemente- 
fremde, Mengen N, und N, von den nämlichen Kardinalzahlen m, 
und m; gesetzt, so daB M, N, M;, m N,, so ist nach Satz 1 die Ver- 
einigungsmenge N, + N, äquivalent der Menge M, + M,; die Kar- 
dinalzahlen dieser beiden Mengen sind also gleich. Die Addition der 
Kardinalzahlen m, und m, ergibt somit bei der zweiten Ausführung das 
gleiche Ergebnis wie das erstemal. 

Ohne diese Erklärung der Addition zweier Kardinalzahlen besonders 
zu formulieren, wollen wir die Addition von Kardinalzahlen gleich für 
den allgemeinsten (in Def. 2 auf S.80 für Mengen ins Auge gefaßten) 
Fall definieren, in dem die zu addierenden Kardinalzahlen in beliebiger 
endlicher oder unendlicher Zahl vorliegen. 


Hierbei ist zunächst noch eine Schwierigkeit formaler Art aus dem Weg zu 
räumen. Die Addition gleicher Mengen zueinander ist offenbar bedeutungslos, 
da M+ M=M und allgemein die Hinzufügung eines schon einmal vorhandenen 
Summanden die Vereinigungsmenge nicht berührt. Anders ist es bei Kardinal- 
zahlen, wie schon die Addition endlicher Kardinalzahlen (z. B. 2-+2) nahelegt; hier 
haben wir der Möglichkeit Raum zu lassen, daß die nämliche Kardinalzahl öfters 
— auch unendlich oft — als Summand auftritt, allgemein so oft, wie durch eine 
gewisse (endliche oder unendliche) Kardinalzahl ausgedrückt wird. Es geht daher 
nicht an, die zu addierenden Kardinalzahlen sich als die Elemente einer Menge 
gegeben zu denken, wie es für die Addition von Mengen in Definition 2 geschah; 
denn je zwei Elemente einer Menge sind ja stets voneinander verschieden (S. 14), 
werden also nicht (oder höchstens in logisch gezwungener Weise) die nämliche 
Kardinalzahl darstellen. 

Diese Klippe kann man unter Zuhilfenahme des auf S. 17f. eingeführten 
Funktionsbegriffs — also des Begriffs der eindeutigen, wenn auch nicht umkehr- 
bar eindeutigen Zuordnung — leicht vermeiden. Geht man nämlich von einer be- 
liebigen endlichen oder unendlichen (wiederum nicht etwa als abzählbar voraus- 
gesetzten) Menge M = {m,, ma, m;, ...} aus, so kann man Funktionen (m) ins 
Auge fassen, deren Argument m sämtliche Elemente von M zu durchlaufen hat, 
während die Funktionswerte stets Kardinalzahlen sein sollen. Da die Funktionen 
nicht umkehrbar eindeutig zu sein brauchen, so ist die Möglichkeit gegeben, daß 
von einer bestimmten solchen Funktion f(m) derselbe Funktionswert wiederholt 
angenommen wird, mit anderen Worten: daß verschiedenen Argumentwerten 
My, Mg, ... dieselbe Kardinalzahl = f(m,) =f(m,) =... entspricht. Genauer: 
solange m’ eine Kardinalzahl bedeutet, die gleich oder kleiner ist alsdie Kardinalzahl 
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von M, die also (Satz5 auf S.76) einer Teilmenge M’ von M als Kardinalzahl 
zugehört, läßt sich die Funktion f(m) so einrichten, daß sie eine und dieselbe 
Kardinalzahl f gerade m’-mal darstellt, während m die Elemente von M durch- 
läuft; man braucht zu diesem Zwecke nur z.B. .f(m) =! zu setzen für alle m, 
die der Teilmenge M’ angehören, sonst aber verschieden von f. Die erforderliche 
Bewegungsfreiheit hinsichtlich der Summanden einer Summe von Kardinal- 
zahlen wird also gewährleistet sein, wenn man von einer Menge M ausgeht und 
die als Summanden gewünschten Kardinalzahlen sich den einzelnen Elementen 
von M eindeutig zugeordnet denkt (etwa durch eine in M definierte Funktion). 

Ist z.B. M die Menge der reellen Zahlen m zwischen 0 und 2, diese beiden 
Grenzen eingeschlossen, und wird f(m) definiert durch die Vorschrift: 

f{m) = 5 für ganzzahlige m, /(m) = 10 für rational gebrochene m, f{m) =a 

für irrationale m, 
so erhält man in den Funktionswerten /(m) die Kardinalzahl 5 dreimal, die Kar- 
dinalzahl 10 abzählbar unendlich oft, die Kardinalzahl a (der abzählbaren Mengen) 
kontinuierlich oft, d.h. so oft, wie die Mächtigkeit c des Kontinuums angibt 
(vgl. Aufgabe 3 auf S. 64). Ist andererseits etwa M die Menge der natürlichen 
Zahlen m und wird die Funktion /(m) = c (also konstant) gesetzt, so erhält man 
die Mächtigkeit des Kontinuums abzählbar unendlich oft. 


Hiernach können wir festsetzen: 

Definition 3. Es seien beliebig (endlich oder unendlich) viele Kardinal- 
zahlen, die auch sämtlich oder teilweise gleich sein können, etwa in 
der Weise gegeben, daß jedem Element (m,, m,, ...) einer gewissen 
— keineswegs als abzählbar vorausgesetzten — Menge M eindeutig 
je eine bestimmte Kardinalzahl (m,, m,, ...) zugeordnet ist. Um die 
Summe all dieser Kardinalzahlen zu bilden, ist folgendermaßen zu ver- 
fahren: Man wähle zu jedem Element m,, m,, ... von M (also zu jeder 
der Kardinalzahlen m,, m, usw.) je eine — im übrigen beliebige — Menge 
M,,M;,,... von eben jener Kardinalzahl als ‚‚Vertreterin‘ der Kardinal- 
zahl, so daß M, die Kardinalzahl m, besitzt usw.; die Wahl dieser 
Vertreterinnen sei lediglich durch die Bedingung eingeschränkt, daß 
die gewählten Mengen paarweise elementefremd sein sollen. Man bilde 
schließlich die Vereinigungsmenge S=M, +M,;,+M,+-.:; ihre 
Kardinalzahl sei |. Dann wird j als die Summe aller gegebenen 
Kardinalzahlen bezeichnet; man schreibt: 


ae 


Ganz kurz, wenn auch weniger scharf läßt sich diese nur der For- 
mulierung nach umständliche, in der Sache höchst einfache Definition 
so fassen: Unter der Summe gegebener Kardinalzahlen versteht man 
die Kardinalzahl der Summe „zugehöriger‘ Mengen (nämlich solcher 
von den gegebenen Kardinalzahlen). 

Man erkennt auf Grund des Satzes 1 genau wie bei der Addi- 
tion zweier Kardinalzahlen daß auch das Ergebnis der allgemeinen 
Addition unabhängig davon ist, welche Mengen M,,M, usw. als Ver- 


treterinnen der Kardinalzahlen m, m, usw. im besonderen Fall gewählt 
werden. 
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Beispiel: Als Summanden seien sämtliche endlichen von 0 ver- 
schiedenen Kardinalzahlen gegeben (oder umständlicher gemäß Defini- 
tion 3: M sei eine abzählbare Menge, etwa M = (1, 2,3,...}, wobeidann 
einfach / (m) = m gesetzt werde). Wählen wir M| = {a}, M, = {a,, az}, 
M; = {a,, a,, ag} usw., wobei die im übrigen ganz beliebigen Elemente 
@,, @,, A; usw. sämtlich untereinander verschieden sein mögen, so be- 
sitzt M, die Kardinalzahl 1, M, die Kardinalzahl 2, M, die Kardinal- 
zahl 3 usw. Es ergibt sich als Summe der Mengen M,, M, usw.: 


S=M, +M,+M;+-.. >= {a 4, 4,46 454g ...}, 
d.h. S ist eine abzählbare Menge. Daher ist: 
1+2+3+4+...=a. 


Der Leser beachte, daß auf diese Weise eine Addition unendlichvieler 
natürlicher Zahlen möglich ist, die nichts mit der sogenannten Sum- 
mierung „unendlicher Reihen“ zu tun hat und natürlich in der gewöhn- 
lichen Arithmetik sinnlos wäre. 


5. Formale Rechenregeln und Beispiele. Bevor wir jetzt weitere Bei- 
spiele für die Addition von Kardinalzahlen anführen, sei noch darauf hin- 
gewiesen, daß die zwei Grundregeln der gewöhnlichen Addition, nämlich 

a+b=b+a und a+b+c=a+(b+c0)=(a+b)+c!, 
entsprechend auch für die Addition endlich- oder unendlichvieler 
Mengen oder Kardinalzahlen gelten; man bezeichnet diese Regeln 
als kommutatives und assoziatives Gesetz der Addition. Das Bestehen 
der ersten Regel — also der beliebigen Vertauschbarkeit der Reihen- 
folge der Summanden in einer Summe von endlich- oder unendlich- 
vielen Mengen oder Kardinalzahlen — liegt daran, daß es bei der Bil- 
dung der Vereinigungsmenge gemäß Definition 2 auf die Reihenfolge 
ja überhaupt nicht ankommt. 

Auch das assoziative Gesetz, das die Gleichgültigkeit irgend- 
welcher Zusammenfassungen der Summanden bei der Addition aus- 
drückt, ist aus der Definition der Addition ohne Schwierigkeit herzu- 
leiten. Ist nämlich die Menge von Mengen 
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gegeben, wobei wiederum die Indizes wie überhaupt die ganze Be- 
zeichnungsweise nur der Bequemlichkeit dienen, so setzen wir: 


BEN oyeN {PıPa...}=P 19 On... =Q usw, 


I In der Arithmetik, wo es genügt die Addition zweier Summanden zu er- 
klären, kann man die Summe a + b + c durch eine der rechtsstehenden Klammer- 
formen definieren; in unserem Fall aber, wo unendlichviele Summanden möglich 
sind und daher die Definitionen 2 und 3 diesen allgemeinen Fall sogleich mitum- 
fassen müssen, enthält die obige Formel zwei verschiedene Behauptungen. 
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sodaßN,P,0,... Teilmengen von M darstellen, die paarweise elemente- 
fremd sind und zusammengenommen alle Elemente von M umfassen. 
Dann ist: 


SM=&N+6P+SQ+...; 


denn jedes Element der linksstehenden Vereinigungsmenge kommt - 
auch in der rechtsstehenden vor und umgekehrt, wie eine leichte Über- 
legung zeigt. Die soeben angeschriebene Gleichung drückt aber offen- 
bar das assoziative Gesetz der Addition für Mengen in allgemeinster 
Form aus; nach Definition 3- folgt daraus unmittelbar das nämliche 
Gesetz für Kardinalzahlen. 

Wir wenden nunmehr die Definition der Addition von Kardinal- 
zahlen auf einige Beispiele an. Für die uns bisher bekannten Kardinal- 
zahlen ist das Ergebnis der Addition leicht zu ermitteln. 

Vor allem fällt die so eingeführte Addition der Kardinalzahlen, 
wenn man endliche Kardinalzahlen ins Auge faßt und deren zwei oder 
endlichviele addiert, mit der gewöhnlichen Addition natürlicher Zahlen 
zusammen; der Leser wird im Anschluß an das Beispiel von Seite 81 
unten sich leicht Beispiele hierfür bilden und dann die allgemeine 
Gültigkeit dieser Übereinstimmung erkennen. 

Nach Satz 2 auf S. 30 wird die etwaige Eigenschaft einer unendlichen 
Menge, abzählbar zu sein, nicht dadurch geändert, daß zu ihren Ele- 
menten noch endlichviele weitere Elemente hinzugefügt werden. Dies 
besagt: 

nta=atn=a, 


falls n irgendeine endliche Kardinalzahl bedeutet. 

Da für M={1,3,18,7,.... N =#2,4,16,”8,...%,sich ergibt: 
M+N={1,2,3,4,...} und da alle drei Mengen M, N, M--N 
abzählbar sind, so folgt (vgl. Satz 2 auf S. 30): 


02-1207 


Ebenso ist daher auch ata+...+a=a, wo a endlich oft als 
Summand gesetzt gedacht ist. 

“ Nach Satz 2 auf S. 52 besitzt sowohl die Menge aller Punkte zwischen 
den Punkten 0 und 1 der Zahlengeraden wie auch die Menge aller Punkte 
zwischen den Punkten 1 und 2 die Kardinalzahl ce und das nämliche 
gilt auch von der Menge aller Punkte zwischen 0 und 2. Es besteht 
also die Beziehung 


ne 


und daher für endlichviele Summanden: c+c+...+c0=c. 
Wir betrachten weiter die Menge M, die aus allen reellen Zahlen 
zwischen O0 und 1 und noch dazu allen natürlichen Zahlen besteht; 


$ 7. Addition und Multiplikation der Kardinalzahlen. 87 


die Kardinalzahl von M ist hiernach offenbar c + a, andererseits nach 
Satz 6 auf S.42 = c, d.h. es gilt 


rare 


Zür Übung beweisen wir diese Beziehung noch auf anderem Wege, in- 
dem wir nämlich M mit der Menge N vergleichen, die alle reellen Zahlen 
umfaßt und also nach Satz 3 auf S.52 die Kardinalzahl c besitzt. 
M ist eine Teilmenge von N, also gewiß äquivalent einer Teilmenge 
von N; da andererseits N äquivalent ist der Menge aller reellen Zahlen 
zwischen 0 und 1, ist auch umgekehrt N äquivalent einer Teilmenge 
von M. Nach dem Äquivalenzsatz (S. 71) sind daher M und N äqui- 
valent, d. h. auch M besitzt die Kardinalzahl c. 

Man kann die Beziehung e+a=c z.B. auch dahin deuten, daß 
die Menge aller transzendenten Zahlen, vereinigt mit der Menge aller 
algebraischen Zahlen, als Summe die Menge aller reellen Zahlen er- 
gibt (vgl. S. 54). 

Als Beleg dafür, wie auch ohne ‚‚inhaltliche‘“‘ Überlegungen schon 
an dieser Stelle durch rein ‚formale‘ Rechnung neue Regeln ge- 
folgert werden können, diene die folgende Herleitung der (auch aus 
Satz 6 auf S.42 zu folgernden) Beziehung 


e+n=c (n beliebige endliche Kardinalzahl), 


die sich auf das assoziative Gesetz und die schon bewiesenen Regeln 
ce=tet+aunda+tn=a stützt: 


e+n=(c+o)+tn=c+latn)=c+ta=c. 


Übrigens gilt Entsprechendes für jede unendliche Kardinalzahl m. 
Denn aus Satz 6 auf 5.42 folgt: 


m=-m+r=m-+a: 


6. Multiplikation von Mengen. Wir gehen jetzt zur Multiplikation 
von Mengen und Kardinalzahlen über und beginnen mit folgender 
Definition, die durch eine alsbald anzustellende Erwägung nahege- 
legt wird: 

Definition 4. Zwei beliebige Mengen M und N seien gegeben. Um 
das Produkt von M und N herzustellen, bilden wir alle verschiedenen 
Elementepaare (m, n), deren einer Bestandteil m alle Elemente von 
M durchläuft, während für den anderen Bestandteil n alle Elemente 
von N eingesetzt werden sollen. Die Menge P, deren Elemente alle 
verschiedenen derartigen Elementepaare sind, wird das Produkt oder 
die Verbindungsmenge der Mengen M und N genannt; man schreibt 
Z=M"N. 
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Über die Natur der hier eingeführten Paare ist folgendes zu bemerken: Zwei 
Paare (m,, nı) und (m;, n,) gelten nur dann als gleich, wenn sie erstens in den ein- 
zelnen Bestandteilen übereinstimmen (also mı = Mg, n, = nz ist) und zweitens 
die gleichen Bestandteile beidemal der nämlichen Menge (M bzw. N) entnommen 
sind, also nicht etwa m, ein Element von M und m, ein Element von'N darstellt. 
Diese zweite Bedingung ist überflüssig, wenn die Mengen M und N elemente- 
fremd sind, erfordert dagegen genaue. Beachtung, falls M und N gemeinsame 
Elemente enthalten. Ist z.B. M = {l, 2, 3}, N = {l, 2}, so ist das Paar (1, 2), 
in dem l ein Element von M und 2 ein Element von N ist, verschieden von dem 
Paar (2, 1), indem 2 aus M, 1 aus N entnommen ist. Man kann in solchen Fällen, 
um Verwechselungen ein für allemal auszuschließen, die Zugehörigkeit eines Ele- 
ments zu einer bestimmten Menge durch die Reihenfolge der Elemente innerhalb 
des Paars andeuten, also z. B. verabreden, daß in jedem Paar (m, n) stets das erste 
Element m aus M, das zweite Element n aus N stammt. Dann hat man natürlich 
auf die Reihenfolge der Elemente innerhalb eines Paars scharf zu achten, also die 
Paare (m,, n,) und (n,, m,) als voneinander verschieden zu betrachten. Diese Ver- 
abredung ist aber nicht notwendig. Man kann statt dessen z. B. unterhalb jedes 
Elements in jedem Elementepaar (gewissermaßen als Index) die Menge notieren 
oder sich notiert denken, der das Element entnommen ist; oder auch, was auf 
dasselbe hinauskommt, jedes Element des Paares seinerseits durch ein Paar er- 
setzen, dessen einer Bestandteil das betreffende Element ist, während das andere 
die Menge darstellt, der das Element entnommen gedacht ist. Bei solchem Vor- 
gehen braucht man auf die Reihenfolge der Elemente im Paar in keiner Weise 
mehr zu achten, sondern hat zwei Elementenpaare dann und nur dann als gleich 
zu betrachten, wenn sie die nämlichen Elemente aus den nämlichen Mengen in 
irgendwelcher Reihenfolge enthalten; die Paare sind einfach Mengen mit zwei 
Elementen. Für gewöhnlich ist allerdings die Schreibweise unter Beachtung 
der Reihenfolge, also die Benutzung geordneter Paare, bequemer und daher 
auch üblich. Da es dann für die Paare, und ebenso für die durch Definition 5 
einzuführenden Komplexe, auf die Anordnung der Elemente wesentlich an- 
kommt, während in einer Menge die Anordnung der Elemente gar keine Rolle 
spielt, werden zur Unterscheidung die Paare und Komplexe durch runde Klam- 
mern und nicht wie die Mengen durch geschweifte gekennzeichnet. — Sind die 
Mengen M und N elementefremd, so fallen diese Erwägungen und jede Beachtung 
der Reihenfolge im Elementepaar ohnehin fort; in diesem Falle kann man sich 
die runden Klammern stets durch geschweifte wie bisher ersetzt denken. Man 
kann sich in praxi immer auf elementefremde Faktoren beschränken (vgl. S. 315) 
und verfährt zweckmäßigerweise so, um sich den angedeuteten — wenn auch 
nur formalen — Schwierigkeiten ein für allemal zu entziehen. 


Weshalb man das Produkt zweier Mengen auf die oben angeführte 


Weise definiert, wird an einem Beispiel sofort anschaulich. Es sei 
etwa M = {m,, m,, ms}, N = {n,, n,}; dann wird 


P=M'N ={(m, n,), (m, n,), (m, N), (Ma, n.), (ms, nı), (m; n5)}. 


Man erkennt, daß allgemein für den Fall endlicher Mengen M und 
N die Anzahl der Elemente der Verbindungsmenge gerade das Produkt 
ist, das sich durch Multiplikation der Anzahl der Elemente von M 
mit der Anzahl der Elemente von N ergibt. Da wir (wie bei der Ad- 
dition) das Produkt von Mengen als Vorstufe zur Erklärung des Pro- 
duktes von Kardinalzahlen einführen, so stellt unsere Definition eine 
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naturgemäße Verallgemeinerung der für endliche Mengen passenden 
Definition auf beliebige unendliche Mengen dar. 

Man könnte das Produkt zweier Mengen (oder besser dann zunächst 
zweier Kardinalzahlen) auch ebenso wie in der Arithmetik der end- 
lichen Zahlen einführen, nämlich mittels wiederholter Addition gleicher 
(bzw. äquivalenter) Summanden; man hätte dann Satz5 (S.94) als 
Ausgangspunkt, den Inhalt der obigen Definition 4 als beweisbare Fol- 
gerung daraus. Der Nachteil eines derartigen Verfahrens liegt darin, 
daß es sich lange nicht so bequem wie das hier verwandte auf be- 
liebig viele Faktoren ausdehnen läßt. 

Entsprechend wie bei der Addition gehen wir jetzt von der Multi- 
plikation zweier Mengen zur Multiplikation beliebig vieler (endlich- oder 
unendlichvieler) Mengen über. Es werde also erklärt: 

Definition 5. Es sei eine beliebige. Menge M von Mengen gegeben: 
M={M, M, M,, ...}; M braucht nicht etwa abzählbar zu sein. 
“Man bilde alle Elementekomplexe 


pP = (m, m,, m;,...), 


wobei unabhängig voneinander m, alle Elemente von M,, m; alle Ele- 
mente von M,, m, alle Elemente von M, durchläuft usw., so daß aus 
jeder der in M enthaltenen Mengen je ein einziges Element in 2 vor- 
kommt; dann nennt man die Menge P, deren Elemente alle möglichen 
verschiedenen Komplexe # sind, das Produkt oder die Verbindungs- 
menge der Mengen M,, M, M;, .., welche auch als Faktoren des 
Produkts bezeichnet werden. Man schreibt: 


P=®83M =%{[M, M, MSN MFMYMNV. ; 


Ganz entsprechend wie bei der Multiplikation zweier Mengen ist zu Defini- 
tion 5 zu bemerken, daß es zwar an sich auf die Reihenfolge der einzelnen Ele- 
mente im Komplex nicht ankommt, daß aber zwei. Komplexe nur dann als gleich 
zu betrachten sind, wenn sie die nämlichen Elemente aus den nämlichen Mengen 
enthalten. Sind also die Mengen M,, M, usw. nicht paarweise elementefremd!, 
so kann der Fall vorkommen, daß zwei Komplexe die nämlichen Elemente ent- 
halten, ohne doch als gleich angesehen werden zu können. In diesem Fall kann 
man zur Vermeidung von Verwechslungen sich zu jedem Element die zugehörige 
Menge als Index oder sonstwie vermerkt denken oder auch, was bequemer und 
üblicher ist, in der Schreibweise eine bestimmte Reihenfolge der Elemente im 
Komplex innehalten. Wie immer nach dieser Richtung verfahren wird, so ist 
doch klar, daß die Reihenfolge der Faktoren in dem Produkt M,'MyM;°'- 
keineswegs wesentlich ist, sondern daß die Verbindungsmenge begrifflich unab- 


1 Man kann übrigens, indem man die Definition 5 entsprechend wie Definition 3 
— also etwas umständlicher als oben — beginnen läßt, ersichtlich sogar die 
Möglichkeit einschließen, daß die Faktoren sämtlich oder teilweise einander gleich 
sind, muß dann freilich die Reihenfolge der Elemente im Komplex beachten. Im 
Hinblick auf Definition 6, deren wesentliche Vorstufe Definition 5 ist, besteht indes 
hierzu in der Regel kein Bedürfnis. 
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hängig ist von der Reihenfolge, in der die Faktoren auftreten. Sind die Faktoren 
M,, M; usw. paarweise elementefremd, so sind all diese Vorsichtsmaßregeln über- 
flüssig; die Komplexe sind dann gewöhnliche Mengen, nämlich die Mengen, die aus . 
jedem Faktor je ein einziges Element enthalten. 


Beispiel: Die Menge M sei abzählbar, also M = {M, M, M,: 
M,, M,, ...}. Die Elemente von M seien folgende: 

M,={m, nm},  M,={m,n} M;={m}, M,= {m}, 
wobei die Elemente m,, N, Mg, Na, Ms, My, M;, . .. beliebig sein können; ° 
M, und M, enthalten also je zwei Elemente, während alle weiteren 
Mengen nur je ein einziges Element besitzen. Dann lassen sich aus 


den Elementen dieser unendlichvielen Mengen nur die folgenden vier 
verschiedenen Komplexe bilden: 


(m, Mg, My, My, M;,...), 
(m, Ng, Ms, My Ms »..), 
(N, Mg, My, My Ma. .); 
(N,, N, Ms, Mi My =); 


die Menge dieser vier Elemente ist also die Verbindungsmenge BM. — 
Wird unter einem der Elemente von M, z.B. unter M,, die Null- 
menge verstanden (die überhaupt kein Element enthält), so gibt es 
keinen einzigen Komplex, der aus jeder der Mengen M,, M,, M, usw. 
je ein Element enthält. Die Menge aller Komplexe schrumpft dann - 
selbst auf die Nullmenge zusammen; das tritt ersichtlich immer ein, 
wenn unter den Faktoren des Produkts die Nullmenge vorkommt. 

Umgekehrt kann sich offenbar auch nur dann die Verbindungs- 
menge auf die Nullmenge reduzieren, wenn unter den Faktoren die 
Nullmenge auftritt. Denn anderenfalls enthält ja jeder der Faktoren 
mindestens ein Element, es gibt also auch mindestens einen Komplex, 
in dem je ein Element aus jedem Faktor auftritt. Wir können also 
das einem bekannten Satz der Arithmetik (vgl. Satz 6 auf S.94) 
analoge Ergebnis feststellen: 

Satz 2. Ein Produkt von Mengen ist stets dann und nur dann gleich 
der Nullmenge, wenn unter den Faktoren die Nullmenge vorkommt. 

Um von der Multiplikation von Mengen zu der von Kardinalzahlen 
übergehen zu können, haben wir wieder die entsprechende Hilfsbetrach- 
tung wie bei der Addition (S. 81f.) anzustellen. Es seien nämlich zwei 
verschiedene, aber äquivalente Mengen von Mengen gegeben, deren 
Elemente diesmal nicht (wie damals) paarweise elementefremd zu sein 
brauchen: 


M=HM, MM EN = N, De 


wiederum soll (wie dort) die gewählte Bezeichnungsweise nicht 
etwa die Abzählbarkeit von M und N fordern, wohl aber eine be- 
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stimmte Abbildung zwischen den beiden äquivalenten Mengen M und 
N andeuten, nach der M, und N,, M, und N, usw. jeweils einander 
entsprechen. Ferner sollen je zwei hiernach einander zugeordnete 
Mengen selber äquivalent sein, also MN, M,;,—=N, usw. Dann 
erkennt man in ganz ähnlicher Weise wie bei der Addition (Beweis 
des Satzes 1, S. 82), daß auch die Verbindungsmengen BM und BN 
äquivalent sind, d.h. daß es eine Abbildung zwischen ihnen gibt. Also: 
Satz 3. Sind M und N zwei ägqwivalente Mengen, deren einander 
entsprechende Elemente beziehentlich äquivalente Mengen sind, so sind 
auch die zugehörigen Verbindungsmengen BM und BN ägquivalent. 


7. Die Multiplikation von Kardinalzahlen und ihre Regeln. Auf Grund 
. des Satzes 3 läßt sich nunmehr die Multiplikation von Kardinalzahlen 
folgendermaßen erklären: 

Definition 6. Es seien beliebig (endlich oder unendlich) viele Kar- 
dinalzahlen m,, m;, ..., die auch sämtlich oder teilweise gleich sein 
können, etwa in der Weise! gegeben, daß jedem Element einer gewissen 
Menge M eindeutig je eine bestimmte Kardinalzahl zugeordnet ist. 
Um das Produkt all dieser Kardinalzahlen zu bilden, ist folgender- 
maßen zu verfahren: Man wähle zu jedem Element von M (also zu 
jeder der gegebenen Kardinalzahlen) je eine Menge von eben jener 
Kardiyalzahl als „Vertreterin“ der Kardinalzahl — zweckmäßiger- 
weise so, daß die Vertreterinnen paarweise fremd oder zum mindesten 
verschieden sind — und bilde die Verbindungsmenge sämtlicher als 
Vertreterinnen gewählten Mengen; die Kardinalzahl dieser Verbindungs- 
menge seip. Dann wird p als das Produkt aller gegebenen Kar- 
dinalzahlen bezeichnet; man schreibt: 


» =m, ’ mz>*. 


Oder kürzer: Unter dem Produkt gegebener Kardinalzahlen ver- 
sieht man die Kardinalzahl des Produktes ‚zugehöriger‘ Mengen 
‚(nämlich solcher von den gegebenen Kardinalzahlen). 

Werden bei Anwendung dieser Definition die als Vertreterinnen ge- 
wählten Mengen durch irgendwelche andere, bezüglich äquivalente 
Mengen ersetzt, so ist die neue Verbindungsmenge der ursprünglichen 
äquivalent, wie Satz 3 zeigt. Man gelangt also, unabhängig von der 
besonderen Wahl der Vertreterinnen, stets zur nämlichen Kardinal- 
zahl p als Ergebnis der Multiplikation. Dies muß offenbar der Fall 
sein, damit unsere Definition wirklich einen eindeutigen Sinn habe. 

Der Anführung von Beispielen (S. 96) werde vor allem die wichtige 
Bemerkung vorangeschickt, daß die Grundregeln der Multiplikation und 


1 Für den Grund, weshalb man sich die Kardinalzahlen m,, M;, .... in dieser 
etwas umständlichen Art gegeben denkt, vergleiche man die der Definition 3 
vorangeschickten Bemerkungen (S. 83f.). 
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der Verknüpfung der Addition mit der Multiplikation, wie sie in der 
gewöhnlichen Arithmetik gelten, auch für das Rechnen mit beliebigen 
Kardinalzahlen bestehen bleiben. Es sind dies die Rechenregeln (vgl. 
die Fußnote auf S. 78) 


db =b-u, a.b>c:—=a "10°C, —=ia=b)°C, 
a-(b+c)=a:'b-+ta:rc, (a +b)- c=a:c+bec. 


Diese Regeln gelten in unserem jetzigen Gebiet nicht nur für zwei 
bzw. drei oder endlichviele, sondern auch für unendlichviele Kardinal- 
zahlen. Wie man sich nämlich durch Anwendung der Definition der 
Verbindungsmenge und (bei der zweiten Regel) durch Wahl ge- 
eigneter Abbildungen ohne Schwierigkeit überzeugt, gelten zunächst 
für drei beliebige Mengen A, B, C stets die Beziehungen: 


A-B=B-A. A-B-C-A-(B-O)-(4-B):C, 
Au(B +C)=AsB + A:Chn ABC ACH BC, 


Geht man von den Mengen selbst zu ihren Kardinalzahlen über (und 
nimmt man in den beiden letzten Beziehungen B und C bzw. A und B 
als elementefremd an), so ergeben sich daraus die obigen Rechen- 
regeln für Kardinalzahlen; von der ersten ist übrigens schon in der 
Formulierung der Definition 6 vereinfachender Gebrauch gemacht? Auf 
entsprechendem Weg läßt sich weiter die Gültigkeit jener Regeln nicht 
nur für zwei oder drei Kardinalzahlen, sondern für beliebig viele Kar- 
dinalzahlen feststellen. Wir können diese Ergebnisse mit den auf S. 85f. 
für die Addition erhaltenen in folgenden Satz zusammenfassen: i 

Satz 4. Die Addition wie auch die Multiplikation von Kardinal- 
zahlen sind kommutative und assoziative sowie in Verbindung miteinander 
distributive Operationen. 


1 In dieser Beziehung sind die drei miteinander verglichenen Verbindungs- 
mengen nicht miteinander identisch, sondern nur einander äquivalent. In der Tat 
ist z. B. das Element (a, (b, c)) der Menge A-(B-C) im allgemeinen verschieden 
von dem Element ((a, b),c) der Menge (4-B)-C und beide sind verschieden von 
dem Element (a, b, c) der Menge A-B-C. Ordnen wir aber diese drei Elemente 
und ebenso je drei im gleichen Sinne zusammengehörige andere Elemente der 
drei Mengen einander zu, so entstehen dadurch Abbildungen zwischen den Mengen 
A-B:-C, A-(B-C) und (4-B):C, die die Äquivalenz der drei Mengen erweisen. — 
Genau Entsprechendes würde übrigens von den Mengen A-B und B-A gelten, 
falls man im Sinn der Bemerkungen von S.88 und 89f. bei der Bildung der 
Verbindungsmenge die Reihenfolge der einzelnen Elemente im Komplex als 
wesentlich betrachten wollte; dann wären A-B und B-A nicht mehr gleich, 
sondern nur noch äquivalent (was sich fürs Folgende als gleichgültig erweist). 
Im Wesen der Sache liegt es aber vielmehr, die Komplexe als Mengen schlecht- 
hin und demgemäß die Produkte AB und B'A als gleich anzusehen. Man 
mache sich den (nur formalen) Unterschied beider Auffassungen etwa an Hand 
des Beispiels 4 11, 2ER eB E23 de kan 
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Das assoziative Gesetz für Mengen wollen wir für den Fall unendlichvieler 
Faktoren noch besonders in einer speziellen Form aussprechen, wobei wir wiederum 
die Bezeichnungsweise von S. 85 unten benutzen. Ist wie dort 


M={N, Ns, Er 2 Ds, Fun 9. Oasseyes aaa; 

Den 8 1p.B0,0= 10, 0nu.a}, 
so daß die paarweise elementefremden Mengen N, P, Q,.... mit M durch die 
Beziehung 


M=N + P + 0) E= ...“ 
verknüpft sind, so besagt das assoziative Gesetz der Multiplikation: 
(A) BN-BP-BO---BM=PBINHPLOHL:-)). 


Diese Form des assoziativen Gesetzes erweist sich als besonders geeignet 
für den Beweis der ersten der auf S. 109 anzuführenden Potenzregeln. 


Gänz wie bei den endlichen Zahlen bestehen für eine beliebige 
Kardinalzahl m die Beziehungen!: 


m=-ml m+m=m2, m2+m=m:3 usw. 
oder allgemein, wenn n eine beliebige endliche Kardinalzahl bedeutet: 


MENT: = min. 

 Summandn 
Dabei sind unter 1, 2, 3 usw. die so bezeichneten endlichen Kardinal- 
zahlen zu verstehen, deren Multiplikation mit anderen endlichen oder 
unendlichen Kardinalzahlen ja durch Definition 6 völlig erklärt ist. 

Die Richtigkeit dieser Beziehungen erkennt man dadurch, daß 

man jeweils die linke Seite nach der Definition der Addition, die rechte 
Seite nach der Definition der Multiplikation berechnet; die dabei 
schließlich linkerseits auftretende Vereinigungsmenge erweist sich dann 
als äquivalent der rechterseits entstehenden Verbindungsmenge, d.h. 
die angeschriebenen Beziehungen treffen wirklich zu. Um uns z.B. 
von der Gleichheit zwischen m + m und m-2 zu überzeugen, bilden wir 
eine Menge von der Kardinalzahl m :M = fa, b,c,...}, ferner eine zweite 
ebensolche (also zu M äquivalente) und zu M elementefremde: M’ = 
{a', #, c’, ...}, endlich eine Menge von 2 Elementen: N = {n, ’}. 
Dann entspricht der Kardinalzahl m + m die Vereinigungsmenge 


I M-EMG—= fa, bu. nahe, ur 


1 Im folgenden wird an die Auffassung angeknüpft, daß in einem Produkt 
m-n der an erster Stelle stehende Faktor m den Multiplikanden, der zweite 
Faktor n den Multiplikator darstellen soll; hiernach würde die Multiplikation 
von m mit n bedeuten, die Zahl m n-mal als Summanden zu nehmen. Natür- 
lich ist die umgekehrte Auffassung (m Multiplikator, » Multiplikand) ebenso- 
gut möglich, sprachlich sogar wohl treffender; praktisch ist — sowohl in der 
Arithmetik wie bei den Kardinalzahlen — die Unterscheidung bedeutungslos, da 
die Multiplikation kommutativ ist. Erst bei der Multiplikation der Ordnungs- 
zahlen ($ 9) ergibt sich ein Unterschied; da wir dort dem (schließlichen)  Stand- 
punkt CAnTors folgen, wird ihm schon hier Rechnung getragen. 
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dagegen der Kardinalzahl m-2 die Verbindungsmenge 
MN = {(a, n),(b,n), (, nr... (um), (yn)lemyr), 


ordnen wir die Elemente a und (a, n), b und (b, n) usw., ferner a’ und 
(a, n’), b’ und (b, n’) usw. beziehentlich einander zu, so ist die Aquivalenz 
zwischen M + M’ und M-N augenfällig gemacht. Entsprechend ist 
der Beweis allgemein für m-n, wo auch n eine beliebige endliche oder 
unendliche Kardinalzahl bezeichnet, leicht zu führen. 

In der Tat, sind die Mengen M und N als Vertreterinnen der Kardinalzahlen 
m und ı gewählt, so ist nach Definition 6 m.n die Kardinalzahl der Verbindungs- 
menge M-N, die als Elemente alle Paare (m, n) aus Elementen von M und N 
enthält. Bedeutet n, ein beliebiges, aber von nun an festes Element von N, so 
bilden diejenigen Paare (m, n), in denen n = n, ist, eine Teilmenge N, von M-N, 
die zu M äquivalent ist; zum Nachweis dessen braucht man nur jeweils die Ele- 
mente (m, n,) von N, und m von M einander zuzuordnen. Verfährt man so für 
jedes Element n, von N, so erhält man lauter verschiedene (und sogar paarweise 


elementefremde) Mengen! N,, deren Vereinigungsmenge nach Definition 3 (S. 84)? 
die Kardinalzahl 


m+m-+m-+'- (n gleiche Summanden) 
besitzt. Diese Vereinigungsmenge ist aber gleichzeitig die Verbindungsmenge 
M-N, also von der Kardinalzahl mn. 

Wir können das Ergebnis folgendermaßen. aussprechen: _ 

Satz 5. Das Produkt zweier endlicher oder unendlicher Kardinal- 
zahlen m-n läßt sich auch durch wiederholte Addition gewinnen, nämlich 
durch n-malige Addition des Summanden m (oder durch m-malige Ad- 
dition des Summanden n), und umgekehrt. 

Setzt man speziell einen der Faktoren gleich 1, so ergibt sich: 


m:l=m=1+1-+1-+ --- (m Summanden), 


d.h. eine unendliche Kardinalzahl läßt sich, ganz wie eine natürliche 
Zahl, als eine Summe von lauter Einsen darstellen, und zwar als Summe 
von ,‚so vielen‘ Einsen, als die darzustellende Kardinalzahl selbst an- 
gibt. Das ist (gemäß Definition 3) nur ein anderer Ausdruck dafür, 
daß eine beliebige Menge M sich als Vereinigungsmenge aller Mengen 
der Form {m} auffassen läßt, wo m die Elemente von M durchläuft. 

Wir wollen ferner wie schon früher die Zahl 0 als Kardinalzahl 
der Nullmenge auffassen; dann erhalten wir aus Satz 2 von S.90 
durch Übergang von den Mengen zu ihren Kardinalzahlen: 

Satz 6. Ein Produkt von Kardinalzahlen ist dann und nur dann 
Null, wenn unter den Faktoren die Null vorkommt. 


1 Im Sinne dieses Vorgehens kann man offenbar auch die ‚Vertreterinnen‘, 
wie sie für die Definitionen 3 und 6 benötigt werden, mit einem Mindestaufwand 
von Ausgangsmaterial geeignet herstellen. 

® Die dortigen Bezeichnungen M sowie M, usw. und m, usw. sind also im vor- 
liegenden Fall durch N sowie N, und m zu ersetzen. 
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Dieser Satz ist aus der Lehre von den gewöhnlichen Zahlen be- 
kannt und bildet dort gleich den auf S. 78, Fußnote, angeführten Ge- 
setzen eine der wesentlichsten Grundlagen der Arithmetik.. 

Die beiden soeben bewiesenen Sätze, die wichtige Eigenschaften 
des Rechnens mit endlichen Zahlen auf beliebige Kardinalzahlen über- 
tragen, zeigen aufs neue, daß die für die Addition und Multiplikation 
von Kardinalzahlen aufgestellten Definitionen naturgemäß und zweck- 
mäßig gewählt sind. 


8. Ungleichungen für Kardinalzahlen. Inverse Operationen. Im 
Gegensatz zu den bisher angeführten, in Form von Gleichungen aus- 
drückbaren Rechenregeln, die für die Addition und Multiplikation 
(und ebenso für die im nächsten Paragraphen zu erklärende Poten- 
zierung) der unendlichen Kardinalzahlen ebenso gelten wie für das 
Rechnen mit gewöhnlichen Zahlen, lassen sich die in der gewöhnlichen 
Arithmetik gültigen Ungleichungen im allgemeinen nicht auf das Rechnen 
mit unendlichen Kardinalzahlen übertragen. Sind nämlich a, b, c irgend 
drei natürliche Zahlen, von denen etwa a kleiner ist als 5, so ist be- 
kanntlich auch a + c kleiner als b +c und ebenso a:c kleiner als b:c. 
Demgegenüber gelten z. B. für die uns bekannten unendlichen Kardinal- 
zahlen a und c die Beziehungen (vgl. S. 86f.): 


ae een) alerts; 


obgleich a < c ist; wir werden ebenso sehen, daß auch a-c = ec und 
nicht <c-c ist. Man vergleiche ferner noch die in den Aufgaben 3, 
4, 7 auf S.102f. enthaltenen Aussagen! 

Auf die von J. Könıs [1] und ZERMELO ([3], S. 277ff.) stammende, 
nicht ganz einfach zu beweisende allgemeinste Ungleichung, die für 
unendliche Kardinalzahlen bekannt ist (siehe Aufgabe 4 auf Seite 78) 
soll hier nicht eingegangen werden (vgl. auch den Beweis bei HAus- 
DORFF [4], S. 34f.; andere spezielle Vergleichungen bei F. BERNSTEIN 
[3], $3, und LinDENBAUM-TARSKI []], $1). Neben einem höchst wich- 
tigen Spezialfall jener allgemeinen Ungleichung, von dem im nächsten 
Paragraphen (S. 107) die Rede sein wird, sei hier nur ein fast selbst- 
verständlicher Satz erwähnt: 

Satzalıı 21st IM. = {m, n, ...} eine Menge von Kardinalzahlen, die 
zu jeder in ihr vorkommenden Kardinalzahl eine noch größere enthält, 
so ist die Summe | =m+n +... größer als jede der Kardinalzahlen 
von M. } j 

In der Tat ist, wenn q irgendeine Kardinalzahl von M bedeutet, 
die Summe größer als q. Denn nach Voraussetzung kommt in M, also 
auch unter den Gliedern der Summe, eine Kardinalzahl > q vor; 
die Summe ist aber nach Satz 5 von S. 76 jedenfalls gleich oder größer 
als jeder Summand; alo |2r>.4. 
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Während wir die ‚direkten‘ Operationen der Addition und Mul- 
tiplikation vom Bereich der gewöhnlichen natürlichen Zahlen auf den- 
jenigen der endlichen und unendlichen Kardinalzahlen ausdehnen konnten, 
ist esnun nicht mehr möglich, die gleiche Verallgemeinerung auch für die 
„inversen‘‘ (umgekehrten) Operationen der Subtraktion! und Division zu 
bewirken. Sicher ist das undurchführbar, wenn der Minuend (bzw. der von 
0 verschiedene Dividend) kleiner ist als der Subtrahend (bzw. Divisor) ; 
jedoch nicht nur in diesen Fällen. Denn wäre z. B. die Aufgabe ge- 
stellt, die Differenz a— a zu berechnen, so müßten wir uns der auf 
S. 86 angeführten Beziehungen erinnern: a+n=a, a+ta=a; aus 
ihnen folgt, daß für a—a entweder eine beliebige endliche Zahl » 
oder die unendliche Kardinalzahl a genommen werden kann. All- 
gemein ergibt sich aus der letzten Beziehung von Nr. 5 (S. 87), daß 
man für jede beliebige unendliche Kardinalzahl m die Differenz m — m 
z. B. gleich 0 oder beliebigem n oder auch gleich a setzen kann. An- 
gesichts der entstehenden Unbestimmtheit muß von der allgemeinen 
Ausführung der Subtraktion abgesehen werden. Ebenso zeigen’z. B. 
die Beziehungen n-c=a*c = c’c=c (S. 97 und 98), daß die Division 


nicht eindeutig ausführbar ist; denn der Quotient — könnte hiernach 


gleich einer beliebigen endlichen Zahl », gleich a oder gleich c gesetzt 
werden. Diese Unmöglichkeit der Umkehrungsoperationen steht in 
engstem Zusammenhang mit der Unübertragbarkeit der Ungleichungen 
der Arithmetik auf die unendlichen Kardinalzahlen; beides liegt offenbar 
daran, daß die unendlichen Mengen (im Gegensatz zu den endlichen) 
eigentlichen Teilmengen von sich selbst äquivalent sind. 


9. Beispiele zur Multiplikation. In der gewöhnlichen Arithmetik 
ergibt sich aus den Grunddefinitionen des Rechnens als nächste Fol- 
gerung das Einmaleins. Ganz entsprechend werden wir jetzt durch An- 
wendung unserer Definitionen der Addition und Multiplikation auf die 
bisher aufgetretenen einfachsten Kardinalzahlen einige z. T. merkwür- 
dige und inhaltsreiche Beziehungen erhalten, die gewissermaßen die 
ersten Tatsachen des (dann allerdings einförmiger werdenden) Einmal- 
eins der unendlichen Kardinalzahlen darstellen. 

Daß zunächst die übliche Multiplikation endlicher Zahlen im Ein- 
klang steht mit unserer Definition 6, ist klar nach der Bemerkung 
von S. 88 unten; auf dieses Ziel sind wir ja gerade bei der Definition 
der Multiplikation von Mengen und Kardinalzahlen losgesteuert. 

Nach S.86 ista+ta=a'2=a; daher ist auch 


a3=a2 +1l)=a 2 +0 lI=ata=a, 
a4d=a-3+a=a+ta=a usw, 


! In einem ganz speziellen Sinn spricht man von der „Differenz‘‘ von Mengen; 
wir verschieben das, da vorher nicht benötigt, bis auf S. 200. 


$ 7. Addition und Multiplikation der Kardinalzahlen. 97 


also allgemein, wie auch aus Satz 2 auf S. 30 folgt, 
(1) a-n=n’a=a für jede endliche Zahl n. 


Es ist aber auch 
(2) aa=a, 


wie man aus Satz 3 auf S. 35 schließen kann. Diese Tatsache, die mit 
der Abzählbarkeit der Menge der rationalen Zahlen (S. 31) zusammen- 
fällt, wurde auch schon vor ihrer Einkleidung in dieses mengentheore- 
tische Gewand benutzt in der Form: Eine Doppelfolge (a,,), wo die 
Indizes : und % unabhängig voneinander alle natürlichen Zahlen durch- 
laufen, läßt sich zu einer einfachen Folge a, (n=1, 2, 3, ....) um- 
ordnen. Wir wollen dafür zur Abwechslung noch das folgende sich 
anschaulich einprägende Beweisverfahren anführen: Die zwei gemäß 
der Definition der Multiplikation zu wählenden abzählbaren Mengen seien 


etwa 
Ben, 0, und) = 12 4, 6,8, er.r. 


Wir ordnen die in der Verbindungsmenge vorkommenden Zahlenpaare 
in der folgenden Form eines links oben beginnenden, nach rechts und 
unten unbegrenzten ‚„Rechtecks‘“ an: 


IS: 
(TS) Lee 


Alle in diesem zweifach unendlichen Schema vorkommenden Zahlen- 
paare sollen der Reihe nach so durchlaufen werden, wie es unsere mit 
Pfeilen versehene Zickzacklinie in leicht verständlicher Weise andeutet; 
auf (1, 2) folgen also (1, 4), (3, 2), (5, 2), (3, 4) usw. In der Abzählung, 
die alle von der Zickzacklinie getroffenen Zahlenpaare der Reihe nach 
aneinander anreiht, kommen ersichtlich alle Zahlenpaare des Schemas 
vor; die Verbindungsmenge M-N ist also wirklich abzählbar, wie wir 
beweisen wollten. 


Weiter ist 
(3) e-n=n"c=c für jede endliche Zahl n, 
(4) ei. 


Die erste dieser Beziehungen folgt einfach daraus, daß nach Satz 2 

auf S. 52 ebenso wie die Menge aller Punkte einer bestimmten Strecke 

auch die Menge aller Punkte einer doppelt, dreimal, viermal, ..., n-mal 

so großen Strecke die Mächtigkeit c besitzt. Gehen wir ferner aus 
Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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von der durch die Punkte 0 und 1 (letzteren eingeschlossen) begrenzten 
Strecke der Zahlengeraden und bezeichnen wir die Punkte dieser 
Strecke mit (0, c), wo c alle unendlichen Dezimalbrüche zwischen 0 
und 1 (d.h. also alle reellen Zahlen zwischen diesen Grenzen) durch- 
läuft, so können wir analog die Punkte der Strecke von 1 bis 2 (letzteren _ 
Punkt eingeschlossen) mit (1, c) bezeichnen, ebenso die Punkte der ° 
Strecke von 2 bis 3 mit (2, c) usw., wobei immer c alle unendlichen 
Dezimalbrüche zwischen 0 und 1 durchläuft; in gleicher Weise mögen 
die Punkte zwischen — 1 und 0 mit (—1, c), die zwischen — 2 und 
— 1 gelegenen mit (— 2, c) bezeichnet werden usw. Die Menge aller 
Punkte der beiderseits unbegrenzten Zahlengeraden stellt in dieser 
Bezeichnungsweise offenbar die Verbindungsmenge A -C der Menge A 
aller ganzen Zahlen und der Menge C aller reellen Zahlen zwischen 
0 und 1 dar, von denen erstere abzählbar ist, letztere die Mächtigkeit « 
besitzt. Da die Menge aller Punkte einer geraden Linie ebenfalls von 
der Mächtigkeit ce ist (Satz 3 auf S. 52), so ist hiermit die Beziehung 
a*c = c bewiesen. — Der Beweis läßt sich ähnlich auch auf Grund 
der Beispiele von S. 80f. bei Auffassung der Multiplikation als wieder- 
holter (a-maliger) Addition von c führen. 


10. Die Mächtigkeit mehrdimensionaler Kontinuen. Endlich soll 

noch gezeigt werden, daß auch folgende Beziehung gilt: 
(5) cece=t, 

und zwar wollen wir diesen Satz! in geometrischer Einkleidung be- 

weisen, um eine weitere Folgerung daraus bequem ziehen zu können. 

Es sei ein Quadrat von der Seitenlänge 1 (etwa 1 cm) gegeben; wir 

wollen die Menge aller innerhalb dieses Quadrats gelegenen Punkte 

betrachten und zu dieser Menge auch noch die Punkte 

zweier Quadratseiten (etwa der oberen und der rech- 

ten) rechnen, nicht aber die auf den zwei anderen 

Seiten (der unteren und der linken) gelegenen Punkte. 

Ist P ein beliebiger Punkt unserer Menge, so ziehen 

wir (vgl. Abb. 9) von P aus eine Linie senkrecht zur 

linken Quadratseite und eine zweite Linie senkrecht 

Abb. 9. zur unteren Quadratseite; denken wir uns diese beiden 

Seiten als Maßstäbe (d.h. mit einer von O bis 1 reichen- 

den Längenmaßeinteilung versehen), deren Skalen an der (ihnen gemein- 

samen) linken unteren Quadratecke beginnen, so treffen die beiden 

senkrechten Linien unsere Quadratseiten in Punkten, deren Maß- 

zahlen x (auf der unteren Quadratseite) und y (auf der linken) seien. 

Dann ist jede der Zahlen x und y zwar größer als 0, aber höchstens 

gleich 1; gemäß der Überlegung von S.43f. können wir daher ein- 


1 Zuerst bewiesen in CAntor [6] mittels einer anderen Methode, 
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deutig x als einen unendlichen Dezimalbruch 0, x%, %, X... schreiben 
und ebenso y als einen unendlichen Dezimalbruch 0, yı ya ya - ., wo 
%, %a X - =.» Yu Ya Y2 - . . lauter Ziffern aus der Reihe 0, 1,2,...,9 


bedeuten. Zu jedem gegebenen Punkt P unserer Menge gehört dem- 
nach ein Paar von völlig bestimmten unendlichen Dezimalbrüchen x 
und y; umgekehrt gehört zu je zwei zwischen 0 und 1 gelegenen un- 
endlichen Dezimalbrüchen ein einziger Punkt unseres Quadratgebietes, 
den man leicht finden kann als Schnittpunkt der Senkrechten, die in 
den Punkten x und y der unteren und linken Quadratseite errichtet 
werden. Wir können auf Grund dieser umkehrbar eindeutigen Zuord- 
nung statt P auch (x, y) schreiben und erhalten so eine Darstellung 
aller Punkte des Quadrats durch sogenannte Cartesische Koordinaten. 

Außer unserem Quadrat betrachten wir jetzt noch auf de: Zahlen- 
geraden die Strecke von O0 bis 1, deren Punkte wiederum durch 
die unendlichen Dezimalbrüche zwischen 0 und 1 bezeichnet werden 
können. Wir werden eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen 
den Punkten dieser Einheitsstrecke und sämtlichen Punkten unseres 
Quadratgebietes herstellen. Ist nämlich P ein beliebiger, aber von nun 
an bestimmter Punkt des Quadratgebietes, so seien wie oben 


200, 7%, 0 andy 0, MY Yaw: 


seine Koordinaten, d. h. die zwei ihn bestimmenden unendlichen Dezimal- 
brüche; dann bilden wir aus diesen beiden Zahlen den durch sie ein- 
deutig bestimmten Dezimalbruch 


z=0, % YıXgYa%3Y3---; 


da z wiederum zwischen 0 und 1 liegt, können und wollen wir dem 
Punkt P den durch z bezeichneten Punkt unserer Einheitsstrecke auf 
der Zahlengeraden zuordnen. Umgekehrt ist demgemäß einem be- 
liebigen Punkt auf dieser Strecke, der durch den Dezimalbruch 


AN FEFELET TITEL PR 


bezeichnet wird, derjenige Punkt P unseres Quadratgebietes zuzu- 
ordnen, der durch folgende Werte x und y festgelegt ist: 


“—=l, 2232.-- und PEN), 2424 20cm 


da auch diese Werte x und: y Dezimalbrüche zwischen 0 und 1 sind, 
ist der Punkt P eindeutig bestimmt. Wir haben so eine Abbildung 
zwischen der Menge aller Punkte des Quadratgebietes und der aller 
Punkte einer Strecke hergestellt; da die Menge aller Punkte der Strecke 
die Kardinalzahl c besitzt, gilt das nämliche von der Menge sämt- 
licher Punkte des Quadrats. Die Elemente dieser letzteren Menge 
konnten wir aber durch die Zahlenpaare (x, y) bezeichnen, wo sowohl 
% wie y je eine Zahlenmenge von der Kardinalzahl c durchläuft; die 
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Kardinalzahl der Menge aller Punkte P ist daher nach Definition 6 
gleich c-c und damit ist die Beziehung c-c=c als richtig erwiesen. 

Der Beweis dieser — wie wir gleich sehen werden, höchst merkwür- 
digen — Beziehung ist überraschend einfach gelungen; er stützt sich 
nämlich lediglich auf die Gleichung a+a=a, d.h. auf die Zerleg- 
barkeit der Menge der natürlichen Zahlen in die beiden abzählbaren 
Mengen der ungeraden und der geraden Zahlen, was wir bei der 
vorstehenden Spaltung und Zusammensetzung von Dezimalbrüchen 
ausgenutzt haben. Diesen innigen Zusammenhang der Beziehungen 
a+ta=a undc*c=c werden wir nochmals, und zwar auf rech- 
nerischem Weg, in helles Licht setzen (S. 112). 


Allerdings sind die Zahlen x und y, die im vorstehenden Beweis durch Spaltung 
der Dezimalbruchentwicklung von 2 gewonnen wurden, nicht notwendig unend- 
liche Dezimalbrüche, wie es zur Herstellung einer umkehrbar eindeutigen Zu- 
ordnung erforderlich wäre, sondern einer der beiden Dezimalbrüche kann ein 
endlicher (abbrechender) sein, also schließlich lauter Nullen aufweisen; ist z. B. 


z = 0,1210101010..., 


so ist y = 0,200... = 0,2. Diesen formalen Mangel des obigen Beweises beseitigt 
z. B. eine Abänderung folgender Art: Man betrachte nicht, wie im Text angegeben, 
lauter einzelne Ziffern %, &%2 »::Y» Ya -.- 2» 2%. d.h. sozusagen die 
„Atome‘ des Dezimalbruchs, sondern, falls eine dieser Ziffern (z.B. x,) Null 
ist, statt dessen diejenige Ziffernfolge %,, %2, . . ., %,, die entsteht, wenn man von 
x, bis zur nächsten von Null verschiedenen Ziffer x, fortschreitet; ist weiter die 
nächste Ziffer %,,; von Null verschieden, so wird sie für sich als Ziffernfolge 
betrachtet, anderenfalls wieder die Folge, die bis zur nächsten von Null ver- 
schiedenen Ziffer reicht, ins Auge gefaßt usw. Man könnte die so entstehenden 
Ziffernfolgen als die „Moleküle“ des Dezimalbruchs bezeichnen; jeder unend- 
liche Dezimalbruch weist dann auch unendlichviele Moleküle auf. So erhält 
man z.B. für den Dezimalbruch 0,12103400507... die folgende (durch Verti- 
kalstriche angedeutete) Einteilung in Moleküle: 0,1]2|1]03]4]005|07|... Wird 
nun das obige Verfahren zur Gewinnung einer Zahl z aus einem Zahlenpaar 
(x, v) und umgekehrt, statt wie vorhin mittels der ‚Atome‘, vielmehr mittels 
der „Moleküle“ durchgeführt, so behält das Verfahren, wie man leicht einsieht, 
seinen umkehrbar eindeutigen Charakter bei, liefert dann aber niemals ab- 
brechende Dezimalbrüche; z.B. ergibt sich aus dem vorher angeführten Wert 
z = 0,1|2|1/01[01j01... 
“x =0,110101.... 9 =0,20101... 


Durch diesen von J. Könıg stammenden Kunstgriff wird also der vorstehende 
Beweis lückenlos. 

Übrigens läßt sich auch ohne Abänderung des obigen Zuordnungsverfahrens 
die verbliebene Lücke leicht ausfüllen; vgl. Aufgabe 12 auf S. 103. 


Geometrisch betrachtet enthält der Satz c-c = c zunächst die so- 
eben nachgewiesene Tatsache, daß sich die Menge aller Punkte in dem 
von uns betrachteten Quadrat auf die Menge der Punkte der Einheits- 
strecke abbilden läßt. Ein noch merkwürdiger aussehendes Ergebnis 
erhält man durch folgende Überlegung: Durch zwei beliebige (positive 
oder negative) reelle Zahlen x und y als Koordinaten läßt sich ja 


_ 
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jeder Punkt der unbegrenzten Ebene in genau der nämlichen Weise 
umkehrbar eindeutig festlegen, wie dies für die Punkte in unserem 
Quadrat unter Beschränkung der Zahlen x und y auf die Werte 
zwischen 0 und 1 geschah (vgl. Beispiel 5 des $9, S. 131). Da auch 
die Menge aller reellen Zahlen die Kardinalzahl c besitzt, ist demnach 
c+c gleichzeitig die Kardinalzahl der Menge aller Punkte einer unbe- 
grenzten Ebene. Berücksichtigt man endlich noch, daß die Menge 
aller auf einer beliebigen Strecke gelegenen Punkte gleichfalls von der 
Kardinalzahl c ist (Satz 2 auf S. 52), so kann man die Beziehung cc 
== c in der folgenden überraschenden Form aussprechen: 

Satz 8. Sämtliche Punkte eines Quadrats oder einer allseits unbe- 
grenzten Ebene lassen sich in umkehrbar eindeutiger Weise den Punkten 
einer unbegrenzten geraden Linie oder auch den Punkten einer noch so 
kurzen Strecke zuordnen. 

Als CAnTor 1877 dieses Ergebnis sowie das allgemeinere, auf S. 112 
anzuführende im 84. Band des Journals für die reine und angewandte 
Mathematik veröffentlichte, in dem er die Aufnahme der Abhandlung 
nur mühsam auf Verwendung von WEIERSTRASS (nach CANTOR-STÄCKEL 
[1]) erreicht hatte, da wirkte die Entdeckung äußerst überraschend 
und aufsehenerregend und fand beim mathematischen Publikum 
wenig Vertrauen, Hatte man doch fest an das Charakteristische 
der Dimensionenzahl in dem Sinne geglaubt, daß z. B. ein Gebilde von 
„zwei Dimensionen‘, wie die Menge aller Punkte eines Quadrates oder 
einer Ebene oder einer beliebigen Fläche, unmöglich auf ein ‚ein- 
dimensionales‘‘ Gebilde (Menge aller Punkte einer Strecke oder einer 
Geraden oder irgendeiner Kurve) abgebildet werden könne. Das gegen- 
teilige Ergebnis CANTORs schien das Wesen der Dimension von :Grund 
auf zu zerstören, da es die Kardinalzahl c als charakteristisch für jedes 
Kontinuum aufwies, gleichgültig ob es eindimensional oder zwei- 
dimensional ist. 

Dennoch hat der Begriff der Dimension hiermit seine Bedeutung 
nicht verloren; im Gegenteil, gerade die Methoden der Mengenlehre 
haben uns erst die volle Einsicht in sein wahres Wesen vermittelt. Die 
vorhin benutzte Abbildung zwischen einer zweidimensionalen (Quadrat) 
und einer eindimensionalen Punktmenge (Strecke) ist nämlich zwar 
umkehrbar eindeutig, aber ganz und gar nicht „stetig“, d.h. nicht 
so beschaffen, daß benachbarten Punkten des Quadrates etwa auch 
stets benachbarte Punkte der Strecke entsprächen und umgekehrt. 
Die Abbildung ist vielmehr, wie der Leser leicht erkennen wird, so 
unstetig wie nur möglich, sie zerstört alles, was dem ebenen bzw. dem 
linearen Kontinuum als solchem charakteristisch ist; es ist so (wie 
F. KLEin sich ausdrückt), als schütte man alle Punkte des Quadrates 
in einen Sack, um sie zum Zwecke der Abbildung erst gründlich durch- 
einanderzurütteln. 
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Dagegen haben tiefergehende Forschungen gezeigt, daß bei Hinzu- 
nahme der Forderung der Stetigkeit der Zuordnung eine Abbildung 
nicht möglich ist!, weder zwischen dem linearen und dem ebenen 
Kontinuum? noch überhaupt zwischen Kontinuen verschiedener Dimen- 
sionen®. Erst dieses Ergebnis in Gegenüberstellung mit dem 
Cantorschen läßt erkennen, in welchem Sinn die Dimensionenzahl 
eines geometrischen Gebildes etwas Unveränderliches, für es Charak- 
teristisches darstellt. 


Aufgaben. 1. Man zeige, daß die Summe von abzählbar unend- 
lichvielen (von O0 verschiedenen) endlichen Zahlen stets = a ist! 

2. Man berechne die Summen f+», f+a, f+c«f-+f, wobei 
f die auf S. 63 eingeführte Kardinalzahl bedeutet! 

3. Es sei jeder der (nicht notwendig abzählbar unendlichvielen) 
Kardinalzahlen m,, ms, . . ., m;, . . . umkehrbar eindeutig eine Kardinal- 
zahl n, derart zugeordnet, daß jeweils m, gleich oder kleiner ist als 
die entsprechende Kardinalzahl n.. Man beweise, daß dann auch die 
Summe aller m; gleich oder kleiner ist als die Summe aller n;! 

4. Falls in der Voraussetzung der vorigen Aufgabe „gleich oder“ 
gestrichen wird, so daß also stets m, <n;,, ist dann auch die Summe 
der m; stets kleiner als die der n,? Gegenbeispiel! (Hingegen ist unter 
diesen Umständen die Summe der m, in der Tat stets kleiner als das 
Produkt der n,; das ist gerade der auf S. 95 erwähnte tiefliegende 
Satz von KÖNIG-ZERMELO.) 

5. Man führe den Beweis des Satzes 3 aus (entsprechend dem ie 
Satzes 1)! 


1 Wesentlich ist hierbei, daß — wie bei jeder Abbildung — eine umkehr- 
bar eindeutige Zuordnung vorliegen muß, vermöge deren dann auch die Stetig- 
keit von selbst gegenseitigen Charakter besitzt. Bei einer bloß eindeutigen Zuord- 
nung hingegen ist auch das Hinzutreten der Stetigkeitseigenschaft noch nicht ent- 
scheidend. Vielmehr wurde die durch CAnTors Ergebnis bewirkte Erschütterung 
des Dimensionsbegriffs womöglich noch gesteigert, als es PEAno ([1]; aus der arith- 
metischen Darstellung in geometrisches Gewand erst durch HıLBerr [l] gebracht) 
1890 gelang eine „Kurve“ anzugeben, die sämtliche Punkte eines Quadrates durch- 
läuft (oder eine stetige Bewegung eines Punktes derart, daß dieser in endlicher 
Zeit sämtliche Punkte eines Quadrates trifft), m. a. W. die Punkte eines. Qua- 
drates den Punkten einer Strecke eindeutig — aber natürlich nicht umkehrbar 
eindeutig — in solcher Weise zuzuordnen, daß benachbarten Streckenpunkten 
benachbarte Quadratpunkte entsprechen. 

® Zuerst bewiesen (auch noch für ein dreidimensionales Kontinuum) von 
LÜROTH seit 1878 (vgl. Lürorz [1]). 

® Der schwierige Beweis hierfür wurde zuerst von BROUWER ([4], siehe auch 
[5] und [6]) erbracht. Für die Geschichte dieses Problems und die gerade auch 
in allerneuester Zeit erfolgreich fortgesetzten Untersuchungen über den Dimensions- 
begriff vergleiche man die tiefschürfende Zusammenstellung bei MENGER [1], so- 
wie noch ALEXANDROFF [l] und Hurzwicz [1]. Übrigens findet man schon bei 
Borzano ([3], S. 80) einen bemerkenswert weit fortgeschrittenen Versuch zur De- 
finition des Dimensionsbegriftes. 
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6. Man mache die Gleichung a-a=a dadurch anschaulich, daß 
man die Menge der natürlichen Zahlen in abzählbar unendlichviele 
unendliche Teilmengen zerlegt (auf sehr verschiedenartige Weisen 
möglich)! 

7. Unter der Voraussetzung der Aufgabe 3 beweise man den ent- 
sprechenden Satz für die Produkte (statt Summen)! Ebenso für die 
in Aufgabe 4 aufgeworfene Frage! 

8. Man zeige die Abzählbarkeit der Menge, deren Elemente alle 
möglichen: endlichen Mengen von natürlichen Zahlen sind! 

9. Aus der in der vorigen Aufgabe ausgedrückten Tatsache folgere 
man, daß die Bändezahl der auf S. 6 besprochenen Universalbibliothek, 
falls man die für den Umfang eines (natürlich immer endlich zu den- 
kenden) Buches dort gesetzte Schranke fallen läßt, gleich a ist — und 
zwar auch dann, wenn man dem Setzer statt 100 Zeichen abzählbar 
unendlichviele verschiedene Zeichen zur Verfügung stellt! 

10. Man ersetze in den Definitionen 3 und 6 (S. 84 und 91) die 
Menge M, deren einzelnen Elementen die zu addierenden (bzw. zu 
multiplizierenden) Kardinalzahlen zugeordnet gedacht sind, durch eine 
äquivalente Menge N und ordne nach Wahl einer bestimmten Ab- 
bildung zwischen M und N nunmehr jedem Element n von N diejenige 
Kardinalzahl m =g (n) zu, die vorher dem entsprechenden Element 
m von M zugeordnet war; dann bleibt die Summe (bzw. das Produkt) 
der Kardinalzahlen ungeändert. Man mache sich klar, daß diese Aus- 
sage mit dem kommutativen Gesetz der Addition (bzw. der Multipli- 
kation) von Kardinalzahlen übereinstimmt! 

11. Man zeige (entsprechend dem Beweise von Satz 8), daß auch 
die Menge aller Punkte eines Würfels oder des unbegrenzten dreidimen- 
sionalen Raumes die Mächtigkeit des Kontinuums besitzt! 

12. Man führe unter Verzicht auf den Könısschen Kunstgriff den Be- 
weis des Satzes 8 mittels einer Heranziehung des Äquivalenzsatzes durch! 


& 8. Potenzierung der Kardinalzahlen. Das Problem des 
Unendlichkleinen. | 


1. Die Potenzierung als wiederholte Multiplikation. Wir erklären 
zunächst die Potenzierung der Kardinalzahlen auf dieselbe Weise, 
wie es in der gewöhnlichen Arithmetik üblich ist, nämlich als eine 
wiederholte Multiplikation des nämlichen Faktors mit sich selbst. 
Doch sei schon hier bemerkt, daß ursprünglich von CANTOR eine 
andere Definition der Potenzierung gegeben worden ist, die freilich 
auf das gleiche Ergebnis hinausläuft; wir werden auf diese andere 
Definition nachher zurückkommen. 

Um zu einer beliebigen Kardinalzahl m die Potenz m®=m'm zu 
bilden, haben wir nach der Definition der Multiplikation zunächst zwei 
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Mengen M, und M, von der nämlichen Kardinalzahl m zu wählen; 
anders ausgedrückt: wir haben eine Menge N der Kardinalzahl 2 von 
Mengen der Kardinalzahl m zu nehmen (d.h. eine Menge N, die nur 
zwei Mengen M, und M, von der Kardinalzahl m enthält). Hierauf 
sind alle Elementepaare (m,, m,) zu bilden, wobei m, die Elemente 
von M,, m, die Elemente von M, durchläuft; die Menge aller möglichen 
derartigen Paare (d.i. die Verbindungsmenge M,'M,) besitzt dann 
die Kardinalzahl mm oder m?. i 

Die sinngemäße Ausdehnung dieser Erklärung auf den allgemeinen 
Fall, wo die Menge N von Mengen nicht die Kardinalzahl 2, sondern 
eine beliebige endliche oder unendliche Kardinalzahl besitzt, führt zu 
der folgenden 

Definition. Es seien zwei beliebige Kardinalzahlen m und n ge- 
geben. “N die Potenz m" zu bilden, wählen wir eine Menge N von 
Mengen: N={M, M, M,, ...}, die folgende zwei Eigenschaften 
besitzt: 1. - Menge N soll die Kardinalzahl n besitzen (sie braucht 
also keineswegs abzählbar zu sein); 2. jede der in N enthaltenen Mengen 
M,M, M;, ... soll die Kardinalzahl m besitzen. Wir bilden dann 
die Verbindungsmenge BN = M,'M,'M;,- -; gemäß der Definition der 
Multiplikation von Mengen (S. 89) sind zu diesem Zweck alle Elemente- 
komplexe der Form (m,, M;, ms, ...) aufzustellen, wobei m, die Ele- 
mente von M,, m, die Elemente von M, durchläuft usw., und die Menge 
aller derartigen Komplexe stellt dann die Verbindungsmenge ®N dar. 
Ist q die Kardinalzahl der Menge BN, so wird q die nte Potenz von m 
genannt; man schreibt q = m" und bezeichnet wie in der Arithmetik 
m als die Basis, n als den Exponenten der Potenz. 

Kurz: unter der Potenz m" versteht man ein Produkt von Kar- 
dinalzahlen (Definition 6 auf S. 91), in dem der Faktor m „so oft“ 
auftritt, als die Kardinalzahl n angibt!. 

Daß nach dieser Erklärung das Ergebnis der Potenzierung davon 
unabhängig ist, wie im besonderen die Elemente von N, d.h. die Mengen 
M,, M, usw. gewählt werden, braucht nicht mehr eigens nach- 
gewiesen zu werden; denn das liegt einfach daran, daß nach Satz 3 
auf S. 91 das Ergebnis der Multiplikation von Kardinalzahlen stets 
das nämliche ist, welche Mengen auch immer man als Vertreterinnen 
der einzelnen Kardinalzahlen heranziehen mag. 


2. Definition der Potenz mittels der Belegungsmenge?”. Nunmehr behandeln 
wir den Ausgangspunkt, von dem aus CANTOR die Lehre von der Potenz ent- 
wickelt hat. Diese Betrachtung wird zeigen, in wie innigem Zusammenhang 


1 Zu dieser wie auch zur folgenden Potenzdefinition kann man, sofern man 
Wert darauf legt, für den Falln=0, der freilich ohne Bedeutung ist, noch 
die Festsetzung m’ = 1 (für jedes m) hinzufügen. 

®2 Ausnahmsweise wird der Inhalt dieses kleingedruckten Abschnittes auch 
an manchen späteren Stellen dieses Paragraphen benutzt. 
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mit anderen mathematischen Begriffen die Potenzierung steht, insbesondere mit 
dem der Funktion und mit der auf S. 68f. betrachteten Menge aller Teilmengen 
einer Menge. 

Wir knüpfen an den auf S. 17 und 61 kurz entwickelten Begriff einer Funktion 
y=f(x) an. Es seien zwei beliebige Mengen M und N gegeben und es werde 
verabredet, daß die unabhängige Veränderliche (die wir daher mit n statt mit x 
bezeichnen wollen) die Elemente der Menge N zu durchlaufen habe, während 
für die Funktionswerte alle und nur die Elemente m der Menge M in Betracht 
kommen sollen; es ist also m = f(n), wobei m auf die Elemente von M und n 
auf die von N beschränkt ist (‚Funktion in N mit Werten aus M“). 


Beispiele. 1. Soll mit einem Satz von 4 Würfeln gleichzeitig gewürfelt werden 
und läßt man n die Numerierungen der einzelnen Würfel als erster, zweiter usw., 
also die Zahlen 1, 2, 3, 4 durchlaufen, während m die gewürfelte Augenanzahl (eine 
der Zahlen 1 bis 6) bedeutet, so gibt m = f(n) die Anzahl m der Augen an, die 
mit dem „ten Würfel erzielt ist; N ist die Menge {l, 2, 3, 4}, M die Menge {l, 2,3, 
4, 5, 6}. Kombiniert man auf jede mögliche Weise mit jeder der vier Würfel- 
nummern jede Augenanzahl, so erhält man alle möglichen Resultate eines Wurfs. 
Betrachtet man zwei Würfe aller vier Würfel schon dann als verschieden, wenn 
mit einem und demselben Würfel verschiedene Augenzahlen erzielt sind, so 
gibt es, wie man sich leicht überlegt, 6* = 1296 verschiedene Möglichkeiten des 
Würfelns; jeder dieser Möglichkeiten entspricht eine — nur Werte aus der 
Menge M annehmende — Funktion in der Menge N = {l, 2, 3, 4}. 


2. Ein ähnliches, vielleicht noch anschaulicheres Beispiel erhält man, wenn 
man unter N eine Programmfolge von Klaviervorträgen für je einen einzelnen 
Spieler versteht und unter M eine Gruppe von Musikern, von denen jeder zur Über- 
nahme sämtlicher Programmnummern fähig ist. Eine beliebige Funktion m = f(n), 
wo n die Programmnummern, m die Musiker durchläuft, entspricht dann einer ge- 
wissen Rollenbesetzung der Programmfolge, die Menge aller Funktionen demnach 
der Gesamtheit aller möglichen Rollenbesetzungen, d.h. aller denkbaren Ver- 
teilungen der Musiker auf die Programmnummern. Bei gegebener Rollenbesetzung 
ist zwar durch jede Nummer der Musiker, der sie vorträgt, eindeutig festgelegt, 
dagegen kann der nämliche Musiker sehr wohl mehrere Nummern übernehmen, 
wie dies dem zwar eindeutigen, nicht aber umkehrbar eindeutigen Charakter 
unserer Funktionen entspricht. 

3. Als letztes Beispiel diene eine beliebige Dezimalbruchentwicklung zwischen 
0 und 10, z.B. die der Zahl n = 3,14159... Als Menge N (für die unab- 
hängige Veränderliche) nehmen wir die Menge {0,1,2,3,4,...} der Stellen- 
nummern der einzelnen Dezimalstellen, wobei 0 die Stelle vor dem Komma und 
n die nte Stelle hinter dem Komma bedeute. Der Funktionswert m = f(n) 
hingegen soll die an jeder einzelnen Stelle » vorkommende Ziffer angeben; für 
m kommen also die Zahlen 0, 1, 2,..., 8, 9 in Betracht, d. h. es ist 
M={0,1,..., 8, 9}. Ein bestimmter zwischen 0 und 10 gelegener Dezimalbruch 
(z. B. der für x) wird also gegeben sein durch eine Funktion’ /(n), in der n sämt- 
liche Werte von N durchläuft, während f(n) nur die Werte m von Mannehmen kann, 
also zu jeder Stelle » eine Ziffer angibt. Eine solche Funktion bestimmt die Dezimal- 
bruchentwicklung von z; die Gesamtheit aller möglichen derartigen Funktionen 
entspricht offenbar der Menge aller Dezimalbrüche zwischen 0 und 10. Statt 
von einer Funktion spricht man in diesem Zusammenhang häufiger und anschau- 
licher von einer (Besetzung oder) Belegung der Menge N mit der MengeM, 
im letzten Beispiel also von einer gewissen Belegung der Menge aller (unendlich- 
vielen) Stellennummern mit der Menge aller (zehn) Ziffern. Fragt man nach der 
Anzahl aller möglichen derartigen Funktionen oder Belegungen, so wird man 
in diesem Fall offenbar (vgl. das erste Beispiel) auf das „Produkt“ 10-10-10... 
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(abzählbar unendlichviele Faktoren) geführt; denn für die Besetzung der Stelle 
vor dem Komma hat man 10 Möglichkeiten, dann unabhängig von der Besetzung 
dieser Stelle noch 10 Möglichkeiten für die Besetzung der ersten Stelle nach 
dem Komma usw. 

Wir können jede Funktion oder Belegung auch als einen „Komplex“ (S. 89) 
schreiben, nämlich im ersten Beispiel (Würfel) als einen Komplex (a, b, c, d), wo 
a,b, c, d sämtlich der Menge {l, 2, 3, 4, 5, 6} zu entnehmen sind; im dritten Bei- 
spiel hat der Komplex abzählbar unendlichviele Stellen und kann in der Form 


(ag, @1, Ag, Az, ...) geschrieben werden, wobei für a, — d.i. die nt® Ziffer des 
dem Komplex entsprechenden Dezimalbruchs — nur Ziffern, d.h. nur Elemente 
der Menge M={0, 1, ..., 8, 9} eintreten könnent. 


Wir betrachten nun, zum allgemeinen Fall beliebiger Mengen N (für die un- 
abhängige Veränderliche) und M (für dieFunktionswerte) zurückkehrend, die Menge 
“ aller möglichen Belegungen der Menge N mit der Menge M, d.h. die Menge aller 
möglichen Funktionen m = f(n), wobei n die Elemente von N durchläuft und 
‚ die Funktionswerte m auf die Elemente von M beschränkt sind. Zwei Belegungen 
oder Funktionen gelten hierbei dann (und nur dann) als verschieden, wenn 
irgendein Element von N beidemal verschieden belegt ist, d.h. wenn zu irgend- 
einem n beidemal verschiedene Funktionswerte m gehören. Diese Menge aller 
Belegungen nennt man mit CAnTorR die Belegungsmenge von N mit M, 
in Zeichen (N/M); zuweilen wird auch von der Potenz MN gesprochen. Jedes 
Element der Belegungsmenge läßt sich als eine Menge geordneter Paare 
{(n, m), (n, m’),...} oder kürzer (unter Beachtung der Reihenfolge) als ein 
Komplex (m, m’, ...) schreiben. Dabei durchlaufen die Stellen des Komplexes (in 
den obigen Beispielen die Würfelnummern 1 bis 4 bzw. die Programmnummern 
„bzw. die abgezählt unendlichvielen Stellen 0, 1, 2, ... eines Dezimalbruches) alle 
' Elemente n, n’, ... der Menge N; die Menge aller Stellen ist also äquivalent N. 

Dagegen sind die Werte m, m’ usw. der einzelnen Stellen Elemente von M, und zwar. 
in jeder möglichen Besetzung. Bei jeder Belegung gehört also zu jedem Element 
von N nur Ein bestimmtes Element von M, das aber dabei gleichzeitig auch zu 
anderen Elementen von N gehören kann; es liegt eine eindeutige, aber nicht 
umkehrbar eindeutige Funktion vor. 

Vergleichen wir schließlich diese Begriffsbildung mit der der Verbindungs- 
menge (Definition 5 auf S. 89), so erkennen wir, daß die Belegungsmenge (N/M) 
äquivalent ist der Verbindungsmenge M-M’-...., falls die voneinander ver- 
schiedenen Mengen M, M’ usw. sämtlich äquivalent M sind und die Menge 
N = {M, M’, ...}, deren Elemente die Faktoren M, M’ usw. sind, die Kardinalzahl 
n von N besitzt”. In der Tat ist (nach der Definition der Verbindungsmenge) 
RN = M:.M'.... die Menge aller möglichen Komplexe (m, m’,....), deren Stellen- 
zahl der Kardinalzahl von N entspricht, während die einzelnen Stellen die Elemente 
von M, M’, ..., d.h. von lauter Mengen mit der gleichen Kardinalzahl m wie M, 
zu durchlaufen haben. Nach der Definition der Potenzierung von Kardinalzahlen 
(S. 104) ist also®N = M-M’-... gerade eine Menge der Art, wie sie zur Bildung 


1 Schreibt man die Funktion oder Belegung in dieser Form, so hat man offen- 
bar die Reihenfolge im Komplex zu beobachten, obgleich es an sich beim Funk- 
tionsbegriff auf eine Reihenfolge nicht ankommt. Will man, was freilich um- 
ständlicher ist, die Reihenfolge ausschalten, so braucht man nur jedem f(n) = a, 
das betreffende n noch hinzuzufügen, d.h. den (geordnet gedachten) Komplex 
der a, zu ersetzen durch die (ungeordnete) Menge der geordneten Paare (n, a,) 
(vgl. S. 88ff.), also durch die Menge {(l, a,), (2, a,), (3, a,),....}, worin zwei a, mit 
verschiedenem Index rn nicht verschieden zu sein brauchen. 

®2 Noch durchsichtiger wird der Sachverhalt, wenn man (vgl. die Fußnote 
auf S. 89) sämtliche Faktoren M, M’ usw. gleich M wählt. 
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der Potenz m" zu konstruieren ist; daher hat die zu BN äquivalente Belegungs- 
menge (N/M) die Kardinalzahl m“. Auf diese Weise, nämlich als Kardinalzahl 
der Belegungsmenge, hat CAantor den Begriff der Potenz m! eingeführt; die 
vorstehenden Betrachtungen zeigen, daß unsere obige, mehr an den Potenz- 
begriff der gewöhnlichen Arithmetik anknüpfende Definition mit der CANTOR- 
schen übereinstimmt. Der Vorzug der letzteren liegt in ihrer alsbald zu illu- 
strierenden unmittelbaren Anwendungsfähigkeit, die aus dem Begriff der Bele- 
gungsmenge quillt. 

Der Leser veranschauliche sich diese Einführung des Potenzbegriffes an den 
obigen Beispielen und vergleiche sie mit der früheren Definition! Er wird im 
Anschluß an das erste Beispiel leicht erkennen, daß für den Fall endlicher Mengen 
M und N mit den Kardinalzahlen m und n die Belegungsmenge (N/M) im wesent- 
lichen die Menge aller „Variationen nt®T Klasse von m Elementen mit Wieder- 
holung‘‘ darstellt, deren Anzahl nach einem elementaren Satz der Kombinatorik 
in der Tat gleich m" ist (vgl. z. B. WEBER-EPSTEIN [1], S. 207). 


3. Die Potenzmenge. Als wichtigste Anwendung des Begriffes der Belegungs- 
menge folge hier der Hinweis auf den Zusammenhang des Potenzbegriffs mit der 
Menge aller Teilmengen einer Menge N, die wir schon auf S. 67f. betrachtet und mit 
UN bezeichnet haben. Eine beliebige Teilmenge N’ von N (die Nullmenge und N 
selbst eingeschlossen) entsteht dadurch, daß gewisse der Elemente », n’,... von N 
in die Teilmenge N’ aufgenommen, die anderen aber nicht aufgenommen werden; 
wir wollen uns den Elementen der ersten Art eine Eins, denen der zweiten Art 
eine Null zugeordnet denken. So kann man jede Teilmenge N’ von N als eine gewisse 
Belegung der Menge N mit der Menge {0, 1} oder {,‚fehlt“, ‚vorhanden‘‘} auffassen, 
d. h. als eine Funktion in N, die nur die beiden Werte f(n) =1 = „vorhanden“ 
oder f(n) =0 = ‚fehlt‘ annehmen kann, je nachdem das betreffende Element 
n in der Teilmenge N’ vorkommt oder nicht. Umgekehrt wird offenbar durch 
jede Belegung (Funktion) dieser Art eine gewisse Teilmenge von N eindeutig defi- 
niert!. (So entspricht z. B. der Menge N selbst die Belegung, bei der für alle n 
stets f(n) =1 ist; der Nullmenge diejenige, für die f{r) = 0.) Die Menge UN aller 
Teilmengen von N fällt daher im wesentlichen zusammen mit der Menge aller 
Belegungen der Menge N mit der Menge {0, 1}, d.h. in der obigen Schreibweise 
mit der Belegungsmenge (N/{0, 1}). Da die Menge {0, 1} die Kardinalzahl 2 be- 
sitzt, so ist (nach der im vorletzten Absatz entwickelten Definition der Potenz) 
die Kardinalzahl jener Belegungsmenge, also auch die Kardinalzahl von UN, 
gleich 2", wobei ıı die Kardinalzahl der Menge N bedeutet. Es gilt somit der fol- 
gende wichtige Satz, der dazu geführt hat, die Menge aller Teilmengen einer 
Menge N auch schlechthin als die Potenzmenge von N zu bezeichnen: 


Satz1. Ist N eine beliebige Menge von der Kardinalzahln, so besitzt die 
Menge UN, d. i. die Menge aller Teilmengen von N, die Kardinal- 
zahl 2". Die Menge UN kann als die Belegungsmenge von N mit einer 
Menge von zwei Elementen (z. B. mit {0,1}) aufgefaßt werden. 

Ist alson eine beliebige Kardinalzahl, so ist (nach Satz 3 auf S. 67.) die 
Kardinalzahl 2" stets größer als n. 


1 Die so zu der festen Ausgangsmenge N definierbaren Funktionen nennt 
man nach DE LA VALL£E Poussin ([1] sowie [2], S.7; dort ein wenig spezieller 
eingeführt) die den Teilmengen N’ zugehörigen charakteristischen Funktionen; dem- 
nach gehört zu jeder Teilmenge N’ von N umkehrbar eindeutig eine charakteri- 
stische Funktion, deren unabhängige Veränderliche jedesmal die Menge N durch- 
läuft. 
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Allen Bemühungen zum Trotz einstweilen ungelöst ist die Frage, ob 
für die unendlichen Kardinalzahlen n etwa 2" die nächstgrößere Kardinal- 
zahl nach n ist. Im einfachsten Fallıı = a entspricht diese Frage dem 
Kontinuumproblem (S. 67; vgl. S. 110). 

Satz 1 gilt natürlich auch für endliche Mengen. Für solche drückt 

er, wie oben bemerkt, ein aus der Kombinatorik bekanntes elementares 
Resultat aus. Ist z. B. N die Menge der drei Zahlen 1, 2, 3, so enthält 
UN als Elemente die folgenden Mengen: 
a eN Te Dee Nullmenge), 
also wirklich 8 = 2% Elemente. (Für den Fall der Nullmenge N = 0 be- 
sagt unser Satz, daß 10 ein Element enthält (2° = 1); in der Tat ist ja 
die Nullmenge Teilmenge von sich selbst, während sie keine andere Teil- 
menge besitzt, d. h. es ist N0 die Menge {0} mit dem einzigen Ele- 
ment 0.) 

Aus dem zweiten Teil des Satzes 1 ersieht man, wenn man noch den 
Satz7 von S.95 hinzunimmt, daß der Prozeß des Fortschreitens zu 
immer größeren und größeren unendlichen Kardinalzahlen ohne Schranke 
durchgeführt werden kann. Denn ist m, die Kardinalzahl einer beliebigen 
endlichen oder unendlichen Menge (z. B. der Menge aller natürlichen 
Zahlen) und wird 2° = ım,, 2": = m, gesetzt usw., so ist zunächst nach 
dem soeben bewiesenen Satz: 


Mol, <ima<..., 


dann aber nach dem erwähnten Satz 7 die Summe all dieser abzählbar 
unendlichvielen Kardinalzahlen 


{ll Sn an = eye 0 


größer als jede unter ihnen; wird diese Summe mit | bezeichnet, so ist 
wiederum 21 > f usw. Auf diese Art lassen sich nicht nur — wie bei den 
endlichen Zahlen — zu jeder einzelnen Kardinalzahl, sondern auch zu 
jeder Menge von Kardinalzahlen immer größere Kardinalzahlen bilden!. 


4. Formale Rechenregeln. Für endliche Zahlen m, n, $ werden in 

der Arithmetik die Beziehungen bewiesen: 
m? m? = m"+tP, | m" p" = (m-P)",| (m)? = m" '?P, 

Genau die nämlichen Beziehungen gelten für beliebige (endliche oder 
unendliche) Kardinalzahlen m, ı, p, und zwar (bei den ersten zwei 
Gleichungen) auch für beliebig viele Faktoren. Der Beweis läßt sich 
ohne besondere Schwierigkeit in der Weise führen, daß nach den Defi- 
nitionen der Addition, Multiplikation und Potenzierung die linke 
wie die rechte Seite jeder Beziehung für sich in passender Weise be- 
rechnet und dann, vornehmlich unter Anwendung der in Satz4 von 


* Eine hieraus entspringende Schwierigkeit wird uns noch beschäftigen (S. 212). 


eh Ta 


$8. Potenzierung der Kardinalzahlen. Das Problem des Unendlichkleinen. 109 


S. 92 ausgedrückten Rechenregeln für die Multiplikation, gezeigt wird, 
daß die erhaltenen Ergebnisse paarweise übereinstimmen. Also: 


Satz 2. Für die Potenzierung der Kardinalzahlen gelten folgende 


Rechenregeln: | 
1) pt... fntotat 


(2) ft. pr. g® ‘o. =(f-p-q- ..)n 
(3) (ie = Mer. 


Um z.B. die erste der obigen Regeln (und zwar sogleich für beliebig viele 
Faktoren) zu beweisen, gehen wir aus von derjenigen Form des assoziativen Ge- 
setzes für die Multiplikation von Mengen, die wir auf S.93 durch Formel (A) 
ausgedrückt haben. Sind in der dortigen Bezeichnung N, P,Q, ... paarweise 
elementefremde Mengen von den Kardinalzahlen n,p,q,.... und zwar so beschaffen, 
daß ihre Elemente lauter (äquivalente) Mengen von einer und derselben Kardinal- 
zahl f darstellen, so besitzt die Vereinigungsmenge N+ P+Q-+... nach der 
Definition 3 der Addition (S. 84) die Kardinalzahl n +p+q-+..., während 
den Verbindungsmengen BN, BP, PBQ,...BP(N+P-+Q-+...) nach der Defi- 


nition der Potenzierung die Kardinalzahlen f", 0 > RR ee 
kommen. Die Formel (A) drückt also (gemäß der Definition 6 auf S. 91) in der Tat 
die erste unserer Potenzregeln aus: 


in .fp .ra ... = mryrgr ..., 


Sind überdies noch die Mengen N, P, 0, .... sämtlich von der nämlichen Kardinal- 
zahl n ‚demnach die Verbindungsmengen BN,BP,®%Q,... alle von der Kardinal- 
zahl f", und besitzt die Menge {N, P, Q, ...} die Kardinalzahl r, so folgt nach 
Satz 5 auf S. 94 und unter nochmaliger Anwendung der Potenzdefinition die dritte 


Potenzregel: 
(mr ua 


5. Die Potenzmenge einer abzählbaren Menge (Kontinuum). Gehen 
wir jetzt zu Beispielen über, so soll vor allem die Potenz 10% be- 
rechnet werden. Wir bilden zu diesem Zweck, nach der CAnToRschen 
Potenzdefinition vorgehend, eine Menge von der Kardinalzahla (d.h. 
eine abzählbare Menge), etwa die Menge N = {1, 2, 3,...} aller natür- 
lichen Zahlen, und belegen sie mit einer Menge von der Kardinalzahl 10, 
wofür wir die Menge M ={0, 1, 2,..., 8, 9} wählen. Wenn wir, wie 
im dritten Beispiel auf S. 105, die Elemente von N als die Stellenzeiger 
eines Dezimalbruchs (rechts vom Komma) auffassen und wenn wir 
links vom Komma stets eine Null anschreiben, so stellt, ähnlich wie 
dort, die Belegungsmenge (N/M) ersichtlich die Menge aller (endlichen 
und unendlichen) mit 0, .. . beginnenden Dezimalbrüche dar. Diese Menge 
besitzt also die Kardinalzahl 10°. — Diese Tatsache macht sich der 
Leser, der etwa die CAnTorsche Definition zunächst überschlagen hat, 
auch leicht auf Grund der Potenzdefinition von S. 104 klar; er bilde 
zur Konstruktion von 10% das Produkt M, 'M,°M3*... von abzähl- 
bar unendlichvielen Mengen, deren jede 10 geeignet gewählte Elemente 
umfaßt, und überzeuge sich, daß die Elemente der Verbindungsmenge 
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bis auf die Schreibweise mit den oben bezeichneten Dezimalbrüchen 
zusammenfallen. 

Die Mächtigkeit dieser Menge von Dezimalbrüchen können wir 
andererseits auch auf folgende Art bestimmen: Nach Satz 1 auf S. 48 
besitzt die Menge aller unendlichen Dezimalbrüche zwischen 0 und 1 die 
Mächtigkeit c. Die Menge aller endlichen (abbrechenden) Dezimal- 
brüche zwischen 0 und 1 ist eine unendliche Teilmenge der Menge. 
aller rationalen Zahlen zwischen 0 und 1; denn jeder endliche Dezimal- 
bruch läßt sich auch als gemeiner Bruch (mit einer Potenz von 10 als 
Nenner) schreiben. Die Menge aller endlichen Dezimalbrüche ist also 
abzählbar (Satz 1 auf S.29). Die Menge aller endlichen und un- 
endlichen Dezimalbrüche zwischen 0 und 1 hat demnach die Mächtig- 
keit c+a, die nach S.87 gleich c ist. Wir haben also das folgende 
Ergebnis gewonnen: 

10° =c. 


Daß in dieser Beziehung gerade die Kardinalzahl 10 auftritt, beruht 
. allein darauf, daß unser Ziffernsystem, das auch der Bildung der 
Dezimalbrüche zugrunde liegt, entsprechend der Anzahl unserer Finger 
auf die Zahl 10 gegründet ist. Von der Tatsache, daß der Mensch 
zehn Finger besitzt, können aber die Wahrheiten der Mathematik 
nicht abhängig sein. Wirklich kann man alle reellen Zahlen eben- 
sogut unter Zugrundelegung einer beliebigen anderen natürlichen 
Zahl n, die nur nicht die Eins sein darf (weil deren Potenzen nicht 
wachsen, sondern alle wieder gleich Eins sind), in Form unendlicher und 
endlicher a n-albrüche‘“ ee wobei statt der Poten- 


zen von 10 und ı, ö die Potenzen von n und — 2 die Rolle der Einheiten 


spielen!. Wählt. manz.B.n so. klein als möglich, nämlich = 2, so wer- 
den alle reellen Zahlen zwischen O0 und 1 durch alle unendlichen ‚‚Dual- 
brüche‘‘ der Form 0, 5,5b,d,... dargestellt, wobei für d,, b, usw. nur 
die zwei Werte 0 und 1 zulässig sind. Setzt man auf Grund dieser 
elementaren Tatsache der Arithmetik in der zuletzt angestellten Be- 
trachtung n an die Stelle von 10, so ergibt sich: 


n® = (n=von 1 verschiedene endliche Kardinalzahl). 


Da also im besonderen auch 2° = c ist, so folgt nach Satz 1 (S. 107): 
Satz 3. Die Menge aller Teilmengen einer abzählbaren Menge (z. B. der 
Menge der natürlichen Zahlen) besitzt die Mächtigkeit c des Kontinuums. 
Allgemeiner gilt für jede endliche Kardinalzahl n >\: 
n° = t. 
Daß die Menge aller n-albrüche zwischen 0 und 1 äquivalent ist der Menge 


aller Dezimalbrüche zwischen diesen Grenzen, läßt sich auch leicht direkt be- 


1 vgl. z.B. Lorwy [li], S. 102—104. 
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weisen, ohne Berufung auf arithmetische Tatsachen. Wir benutzen zu diesem 
Zwecke (nach J. Könıs [5], S. 219f.) den Äquivalenzsatz und wählen für n der 
Anschaulichkeit halber einen bestimmten Zahlenwert, etwa wie oben n = 2 (Dual- 
brüche). Dann ist einerseits die Menge der Dualbrüche einer Teilmenge der Dezimal- 
bruchmenge äquivalent, nämlich der Menge all der Dezimalbrüche, in denen nur 
die Ziffern O0 und 1 vorkommen; jeder Dezimalbruch dieser Art läßt sich ja als 
Dualbruch lesen und umgekehrt. Andererseits kann man der Menge aller Dezimal- 
brüche zwischen 0 und 1 leicht eine äquivalente Teilmenge der Dualbruchmenge 
auf folgende Art zuordnen: ist ein Dezimalbruch 0, a, ag a,... vorgelegt, dessen 
Ziffern a,, a, usw. (allgemein a,) also sämtlich zwischen O0 und 9 liegen, so soll an 
die Stelle von a, eine Eins mit Voranstellung von a, Nullen treten, also eine Gruppe 
von a, + 1 Ziffern; z. B. ist so der Dezimalbruch 0,41021... zu ersetzen durch 


0,0000101100101.... 


Hiernach wird jedem Dezimalbruch eindeutig ein gewisser Dualbruch zugeordnet, 
und zwar umkehrbar eindeutig, da nach dieser Vorschrift niemals zwei verschie- 
den geschriebenen Dezimalbrüchen der nämliche Dualbruch entsprechen kann. 
Es ist also die Menge der Dualbrüche äquivalent einer Teilmenge der Menge der 
Dezimalbrüche, diese umgekehrt äquivalent einer Teilmenge der Menge der Dual- 
brüche; nach dem Äquivalenzsatz sind somit beide Mengen einander äquivalent, 
ihre Kardinalzahlen 2% und 10° also gleich. 

Unter Benutzung der Cantorschen Potenzdefinition sieht man sofort, daß 
c© gleich der auf S. 63 eingeführten Kardinalzahl f ist; denn die dort untersuchte 
Menge aller zwischen 0 und 1 definierten reellen Funktionen läßt sich als die Be- 
legungsmenge des Kontinuums mit sich selbst (genauer: der Menge der reellen 
Zahlen zwischen 0 und 1 mit der Menge aller reellen Zahlen) auffassen. Man er- 
kennt an diesem Beispiel deutlich die Fruchtbarkeit des Begriffs der Belegungs- 
menge. — Es ist übrigens nach Satz 2: c* = (2°) —2*' — 2° [nach (4) auf S. 97], 
d.h. schon die Menge der reellen Funktionen, die nur zwei (oder endlichviele)' 
verschiedene Werte (z. B. nur die Werte 0 und 1) annehmen können, besitzt die 
Kardinalzahl f. Diese ist somit nach Satz 1 gleichzeitig die Kardinalzahl der 
Menge aller Teilmengen des Kontinuums. Man erkennt so, in wie unvergleich- 
lich stärkerem Maße die Kardinalzahl der Funktionenmenge (Belegungsmenge) 
von der Argumenimenge (der zu belegenden Menge) N abhängig ist als von der 
Menge M der zulässigen Funktionswerte (Belegungswerte); auch in der Arith- 
metik wächst ja der Wert einer Potenz weit rascher mit zunehmendem Expo- 
nenten als mit zunehmender Basis. 


6. Weitere Beispiele. Wir stellen noch einige weitere Beispiele 
für das Potenzieren von Kardinalzahlen zusammen. Es ist: a? 
=g-a=a (Gleich. (2) auf S.97), a=a.a=a-a=a, allgemein 


a” —=a für jede endliche Kardinalzahl n. 
Weiter ergibt sich bei Benutzung der Potenzregeln (Satz 2): 
a® = (n -a)* (Gleich. (1) auf S. 97) = n® -a® 
= n%@.q% (Gleich. (2) auf S. 97) = (n%)*.a® = (n*-a)* 
= (ec a)* (Satz 3) = c* (Gleich. (4) auf S. 97) 
u (n®)* — n% a: n" a also 
ac. 
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Dieses Beispiel zeigt deutlich die Möglichkeit eines erfolgreichen Rech- 
nens mit unendlichen Kardinalzahlen auf Grund der für sie gültigen 
Rechenregeln. 

Ferner ist nach Gleichung (5) auf S.%8 c?=c-c =, also auch 
3=c?2’c=c'c= c usw. allgemein c” = c für jede endliche Kar- 
dinalzahl n. Dies folgt übrigens nunmehr weit einfacher aus 


= (Ar =m—=gn—c. 
Weiter gilt: 
= (22)% = Yyaa— Ja—L, 


Mit berechtigter Genugtuung konnte CAnTOR 1895 auf diese kurze 
und gewissermaßen mechanische Ableitung der Beziehungen c” = c 
und c® = c hinweisen ([121], S. 488), die ihn 18 Jahre vorher eine 
längere und in ihren Methoden Erfindergeist erfordernde Abhandlung [6] 
gekostet hatte (vgl. die Ableitung von c-c=c auf S.98ff.). Das 
Rechnen mit den unendlichen Kardinalzahlen auf Grund der eingeführ- 
ten Definitionen und der aus ihnen folgenden Rechenregeln erweist 
sich so als ein wertvoller Mechanismus zur Ersparnis gedanklicher 
Arbeit; gerade die Erfindung derartiger Mechanismen gehört zu den 
bevorzugten Aufgaben der Mathematik und spielt vielfach für den 
Fortschritt der Wissenschaft eine entscheidende Rolle (vgl. die Erfin- 
dung der Differential- und Integralrechnung). 

Genau entsprechend, wie wir auf S.98f. durch Einführung von Koordi- 
naten sahen, daß die Menge aller Punkte eines Quadrats oder auch einer - 
unbegrenzten Ebene die Kardinalzahl c? besitzt, erkennt man, daß die 
Menge aller Punkte eines Würfels oder des unbegrenzten dreidimensio- 
nalen Raumes die Kardinalzahl c? hat (entsprechend der Dimensionen- 
zahl 3). Wir erhalten also das merkwürdige Ergebnis: 

Satz 4. Die Menge aller Punkte desunendlichendreidimensionalen Raumes 
besitzt die Kardinalzahl © des Kontinuums. Man kann also die Menge 
aller Punkte des Raumes auf die Menge aller Punkte einer noch so kleinen 
linearen Strecke so abbilden, daß jedem Punkt des Raumes ein einziger 


Punkt der Strecke zugeordnet ist und umgekehrt. 

Spricht man, wie es der Mathematiker vielfach tut, auch von Räumen mit 
mehr als drei Dimensionen, so wird in einem ‚mehrdimensionalen Koordinaten- 
raum‘ jeder Punkt des Raumes durch so viele unabhängige reelle Zahlen (Koor- 
dinaten) definiert, als die Anzahl der Dimensionen beträgt. Die Menge aller 
Punkte eines derartigen Raumes von n bzw. a Dimensionen hat also die Kar- 
dinalzahl c” bzw. c@; denn jeder Punkt ist umkehrbar eindeutig durch einen 


Komplex von Koordinaten 
® 


(rar in) ADZwiE (7, ra) 


bestimmt, wobei die einzelnen Koordinaten alle reellen Zahlen durchlaufen. Da, 
wie. wir sahen, (? = c@ = t ist, so gilt: 

Zusatz. Auch die Menge aller Punkte eines Raumes von beliebig (endlich) vielen 
Dimensionen oder von abzählbar unendlichvielen Dimensionen hat nur die gleiche 
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Kardinalzahl c wie die Menge aller Punkte des eindimensionalen (linearen) Kon- 
tinuums. - 

Zum Schluß werde von den Begriffen und Ergebnissen des Potenzierens noch 
eine Anwendung gemacht, die über die Grenzen der Mengenlehre hinaus von 
Interesse ist und die gleichzeitig den Nutzen des Äquivalenzsatzes in helles 
Licht rückt. Wir betrachten die Menge S aller (reellen) stetigen Funktionen y=f(x) 
einer reellen Veränderlichen x. Dabei setzen wir, ohne den Begriff der Stetigkeit 
scharf zu zergliedern, über ihn nur das Eine als bekannt (oder plausibel) voraus: 
der Wert einer stetigen Funktion f(x) für einen bestimmten Wert (Stelle) x, ist 
völlig bestimmt durch Funktionswerte in der ‚Nachbarschaft‘, nämlich an den 
Stellen einer Menge, in der sich namentlich auch solche Stellen befinden, die 
sich von der Stelle x, um beliebig wenig unterscheiden. Daher ist eine stetige 
Funktion schon vollständig (auch für die irrationalen x) gegeben, sobald nur 
ihre Werte an den rätionalen Stellen x bekannt sind; denn den irrationalen 
Stellen kommen immer rationale beliebig nahe (vgl. S. 149), z. B. einem unend- 
lichen Dezimalbruch dessen endliche Annäherungsbrüche, die rational sind. (All- 
gemeiner: eine stetige Funktion ist schon durch jede abzählbare und dichte 
[S. 144] Teilmenge ihrer Funktionswerte festgelegt, eine ganz willkürliche Funk- 
tion dagegen erst durch die Gesamtheit ihrer Werte.) 

Wenn wir nun die (abzählbare) Menge aller rationalen Zahlen x mit der 
(die Mächtigkeit c besitzenden) Menge aller reellen Zahlen y belegt denken, so 
entsteht eine Belegungsmenge von der Kardinalzahl c@ = c (S. 112). Die 
Menge S der stetigen Funktionen läßt sich aber als eine Teilmenge eben dieser 
Belegungsmenge auffassen. Jede stetige Funktion stellt nämlich, wie wir vorher 
sahen, eine gewisse Belegung der rationalen Zahlen x mit reellen Zahlen y dar. 
(Allerdings läßt sich dies nicht umkehren; denn auch die Werte y an den rationalen 
Stellen x dürfen nicht ganz beliebig vorgeschrieben werden, weil — wegen der 
Stetigkeit — der Wert an einer rationalen Stelle durch die Werte an den benach- 
barten rationalen Stellen mitbestimmt ist; auf diesen recht verwickelten Sach- 
verhalt braucht glücklicherweise gar nicht eingegangen zu werden.) Anderer- 
seits ist eine Teilmenge der Funktionenmenge S äquivalent dem Kontinuum, 
z. B. schon die Menge aller konstanten (und daher von selbst stetigen) Funktionen 
(S. 66). Die Kardinalzahl von S ist also (nach dem Äquivalenzsatz oder) nach 
Satz 5 auf S. 76 zugleich < cund > c,also gleich c. Der Äquivalenzsatz, der hier 
schwer zu entbehren ist, erlaubt uns gerade, von dem oben angedeuteten kom- 
plizierten Verhältnis der Menge 5 zu der betrachteten Belegungsmenge ganz 
abzusehen. Wir erhalten so das Ergebnis’ (vgl. CAnTor [7 V], S. 590), das zu dem 
Satz von S. 63 über die Kardinalzahl der Menge aller reellen Funktionen in scharfem 
Gegensatz steht: Die Menge aller (reellen) stetigen Funktionen einer reellen Veränder- 
lichen hat die Mächtigkeit des Kontinuums. 

Für den kundigen Leser mag es demgegenüber wissenswert sein, daß die 
Menge der (auch nur im RıEMAnNschen Sinn) integrierbaren Funktionen, ent- 
gegen einer Vermutung Cantors ([7 V], S. 590), die größere Mächtigkeit f 
hat, also äquivalent ist der Menge aller Funktionen überhaupt (vgl. JoUrRDAIN 
[1], S. 178£.); für die Menge der differentiierbaren Funktionen dagegen gilt 
natürlich dasselbe wie für die der stetigen. Vgl. auch SCHOENFLIES [8], S. 60 

bis 63 und 3671. i 


7. Das Problem des Unendlichkleinen!. Bevor wir jetzt von den 
unendlichen Kardinalzahlen, die wir als den in bestimmtem Sinn 


1 Der Rest dieses Paragraphen kann überschlagen werden, ohne daß das 
' Verständnis des Nachfolgenden beeinträchtigt würde; er wendet sich vor allem 
; an die philosophischen Interessenten am Unendlichkleinen. 

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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nächstliegenden Typus des Unendlichgroßen kennengelernt haben, zu 
einem anderen Gegenstand übergehen, werde noch das Problem des 
aktual Unendlichkleinen kurz gestreift, das im Anschluß an die Mengen- 
lehre vornehmlich von philosophischer, aber auch von mathematischer 
Seite aufgeworfen worden ist. 

Während für das Unendlichgroße CANToOR dem potentiellen Unend- - 
lich der Analysis mit Nachdruck sein aktuales Unendlich, das Trans- 
finite, gegenübergestellt (vgl. S.7f.) und innerhalb dessen eine Fülle 
von Abstufungen unterschieden, ja eine ganze transfinite Arithmetik ent- 
wickelt hat, ist hinsichtlich des Unendlichkleinen von ihm nur das poten- _ 
tielle Unendlich der älteren Mathematik anerkannt worden. Wie der 
Leser aus seiner etwaigen Bekanntschaft mit den Elementen der höheren 
Mathematik weiß und anderenfalls z. B. aus den leichtverständlichen 
Darstellungen bei HESSENBERG [2] oder PAscH [4] (S.47--73) entnehmen 
kann, herrscht hinsichtlich des ‚‚Unendlichkleinen‘“ oder ‚‚Infinitesimalen‘“ 
der Differential- und Integralrechnung sowie anderer analytischer und 
geometrischer Gebiete unter den Mathematikern seit langem — un- 
bestritten seit CaAucHy — die folgende Auffassung, die im Grunde 
schon von NEWTON und LEIBNIZ, den Erfindern der Infinitesimal- 
rechnung, vertreten worden ist: Das Unendlichkleine ist nur im Sinn 
einer Redeweise (vgl. das Zitat auf S.1) auf der Grundlage des Grenz- 
oder Limesbegriffs, also eines potentiellen Unendlich, zu verstehen; es 
handelt sich um veränderliche, unbegrenzt der Null sich annähernde 
Zahlen oder Größen, die unter jeden noch so kleinen positiven Betrag . 
hinabsinken können. Eine feste, von Null verschiedene und allen 
positiven endlichen Werten als untere Schranke dienende Zahl ist 
nicht möglich!, 

Demgegenüber wurde namentlich von H. CoHEN und innerhalb 
der von ihm geführten Neukantischen Schule der Versuch gemacht, 
die Infinitesimalmethode auf das Differential als ein aktual Unendlich- 
kleines zu gründen, das in ähnlichem Sinn fest und abgeschlossen sowie 
auch näher umgrenzbar sein sollte wie das Unendlichgroße der Mengen- 
lehre (vgl. etwa NAToRrP {1], 4. Kap., und die dort angeführten Schriften). 
Ein derartiger Versuch kann sich übrigens in gewissem Maß auf das 
Vorbild des Rechnens mit Differentialen berufen, wie es — freilich ohne 
hinlängliche Begründung und Berechtigung — in der Jugendepoche der 
Infinitesimalrechnung geübt wurde; indes kann ein solcher Rückfall 
in die Gepflogenheiten eines vergangenen Zeitalters zwar allenfalls durch 
ein didaktisch gewendetes biogenetisches Grundgesetz als Durchgangs- 
stufe gerechtfertigt, keinesfalls aber als eine Tugend neu empfohlen ° 
werden. Die Verfechter dieser Rückkehr zum Unendlichkleinen ver- 


1 Man vergleiche etwa die uns heute erstaunlich anmutende Diskussion zwischen 
LEıBnız und JOHANN BERNOULLI, auf die WeyL [7], S. 36, hinweist. 
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fuhren neuerdings vielfach so, daß sie die unendlichen Kardinalzahlen 
oder auch die im $12 zu behandelnden unendlichen Ordnungszahlen 
als Vorbild nahmen: wie diese Zahlen zur Eins (und auch zueinander) 
in Verhältnissen stehen, die als unendlichgroße zu bezeichnen sind, so 
seien entsprechend in mannigfacher Abstufung Zahlen zu bilden und 
in die Mathematik einzuführen, zu denen die Eins (bzw. eine beliebige end- 
liche Zahl) in einem unendlichgroßen Verhältnis steht und die daher 
als unendlichklein anzusehen wären. Gewissermaßen die reziproken 
Werte der unendlichgroßen Zahlen sollten ihnen als unendlichkleine 
Zahlen korrelativ gegenübertreten. 
Natürlich kann bei der Ablehnung, die solche Anschauungen bei 
den Mathematikern, und zwar schon bei CANTOR — dem sie aller- 
dings in anderer Einkleidung entgegengetreten waren! — gefunden 
haben, nicht von einem dogmatischen Standpunkt die Rede sein. 
Polizeiliche Denkverbote gibt es im Reiche der Mathematik nicht 
und wissenschaftliche Vorurteile können sich in ihm nicht lange auf- 
recht erhalten, wie dies von niemandem lebhafter betont worden ist als 
gerade von CANTOR selbst, der die Mühsale des Kampfes gegen derartige 
Vorurteile nur allzudeutlich selbst empfunden hat?. Auch der Einwand, 
daß eine Begriffsbildung der oben bezeichneten Art in sich widerspruchs- 
voll sei, m. a. W., daß über der Korrelationsbetrachtung (Unendlich- 
großes:i=1:x) die Existenzfrage (gibt es überhaupt solch ein x?) ver- 
nachlässigt bzw. durch eine petitio principii umgangen werde, wäre 
zunächst nicht ganz stichhaltig. Denn die bloße ‚„Setzung‘‘ eines Be- 
griffs, mit der sich die philosophische Betrachtung zuweilen begnügt, wird 
an sich selten und gewiß nicht in diesem Falle zu Widersprüchen führen ; 

vielmehr muß man sich auf solche in der Regel erst dann gefaßt machen, 
' wenn man mit den gesetzten Begriffen etwas anfangen will — das be- 
deutet aber für Zahlen vornehmlich: wenn man mit ihnen zu rechnen und 
' sie weiterhin auf wissenschaftliche Probleme anzuwenden unternimmt. 


In diesen beiden Beziehungen versagt aber das aktual Unendlichkleine, 
zum mindesten in seinen bisher vorgeschlagenen Formen, und deshalb führt 
' es in der Mathematik eine höchst kümmerliche Existenz, die in keiner 
' Weise der des Unendlichgroßen in der Mengenlehre vergleichbar ist. 
' Man muß daher sagen: dem potentiellen, in Wirklichkeit auf Endliches 
‚reduzierbaren Unendlichkleinen der Analysis ist ein aktwal Unendlich- 
kleines nicht zur Seite getreten. 


Daß unendlichkleine Zahlen, wenn sie im obigen Sinn als reziproke 
' Werte der unendlichen Kardinalzahlen eingeführt werden sollen, jeden- 
falls kein vernünftiges Rechnen gestatten, erhellt aus dem, was gegen 
' Ende des vorigen Paragraphen (S. 96) über die Umkehrung der Multipli- 


I Vgl. Cantor [10], [13] und [14]. 
2 Vgl. CAntors auf S. 78f. angeführtes Motto sowie SCHOENFLIES [12], S. 14. 
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kation der Kardinalzahlen gesagt worden ist; der Versuch scheitert 
daran, daß keine eindeutige Division möglich ist, wie es aus dem ent- 
sprechenden Grund auch keinen Sinn hätte, „negative‘“ unendliche 


1 
Kardinalzahlen einzuführen. So könnte man z.B. das Produkt c - FE 


mit dem nämlichen Recht gleich einer beliebigen endlichen Zahl » 
(wegen e=n: ce) oder gleicha (wegen c =a+c) oder gleich c (wegen 


5 1 j 
cc = c), aber aus denselben Gründen auch z.B. gleich, —- setzen. Die 


sorgsameren Begriffsbildungen und Rechenfestsetzungen, wie sie z. B. 
in der mathematisch tiefsten Behandlung des aktual Unendlichkleinen 
durch VERONESE und LEVI-CIVITA vorliegen, erfordern daher mancher- 
lei Umständlichkeiten und bringen Nachteile anderer Art mit sich 
(vgl. den nächsten Absatz); man vergleiche hierzu neben VERONESES 
Hauptwerk [1] und Levı-CıvıtA [1] sowie der zusammenhängenden 
Darstellung bei Natuccı [1] (XI. Kapitel) etwa noch HÖLDER [1] und 
SCHOENFLIES [3] sowie [1II], S. 53—64, wo weitere Literaturangaben zu 
finden sind. 

Wenn man demgemäß versuchen wird, durch geeignete Festsetzungen 
die erste Bedingung, die Möglichkeit des Rechnens, zu sichern, so wird doch 
das zweite erstrebte Ziel, die Fruchtbarkeit und Anwendungsfähigkeit 
der unendlichkleinen Zahlen, vollends verfehlt oder mindestens ganz un- 
genügend erreicht. Mit Recht stellen die Neukantianer wie auch z.B. 
GEISSLER ([l] und [2]) mit in den Vordergrund den Wert der un- 
endlichkleinen Zahlen, der sie nachträglich erst voll legitimieren soll, 
und mit Recht weisen sie hierbei speziell auf die Infinitesimalrechnung 
als auf das Rhodus hin, auf dem das Unendlichkleine in Form von 
„Differentialen‘‘ seine Leistungsfähigkeit zu zeigen habe; scheinen 
doch die Methoden dieses grundlegenden Zweiges der Mathematik die 
Verwendung des Unendlichkleinen geradezu zu fordern, wie das 
schon der Name andeutet. Bei dieser Probe hat aber das Unendlich- 
kleine restlos versagt. Die bisher in Betracht gezogenen und teilweise 
sorgfältig begründeten Arten unendlichkleiner Größen haben sich zur 
Bewältigung auch nur der einfachsten und grundlegendsten Probleme 
der Infinitesimalrechnung (etwa zum Beweis des Mittelwertsatzes der 
Differentialrechnung oder zur Definition des bestimmten Integrals) als 
völlig unbrauchbar erwiesen (vgl. z.B. F.BERNSTEIN [1]). Sie mußten der 
bisherigen (verhältnismäßig umständlichen) Begründungsmethode mit- 
tels des Grenzwertbegriffs das Feld ungeschmälert belassen; es besteht 
auch kein Grund zu der Erwartung, daßsich hierin künftig etwas ändern ' 
werde. Gewiß wäre es an sich denkbar (wenn auch aus guten Gründen 
äußerst unwahrscheinlich und jedenfalls beim heutigen Stand der Wissen- 
schaft in ungreifbarer Ferne liegend), daß ein zweiter CANToR dereinst eine 
einwandfreie arithmetische Begründung neuer unendlichkleiner Zahlen 
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gäbe, die sich als mathematisch brauchbar erweisen und ihrerseits viel- 
leicht einen einfachen Zugang zur Infinitesimalrechnung eröffnen 
könnten. Solange das aber nicht der Fall ist, wird man weder die (in 
vieler Hinsicht interessanten) VERONESEschen noch andere unendlich- 
kleine Zahlen in Parallele zu den CAnTorschen setzen dürfen, sondern 
sich auf den Standpunkt stellen müssen, daß von der mathematischen 
und damit logischen Existenz des Unendlichkleinen in einem gleichen 
oder ähnlichen Sinn wie beim Unendlichgroßen in keiner Weise ge- 
sprochen werden kann. 


8. Unendlichkleines und nichtarchimedische Größensysteme. Trotz 
alledem hat man, wie bemerkt, gewisse in einem formalen Sinn un- 
endlichkleine Zahlen in die Mathematik eingeführt und zu umgrenzten 
Aufgaben mit Vorteil verwendet. Zum Verständnis des Wesens 
solcher Zahlen gehen wir vom sog. Axiom des ARCHIMEDES (historisch 
richtiger: EUDOXUS) aus, das besagt: sind zwei Strecken gegeben, so 
kann man durch hinreichend oftmaliges (endlichmaliges) Hinterein- 
anderantragen der kleineren Strecke immer eine Strecke erzielen, die 
die größere der gegebenen Strecken übertrifft. Dieser selbstverständlich 
scheinende Satz spielt bei der Begründung der Geometrie wie auch der 
Arithmetik — sofern man nämlich für die Streckenlängen reelle Zahlen 
eintreten läßt — eine wesentliche Rolle. Ein System geometrischer 
oder arithmetischer Größen, in dem jener Satz nicht erfüllt ist, bezeich- 
net man als ein nichtarchimedisches Größensystem; in einem solchen wird 
man, wenn a, noch so oft zu sich selbst hinzugefügt, immer einen unter- 
halb 5 bleibenden Betrag ergibt, a unendlichklein im Vergleich zu 5 
(oder, falls 5 „endlich“ ist, unendlichklein schlechthin) oder auch 5 
unendlichgroß im Vergleich zu a nennen. Derartige und zwar auch 
höchst allgemeine nichtarchimedische Größensysteme hat man in den 
letz en Jahrzehnten öfters und zu sehr verschiedenartigen Zwecken 
eingeführt!.Von dem Verhalten der unendlichgroßen Zahlen der Mengen- 
lehre (bzw. des gewünschten, aber nicht möglichen reziproken Gegen- 
bilds) unterscheiden sie sich durch das Fehlen des Anzahl- (oder Ord- 
nungszahl-J„momentes, wie es die transfiniten Zahlen z. B. mit der 
Eins verknüpft. Demgemäß wird bei jenen Größensystemen in der 


1 Schon Polynome in einer Variabeln x bilden ein solches System, wenn man 
z.B. nx <]1 (für jedes n) festsetzt. Für tieferliegende Beispiele vergleiche man 
außer den schon genannten Arbeiten etwa HıLBeErr [2], $12; Hann [1]; VAHLEN 
[1]; FRAEnKEL [1]; ARTIN-SCHREIER [1]; Baer [1]. (Vgl. auch CHwistex [4].) 
' Ein sehr anschauliches und schon frühzeitig erörtertes Beispiel stellen die ‚‚horn- 
förmigen‘‘ Winkel zwischen sich berührenden Kurven (z. B. einem Kreis und seiner 
Tangente) gegenüber den Winkeln zwischen Geraden dar. Für die in diesem Zu- 
; sammenhang besonders wichtige Theorie der Wachstumsordnung vergleiche man 
' neben Du Boıs-ReymonD [1] etwa Harpy [3] sowie den zitierten vielseitigen 
Aufsatz von BAER, der auch weitere Literaturangaben enthält. 
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Regel durch eine wiederholte Addition der nämlichen Zahl die Summe 
gegenüber der Ausgangszahl zwar unter Umständen verkleinert, nicht 
aber wesentlich vergrößert; in der Mengenlehre dagegen, wo 1 unendlich- 
klein ist im Vergleich zur kleinsten unendlichen Kardinalzahl a, 
wird diese durch abzählbar unendlichmalige Addition von 1 erreicht 
(S. 94). 

Dieser Gegensatz wurzelt aber in einem innerlichen Unterschied hin- 
sichtlich der ganzen Art der Einführung und Begründung des Unendlich- 
großen in der Mengenlehre einerseits, in den nichtarchimedischen 
Größensystemen "andererseits; in einem Gegensatz, der auch begrün- 
det, warum man es in diesen Größensystemen mit bloß relativ, in der 
Mengenlehre aber mit absolut Unendlichgroßem zu tun hat. Bei der 
Einführung der Kardinalzahlen wie auch der in den $$9 und 12 zu 
behandelnden Ordnungstypen und Ordnungszahlen operiert die Mengen- 
lehre nicht etwa rein formal derart, daß sie neue Symbole einführt als 
„Zahlen‘‘, die gegenüber den gewöhnlichen Zahlen als unendlichgroß 
erklärt werden, und mehr oder weniger willkürlich das Rechnen 
mit solchen Zahlen widerspruchsfrei festsetzt; ein derartiges Vor- 
gehen würde verhältnismäßig einfach sein und keines eigenen wissen- 
schaftlichen Gebäudes bedürfen, aber mangels einer natürlichen 
Grundlage, die gleichzeitig eine entsprechende Anwendungsfähigkeit 
bedingt, wenig Interesse oder Nutzen bringen. In Wirklichkeit geht 
die Mengenlehre vielmehr von dem gewissermaßen anschaulichen 
Begriff der Menge aus und gelangt von da aus in konsequenter, 
durch das wissenschaftliche Bedürfnis geleiteter Begriffsbildung (vgl. 
die auf S. 3f. angeführte Stelle aus CAnToR [7V]) zu den ver- 
schiedenen Arten ‚unendlicher Zahlen“; deren Größenanordnung 
und Rechengesetze werden dementsprechend nicht durch willkür- 
liche , Definitionsakte vorgeschrieben (erfunden), sondern gewisser- 
maßen der Natur abgelauscht, d.h. (auf Grund anschaulich nahe- 
liegender Grunddefinitionen) in ihrer zwangsläufig gegebenen Struk- 
tur, wie sie jeweils der Sonderart der betreffenden Zahlengattung 
entspricht, ‚festgestellt (entdeckt)!. So ergeben sich (vgl. die $$ 7—9 
und 12) die untereinander sehr verschiedenartigen Gesetze der 
Rechenoperationen für die einzelnen Zahlenarten, die a priori so 
festzusetzen keinerlei Grund bestanden hätte und auf deren Fest- 
setzung in dieser Art man von philosophischer, rein auf den Be- 


1 Natürlich bezieht sich dieses ‚„Feststellen‘‘ nur auf den intuitiven Weg zu 
einer neuen Theorie, auf dem ja die Phantasie eine weit wesentlichere Rolle spielt 
als das Denken, sowie auf die Folgerungen aus den Definitionen, nicht aber auf 
die logisch-systematische Darstellung der Begriffsbildungen. In der Systematik 
sind die eigentlichen (expliziten) Definitionen der Mathematik immer Festsetzungen 
und nicht etwa ‚Feststellungen‘ aus irgendwie „gegebenen“ Sachverhalten (siehe 
DuBisLav [2]). 
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griff des Unendlichgroßen gerichteter Betrachtung her ganz gewiß 
nicht verfallen wäret!. 

Ein derartiger ‚natürlicher‘ Zugang, wie ihn zum Unendlichgroßen 
die Mengenlehre gibt, existiert aber zum Unendlichkleinen bisher über- 
haupt nicht?; der Begriff der Menge, die entweder mindestens &in- 
Element umfaßt (d. h. eine Kardinalzahl [oder Ordnungszahl] > 1 hat) 
oder überhaupt keine Elemente besitzt (also auf die Nullmenge zu- 
sammenschrumpft), ist in dieser Beziehung nutzlos und ein anderer 
brauchbarer Weg ist mindestens bis heute nicht aufgefunden worden. 
So ist denn auch vom Standpunkt der Begründung aus, womit übrigens 
die beschränkte Anwendungsfähigkeit der nichtarchimedischen Größen- 
systeme in enger Beziehung steht, die Frage des aktual Unendlichkleinen 
weitgehend negativ zu beantworten. 


Aufgaben. 1. Man zeige direkt (durch Konstruktion einer Abbildung), 
daß aus MM’ und NN’ die Äquivalenz der Belegungsmengen 
(N/M) und (N’/M’) folgt — eine Tatsache, die der CAnTorschen 
Potenzdefinition offenbar als notwendige Bedingung zugrunde liegt. 

2. Man beweise, daß für jede Kardinalzahl m gilt: m! = m, 1" =1. 

3. Für die in Fußnote 1 auf S. 107 angeführten ch(arakteristischen) 
F(unktion)en — bei fester Ausgangsmenge N — gelten u. a. folgende 
Gesetze: Die zum Durchschnitt zweier Teilmengen gehörige ch. F. ist 
das Produkt der zu den einzelnen Teilmengen gehörigen ch. Fen.; die zur 


! Das schließt freilich eine nachträgliche dogmatische, namentlich auch axio- 
matische Begründung nicht aus (vgl. fünftes Kapitel), wie dies ja auch von Arith- 
metik und Geometrie gilt; vielmehr hat eine derartige Begründung in all diesen 
Fällen ihre methodischen Vorzüge, z.B. auch zur Klärung der gegenseitigen 
Abhängigkeitsverhältnisse zwischen den einzelnen Rechengesetzen usw. Übrigens 
läßt sich auch auf solchem Wege zeigen, daß es unmöglich ist, aktual unendlichkleine 
Zahlen in den Rahmen der Rechengesetze der unendlichgroßen Kardinalzahlen mit- 
hineinzuspannen (vgl. FRAENKEL [4], besonders S. 171, 180, 182f.). 

®? Für die vorstehend gemachte Unterscheidung zwischen ‚formaler‘ und 
„natürlicher‘‘ (oder ‚anschaulicher‘) Begründung neuer mathematischer Be- 
griffe, auf die in scharfer Weise einzugehen nicht in der Absicht der obigen Zeilen 
liegt, vergleiche man auch die etwas verwandte, von CANTOR hervorgehobene 
Unterscheidung zwischen immanenter und transienter Realität von Begriffen 
(CAntor [7 V], $8). Der z.B. mit der Theorie der höheren komplexen Zahlen 
vertraute Leser denke etwa einerseits an ein durch willkürliche (nur miteinander 
verträgliche) Additions- und Multiplikationsregeln definiertes System solcher 
Zahlen, dessen Eigenschaften im allgemeinen für die übrige Mathematik bedeu- 
tungslos sein werden, andererseits an die durch das Bedürfnis von Algebra und 
Funktionentheorie nahegelegte ‚„transiente‘“‘ Begründung der gemeinen komplexen 
Zahlen vermittels der ebenen Vektoren (GAusssche Zahlenebene) oder auch an 
die Begründung der Hamırtonschen Quaternionen! Allerdings ist die Kluft 
zwischen dem Unendlichen der Mengenlehre und dem der nichtarchimedischen 
Größensysteme eine weit tiefere. — Eine auf die Außenwelt sich beziehende 
transiente Begründung steht freilich auch für das Unendlichgroße nicht zur 
Verfügung (vgl. S. 6f. zu Beginn des Beispiels 4; ferner S. 373f.). 
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Vereinigungsmenge zweier elementefremder Teilmengen gehörige ch. F. 
ist die Summe der zu den einzelnen Teilmengen gehörigen ch. Fen.; 
für zwei beliebige Teilmengen entsteht durch Addition der zugehöri- 
gen ch. Fen. die nämliche Funktion, wie durch Addition der zur Ver- 
einigungsmenge und zum Durchschnitt gehörigen ch. Fen. Beweis! 

4. Man beweise die Potenzregeln (2) und (3) in Satz2, und zwar 
(2) mittels der auf S. 104 gegebenen, (3) mittels der CAnTorschen 
Potenzdefinition! 

5. Man beweise c* = c ohne Rechnung auf entsprechendem Weg, 
wie er zum Beweis des Satzes 8 auf S. 101 eingeschlagen wurde! 

6. Man beweise a® = c mittels des Äquivalenzsatzes! 

7. Man zeige,daß1-2-3-4-5---= c, sowie daß a (d. i. die Mächtig- 
keit der Menge aller Funktionen, die nur rationaler Werte fähig sind) 
ee 

8.. Die Menge aller Folgen von natürlichen Zahlen oder auch aller’ 
abzählbaren Teilmengen des Kontinuums hat die Mächtigkeit des Kon- 
tinuums. Beweis! R 

9. (Für den mit den Elementen der Funktionenlehre Vertrauten.) 
Man beweise, daß die Menge aller analytischen, d. h. durch konvergente 
Potenzreihen darstellbaren Funktionen und allgemeiner sogar die Menge 
aller Funktionen, die sich durch konvergente Reihen sietiger Funktio- 
nen darstellen lassen, die Mächtigkeit des Kontinuums besitzt! (In 
Verbindung mit dem auf S. 113 angeführten Ergebnis JOURDAINS 
folgert man hieraus leicht, daß eine integrierbare Funktion sich ‚im 
allgemeinen“ nicht in eine konvergente — auch nicht in eine ungleich- 
mäßig konvergente — Reihe stetiger Funktionen entwickeln läßt; das 
beieuchtet den ‚pathologischen‘ Charakter der allgemeinen integrier- 
baren Funktion.) 


Drittes Kapitel. 


Ordnungstypen und Ordnungszahlen. 
8 9. Geordnete Mengen. Ähnlichkeit und Ordnungstypus. 


1. Allgemeine Vorbemerkungen. All unsere bisherigen Überlegungen 
haben an den Begriff der unendlichen Menge nur in der einen Richtung 
angeknüpft, daß wir uns mit den Kardinalzahlen der Mengen beschäftigt 
haben, d.h. mit dem, was je allen untereinander äguivalenten Mengen 
gemeinsam ist. Da in der ersten Hälfte des vorliegenden Buches der 
Hauptnachdruck darauf gelegt ist, dem Leser die Möglichkeit der 
Einführung „unendlichgroßer Zahlen“ und ihrer vernünftigen und 
fruchtbaren Verwendung vor Augen zu führen, so erscheint diese 
Hervorhebung des Äquivalenzbegriffs als berechtigt; denn in den un- 
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endlichen Kardinalzahlen, ihrer Vergleichung und dem Rechnen mit 
ihnen haben wir eine besonders einfache und wichtige Klasse solcher 
Zahlen und ihre Eigenschaften kennengelernt. 

Zwei äquivalente Mengen können aber, auch wenn man von der 
besonderen Natur ihrer Elemente absieht,. neben der ihnen gemein- 
samen Kardinalzahl noch Verschiedenheiten aufweisen, deren Ge- _ 
samtheit man als die verschiedene Anordnung ihrer Elemente be- 
zeichnen kann. Ist z.B. M die Menge der natürlichen Zahlen in der 
gewöhnlichen Reihenfolge: M = {l, 2, 3,....}, N die Menge aller posi- 
tiven Brüche, die ihrer Größe nach (also nicht etwa so wie auf S. 32) 
geordnet sind, so sind zwar M und N äquivalent, aber in bezug auf die 
Ordnung ihrer Elemente ganz verschieden: M hat ein erstes Element 1 
und zu jedem anderen Element von M gibt es ein unmittelbar voran- 
gehendes und ein unmittelbar nachfolgendes; N besitzt dagegen kein 
erstes Element, da es keinen kleinsten positiven Bruch gibt, und zwischen 
je zwei positiven Brüchen liegen immer noch positive Brüche (z. B. ihr 
Mittel), so daß ein beliebiges Element von N weder einen unmittelbaren 
Vorgänger noch einen unmittelbaren Nachfolger besitzt. Ja auch eine 
und die nämliche Menge zeigt ein sehr verschiedenes Aussehen je nach 
der Art der Anordnung ihrer Elemente. Z. B. besitzt die Menge aller 
ganzen Zahlen in der ‚‚natürlichen‘“ Reihenfolge 


er EN 
kein erstes Element, wohl aber in der Anordnung 
{0, 1, —1, 2, —2,3, —3,...}; 


andere, enrlich verschiedene Anordnungen für diese nämliche Menge 
sind z. B. die folgenden: 


0,2, —2,4,—4,6,—6,...,—1,3, —3, 5, —5,...)} 
7 ae 9X 1 I SER EEE REREERIE TEE Gy Pas > PaER DIE: Pos Pape 


62, 2,610. a in ran 


In ganz handgreiflicher Andeutung kann man bei den geordneten Men- 
gen etwa an eine offene Perlenschnur denken, bei den Mengen schlecht- 
hin dagegen an einen Sack voll Kartoffeln. 

Bevor wir in die systematische Entwicklung eintreten, sollen einige 
Bemerkungen über die Bedeutung der Theorie der Ordnung und der 
geordneten Mengen vorangeschickt werden!. Vor allem sei der (freilich 
über die Grenzen der rein mathematischen Betrachtung hinausführende) 


1 Der Begriff „geordnete Menge“ ist hier ausschließlich in dem nachstehend 
präzisierten mathematischen Sinn (auf Grund einer einheitlichen Anordnungs- 
relation) zu verstehen; in allgemein-philosophischer Betrachtung wird der Be- 
griff einer geordneten Mannigfaltigkeit vielfach weiter gebraucht, z. B. auch für 
die (nicht ausdrücklich in bestimmter Weise geordnete) Gesamtheit aller Punkte 
des Raumes. Vgl. BurkAmP [1], S. 249. 


« 
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Hinweis gestattet, daß in gewisser Hinsicht die geordnete Menge den 
primären Begriff darstellt, aus dem der logisch-mathematisch einfachere 
Begriff der Menge schlechthin erst durch einen Abstraktionsakt 
hervorgeht, gewissermaßen mittels Durcheinanderschütteln der (ur- 
sprünglich in bestimmter . Reihenfolge befindlichen) Elemente (vgl. 
CAnToRs auf S.58 erwähnte Einführung des Begriffs der Kardinal- 
zahl). In der Tat vermitteln uns sowohl unsere Sinne (Gesicht, 
Gehör usw.) wie auch unser Denken Einzeldinge und -begriffe in 
der Regel in einer gewissen räumlichen oder zeitlichen Ordnung, 
und wenn wir die Elemente einer nichtgeordneten Menge (z. B. 
der Menge aller Häuser der Stadt Berlin) uns gedanklich oder in 
schriftlicher Tabellierung einzeln vor Augen führen wollen, kann 
dies nicht anders als in gewisser Reihenfolge geschehen!. Von dieser 
Erwägung aus könnte man sogar daran denken, die Theorie der 
Ordnung (geordnete Mengen) vor der Theorie der Äquivalenz (Kardinal- 
zahlen, ungeordnete Mengen) zu entwickeln. Dies wäre jedoch schon 
deshalb unpraktisch, weil die letztere, auf eine weitergehende Abstrak- 
tion sich stützende Theorie in ihren elementaren Teilen unvergleichlich 
viel einfacher ist, entsprechend dem Umstand, daß in ‚geordneten 
Mengen zu der (auch in ungeordneten definierten) Gleichheitsbeziehung 
noch eine weitere Beziehung zwischen den Elementen tritt, eben die 
der Anordnung. Übrigens schreitet die systematische Entwicklung 
in der Mathematik auch sonst meist vom Allgemeinen zum Beson- 
deren fort, was der hier verwendeten Reihenfolge entspricht. Es soll 
aber nicht verschwiegen werden, daß es auch ernstliche wissenschaft- 
liche Argumente gibt (vgl. S. 205 sowie Von NEUMANN [2]), die für 
die Voranstellung der Ordnungstheorie sprechen. 

Neben diesen mehr psychologischen Erwägungen ist es namentlich 
die Rücksicht auf die Bedürfnisse der Mathematik selbst, was die 
Theorie der Ordnung und der geordneten Mengen zu einem besonders 
wichtigen Teilgebiet der Mengenlehre stempelt. Mit der Einführung 
der unendlichen Kardinalzahlen haben wir nur eine einseitige Ver- 
allgemeinerung des Begriffs der natürlichen Zahl über das Endliche 
hinaus vorgenommen. Denn die endlichen Zahlen dienen ja im Leben 
und in der Wissenschaft nicht allein der Bezeichnung der Anzahl (der 
Beantwortung der Frage: wieviele Elemente kommen in'einer vorgelegten 
endlichen Menge vor ?), sondern gleichzeitig auch der Bezeichnung der 
Ordnungszahl, also dem Zweck des sukzessiven Aufzählens der einzelnen 
Elemente in der Reihenfolge erstens, zweitens, drittens usw., was 
auch mathematisch (vgl. z. B. Hörner [2], S. 14ff., und Loerwv[l], 
S. 384ff.) sogar die einfachere Seite des Zahlbegriffs darstellt. 


! Dem widerspricht nicht notwendig die von FETTwEISs [1] angeführte Tat- 
sache, daß sich beim Kind wie auch bei den Naturvölkern Ordnungszahl und 
Kardinalzahl gleichzeitig bilden. 
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Bei den endlichen Zahlen braucht man allerdings in der weiteren 
mathematischen Behandlung nicht mehr zwischen Kardinalzahlen 
und Ordnungzahlen zu unterscheiden; das liegt ander — uns zwar durch 
die Gewöhnung als selbstverständlich erscheinenden, in Wirklichkeit 
aber keineswegs trivialen und übrigens mathematisch streng beweis- 
baren — Tatsache (vgl. S.22), wonach man bei jeder wie immer vorgenom- 
menen Numerierung der Elemente einer gegebenen endlichen Menge 
stets mit der nämlichen Nummer (Ordnungszahl) zum Abschluß kommt!; 
diese Ordnungszahl kann man daher, als Kardinalzahl aufgefaßt, un- 
zweideutig zur Angabe der Anzahl der Elemente der Menge verwenden 
und ebenso umgekehrt. In scharfem Gegensatz hierzu lassen sich, wie 
die letzten Beispiele auf S. 121 und weitere nachfolgende Beispiele zei- 
gen, die Elemente einer gegebenen unendlichen Menge M auf (sogar 
unendlichviele) wesentlich verschiedene Arten ordnen, so daß zur Kardi- 
nalzahl von M nicht mehr bloß eine, sondern verschiedene Typen der 
Anordnung gehören. Will man also den Zählprozeß über die endlichen 
Ordnungszahlen hinaus aufs Unendliche verallgemeinern, so kommt 
man mit den unendlichen Kardinalzahlen, in denen allzuviel Abstraktion 
steckt, nicht aus; man muß neue ‚Zahlen‘“ schaffen, also Zeichen, die 
wir den einzelnen Elementen einer geordneten Menge in Rücksicht auf 
die Plätze, die sie innerhalb der Menge einnehmen, zuordnen können. 
Zu solchen Zeichen, die man als „Ordnungstypen“ bzw. ‚„Ordnungs- 
zahlen‘‘ bezeichnet und die eine neue Art ‚„unendlicher Zahlen‘ dar- 
stellen, ist CANTOR bereits sehr frühzeitig gelangt. Man kann sie, von 
den geordneten Mengen ausgehend, auf einem entsprechenden Weg ge- 
winnen, wie er von den Mengen schlechthin zu den Kardinalzahlen führt. 

Außer dieser grundsätzlichen Bedeutung ist aber die Theorie der 
geordneten Mengen auch von großer Wichtigkeit für die Anwendungen 
der Mengenlehre auf andere mathematische Disziplinen, namentlich 
auf Funktionentheorie und Geometrie. Innerhalb der Theorie der 
Äquivalenz werden nämlich, gerade vermöge der außerordent- 
lichen Allgemeinheit des Äquivaienzbegriffs, die spezielleren mathe- 
matischen Eigenschaften, wie Stetigkeit, Zusammenhang, Nachbar- 


1 Vgl. das Beispiel 1 auf S. 128. Beweise für diese Tatsache, die in ihrer Be- 
deutung zuerst wohl SCHRÖDER [1] erkannt, indes als empirisches Ergebnis 
gedeutet hat, findet man z. B. in den oben zitierten Schriften von HÖLDER und 
LoEwy, sowie bei PRINGSHEIM [1], S.15ff. Um einem Mißverständnis vorzu- 
beugen, sei hervorgehoben, daß man in der Arithmetik nicht etwa auf den Begriff 
der endlichen Kardinalzahl (zugunsten der Ordnungszahl) gänzlich verzichten 
kann, worauf besonders nachdrücklich HÖLDER a.a.O. hingewiesen hat (vgl. 
auch HöLDEr [3], S. 161ff., sowie etwa die Bemerkung bei RAamsey [1], S. 348). 
Man vergleiche ferner für die einschlägigen, den endlichen Zahlbegriff betreffenden 
Fragen etwa noch CoUTURAT[2], DEDEKIND[2], FREGE [1] und[2], HEessengerg[11], 
RusseLL [5] sowie die (von mathematischer Seite nicht in allem zu billigenden) 
philosophischen Standpunkte von HEymans [1] und NATorP [1}, ferner SPATER [1]. 
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schaft, Dimension usw., systematisch ausgeschaltet und geradezu von 
Grund auf zerstört; man denke beispielshalber an die Abzählung der 
rationalen Zahlen bzw. rationalen Punkte (S. 31ff.) oder an die Zu- 
ordnung der Punkte einer Strecke zu denen eines Quadrats (S. 98ff.)! 
Bei der Untersuchung der Funktionen und der geometrischen Gebilde 
sind indes eben jene hier ausgeschalteten Eigenschaften von größter 
Bedeutung. Die Mengenlehre würde ihre Wirksamkeit von vorn- 
herein aufs empfindlichste einengen, wollte sie unter einseitiger Aus- 
bildung der Tendenz nach Abstraktion und Allgemeinheit etwa die 
unterscheidenden Eigenschaften der geschilderten Art vernachlässigen!; 
diese Eigenschaften vielmehr ihrem tiefsten Wesen nach zu klären und 
systematisch zu erfassen, ist eine Hauptaufgabe der Mengenlehre, die 
zwar nicht ausschließlich, aber immerhin zu einem wesentlichen Teil 
(namentlich für die linearen Mengen, siehe $ 10) der Theorie der ge- 
ordneten Mengen zufällt. 


2. Ordnungsbeziehung und geordnete Menge. Wir beginnen mit 
der Einführung des Begriffs der ‚geordneten Menge“. In Anlehnung 
an den gewöhnlichen Sprachgebrauch versteht man darunter eine 
Menge, zu der eine Regel (Gesetz) gegeben ist, wodurch für irgend je 
zwei verschiedene Elemente der Menge stets bestimmt wird, daß das eine 
vorangeht (früher kommt, kleiner ist) und das andere nachfolgt (später kommt, 
größer ist). Da die betreffende Regel innerhalb gewisser sogleich 
zu erwähnender Grenzen willkürlich bleibt und an sich nichts mit 
Größe oder räumlichen bzw. zeitlichen Verhältnissen zu schaffen hat, 
ist eine möglichst allgemeine Bezeichnung der fraglichen Ordnungs- 
beziehung (wie ‚„vorangehen‘‘ und ‚‚nachfolgen‘) jeder spezielleren 
(wie „kleiner‘“ und ‚größer‘‘) vorzuziehen; die Regel könnte ja z.B. 
auch festsetzen, daß das größere Element vorangeht, das kleinere nach- 
folgt. Wie immer eine derartige Anordnungsregel beschaffen ist, ver- 
nünftigerweise wird sie stets folgende drei Eigenschaften besitzen: 
Erstens wird kein Element sich selber vorangehen; zweitens wird kein 
Element einem und demselben anderen Element gleichzeitig voran- 
gehen und nachfolgen?; drittens wird ein Element, das einem zweiten 


1 Es verhält sich also, wie für den Kundigen bemerkt sei, mit dem Gegensatz 
zwischen Äquivalenz- und Ordnungstheorie analog wie mit dem zwischen pro- 
jektiver und metrischer Geometrie im Sinne von KıEıns Erlanger Programm. 
Von der Äquivalenz, die als Isomorphismus in bezug auf die Gleichheitsbeziehung 
angesehen werden kann, gelangt man nämlich zur Ähnlichkeit, indem man noch 
gegenüber der weiteren Beziehung der ‚„Anordnung‘‘ den isomorphen Charakter 
vorschreibt. 

2 Diese zweite Eigenschaft ist von selbst erfüllt, wenn die erste und die 
dritte befriedigt sind (vgl. Aufg. S. 142). Im übrigen vergleiche man für größt- 
mögliche Vereinfachung und Zerlegung der hier erörterten Grundeigenschaften 
jeder einfachen Ordnung HunTInGTon [4] und [5]. 
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vorangeht, während dieses zweite seinerseits einem dritten vorangeht, 
um so mehr selber dem dritten Element vorangehen. 

Diese drei Eigenschaften, aber nichts Weiteres, wollen wir über die 
Anordnungsbeziehung für Mengen voraussetzen; im übrigen kann 
diese also völlig willkürlich sein. Der bequemen Bezeichnung wegen 
benutzt man für die Anordnungsbeziehung ein Zeichen, etwa 3 (nicht 
zu verwechseln mit dem für die Größenordnung der Kardinalzahlen ver- 
wendeten Zeichen <); wir schreiben also a < b (gelesen etwa: ‚a vor b‘‘), 
wenn von den zwei Elementen a und 5 einer Menge auf Grund der An- 
ordnungsregel a vorangeht und 5 nachfolgt. Völlig gleichbedeutend 
mit a Sb soll die Schreibweise b= a (,b nach a‘‘) sein. Die drei an- 
geführten Eigenschaften lassen sich dann so ausdrücken: 

1. Es ist nie aa; 2. es ist nie gleichzeitig «35 und ba; 
3.ausa3g3bunddb<Scfolgta>s c. Oder in Worten: die Anordnungs- 
beziehung ist nicht-reflexiv, asymmetrisch und transitiv (vgl. S. 20). 

Definition 1. Ist zu einer Menge M eine Regel gegeben, die für jedes 
Paar {a, b} verschiedener Elemente aus M eine der Beziehungen a3 b 
und b<Za festlegt und dabei den drei soeben angeführten Eigenschaften 
Genüge leistet, so sprechen wır von der einfach! geordneten Menge M oder 
kurz von der geordneten Menge M. 

Eine ‚geordnete Menge‘‘ entsteht also genau genommen durch die 
Zusammenfassung von zweierlei: einer Menge schlechthin und einer 
Ordnungsregel für sie; oder anders gefaßt: durch die Hinzufügung 
einer weiteren Beziehung, der der Anordnung, zur Gleichheitsbsziehung 
in Mengen. Die Ordnungsregel kann, wenn M eine endliche Menge 
ist, durch Aufzählung aller Paare von Elementen und Angabe der jeweils 
gültigen Ordnungsbeziehung ausgedrückt werden (etwa tabellarisch). 
Ein derartiges Verfahren ist natürlich bei einer unendlichen Menge M 
unmöglich. Hier muß an die Stelle einer Aufzählung oder Tabelle das 
Hilfsmittel treten, dessen sich die Mathematik allgemein bedient, um 
unendlichviele Einzelsachverhalte in einen endlichen Ausdruck zu 
kleiden: das Gesetz (zu dessen Aussprache man meist Formeln benutzt). 
Es verhält sich damit also ebenso wie mit der Abbildung zweier äqui- 
valenter Mengen (d.h. der umkehrbar eindeutigen Zuordnung ihrer 
Elemente), die zwar bei endlichen Mengen durch eine Summe von Einzel- 


1 Was man unter mehrfach geordneten Mengen, die für uns ganz außer Be- 
tracht bleiben können, zu verstehen hat, wird dem mit den komplexen Zahlen 
vertrauten Leser hinlänglich klar an dem folgenden Doppelbeispiel, das arithmetisch 
oder geometrisch aufgefaßt werden kann: Man stelle die komplexen Zahlen (ebenen 
Vektoren, Punkte einer Ebene) einmal dar in der Form a + bi (a und d reell), 
das andere Mal in der Form r (cosp + ısinp) (r Absolutbetrag, OSp<2n). 
Ordnet man die Zahlen (Punkte) im ersten Fall gleichzeitig nach der Größe von a 
einerseits, von b andererseits bzw im zweiten Fall gleichzeitig nach der Größe von r 
einerseits, von @ andererseits, so erhält man in beiden Fällen je eine zweifach 
geordnete Menge. 


126 Ordnungstypen und Ordnungszahlen. 


vorschriften, bei unendlichen aber nur durch Angabe eines Zuordnungs- 
gesetzes zu vollziehen ist. Z. B. sind bei den vier auf S. 121 angedeuteten 
Anordnungen der Menge aller ganzen Zahlen die Anordnungsgesetze 
vollständig so auszusprechen: 1. von zwei ganzen Zahlen geht die kleinere 
voran; 2. von zwei ganzen Zahlen geht die mit dem kleineren absoluten 
Betrag (S. 37) voran, von zwei Zahlen mit dem nämlichen absoluten 
Betrag die positive; 3. von zwei ganzen Zahlen geht stets die gerade der 
ungeraden voran; sind beide gerade oder beide ungerade, so geht die 
Zahl mit dem kleineren absoluten Betrag voran, schließlich von zwei 
Zahlen mit dem nämlichen absoluten Betrag die positive; 4. von zwei 
ganzen Zahlen geht diejenige voran, die bei der Division durch 4 den 
kleineren der Reste 0, 1, 2, 3 gibt; geben beide Zahlen denselben Rest, 
so geht die kleinere voran. Inder Regel begnügt man sich wie bei 
diesen Beispielen damit, die Ordnungsregel durch die Schreibweise 
(die von selbst in einer Ordnung geschieht) kenntlich zu machen. 

Bedeutungslos wird der Begriff der Ordnung für eine Menge mit 
keinem (Nullmenge) oder einem Element. Dagegen liegt der einfachste 
und in gewissem Sinn grundsätzlich wichtigste Fall bei einem Paar {a, b}, 
d. h. einer Menge von zwei Elementen vor, wozu nämlich die zwei ver- 
schiedenen geordneten Paare {a, b} und {b, a} gehören. 

Aus den Eigenschaften der Ordnungsbeziehung folgt, daß zwischen 
irgend zwei Elementen a und b einer wie immer geordneten Menge (den 
Fall der Identität von a und 5 eingeschlossen) stets eine einzige der fol- 
genden drei Beziehungen besteht: a=b, ab, a&b. Durch die 
Regel, die eine Menge M ordnet, werden natürlich gleichzeitig alle Teil- 
mengen von M mitgeordnet; wir können daher jede Teilmenge einer ge- 
ordneten Menge ohne weiteres selbst als geordnete Menge betrachten. 
Zwei geordnete Mengen werden als solche nur dann gleich genannt, 
wenn sie die nämlichen Elemente enthalten und überdies die Anordnungs- 
beziehung für jedes Paar gleicher Elemente beidemal die nämliche ist. 
Aus der nämlichen Menge kann man also sehr wohl verschiedene ge- 
ordnete Mengen bilden (vgl. S.121). Weitere Beispiele geordneter 
Mengen werden wir unmittelbar nach der nächsten Definition (S..128ff.) 
kennenlernen. i 

Eine beliebig gegebene Menge braucht nicht geordnet zu sein (wenn 
wir auch beim Aufschreiben oder Aussprechen einzelner ihrer Elemente 
uns unwillkürlich gezwungen sehen, dies in einer bestimmten Reihen- 
folge zu tun). Die Frage, ob es möglich ist, eine gegebene Menge stets 
zu ordnen — d.h. eine Ordnungsbeziehung von den angeführten 
Eigenschaften in ihr durch eine Regel festzulegen oder überhaupt 
festlegbar zu denken — wird uns später (S. 195ff.; vgl. auch S. 319.) 
beschäftigen. Auch auf das Problem, ob und wie man den Begriff der 
Ordnung und der geordneten Menge auf die Begriffe der Funktion oder 
der Äquivalenz und schließlich auf den der Menge schlechthin zurück- 
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führen kann, kommen wir noch zurück (S.316ff.). In der Möglichkeit 
einer solchen Zurückführung zeigt sich schon die Unabhängigkeit des 
Ordnungsbegriffs von raumzeitlichen Vorstellungen. 

Wir gebrauchen öfters die folgenden kurzen und anschaulichen 
Bezeichnungen: Stehen drei Elemente a, b, c einer Menge zueinander 
gleichzeitig in den Beziehungen a<3b und d <c, so sagt man, b liege 
„zwischen‘‘ den Elementen a und c. Geht ein Element a einer 
Menge im Sinne der Ördnungsbeziehung allen übrigen Elementen 
der Menge voran, so nennt man es das ‚erste‘ Element der Menge; 
folgt a allen übrigen Elementen der Menge nach, so heißt a das 
„letzte‘“ Element der Menge. 


3. Begriff der Ähnlichkeit. Beispiele. Die entsprechende Bedeutung, 
wie sie bei Mengen schlechthin der Äquivalenzbegriff besitzt, hat bei 
geordneten Mengen der Begriff der „Ähnlichkeit“. Man setzt nämlich 
mit CANTOR fest: 

Definition 2. Eine geordnete Menge M heißt einer geordneten 
Menge N ähnlich, wenn die Elemente von N denjenigen von M auf 
solche Art zugeordnet werden können, daß erstens jedem Element m 
von M in umgekehrt eindeutiger Weise ein einziges Element n von 
N entspricht und daß zweitens bei dieser Zuordnung auch die An- 
ordnung entsprechender Elemente die nämliche ist (d.h. daß, falls 
den Elementen m und m’ von M die Elemente n und n’ von N beziehent- 
lich entsprechen, aus der in M geltenden Beziehung: m S m’ stets die 
Beziehung in N: n Sn’ folgt und umgekehrt). Eine Zuordnung zwischen 
den Elementen der geordneten Mengen M und N, welche die beiden 
angeführten Eigenschaften besitzt, nennt man eine ähnliche Ab- 
bildung zwischen den beiden Mengen. Man bezeichnet die Tatsache, 
daß die geordnete Menge M der geordneten Menge N ähnlich ist, 
durch die Schreibweise: M =» N (gelesen: M ähnlich N). 

Nach dieser Definition kann Ähnlichkeit nur zwischen äquivalen- 
ten Mengen bestehen (wegen der ersten Eigenschaft der ähnlichen 
Abbildung). Ähnliche Mengen sind also stets äqwivalent, während äqui- 
valente Mengen keineswegs einander ähnlich zu sein brauchen. Z. B. 
kann zwischen den geordneten Mengen 
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die sogar die nämlichen Elemente enthalten, also sicherlich äquivalent 
sind, keine ähnliche Abbildung existieren, die Mengen sind also nicht 
ähnlich. Denn eine auf Grund einer ähnlichen Abbildung zwischen M 
und N dem Element 1 von N zugeordnete Zahl von M z. B. müßte allen 
anderen Zahlen von M nachfolgen, wie dies die Zahl1 in N tut; offen- 
bar geht aber jede Zahl von M gewissen anderen voraus, nämlich 
allen im gewöhnlichen Sinn größeren Zahlen. 
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Aus der Definition der Ähnlichkeit fließen unmittelbar die beiden 
Tatsachen, daß jede Menge! sich selbst ähnlich ist und daß (wie zum 
Teil in der Ausdrucksweise schon stillschweigend benutzt) die Eigen- 
schaft der Ähnlichkeit zweier Mengen M und N eine gegenseitige ist, 
d.h. daß zugleich mit MN auch NM silt. Ferner erkennt 
man ohne weiteres, daß, falls M der Menge N und diese wiederum 
der Menge P ähnlich ist, auch die Menge M ihrerseits der Menge P 
ähnlich ist; man hat zum Nachweis dieser Tatsache je eine ähnliche 
Abbildung zwischen M und N und zwischen N und P in der nämlichen 
Weise miteinander zu verknüpfen, wie dies für äquivalente (ungeordnete) 
Mengen auf S.19f. geschah. Die Ähnlichkeit ist also gleich der Äqui- 
valenz (S. 20) eine reflexive, symmetrische und transitive Beziehung. 
Daher kann man die geordneten Mengen in Klassen derart aufteilen, 
daß je zwei Mengen der nämlichen Klasse — und nur solche — einan- 
der ähnlich sind. 

Beispiele. 1. Die geordneten Mengen {l, 2, 3}, {2,3,1}, {3, 1, 2}, 
{1, 3, 2}, {3, 2, 1}, {2, 1, 3} sind alle einander ähnlich. Es leuchtet ein, 
daß eine endliche Menge stets überhaupt geordnet werden kann; wird 
nämlich ein beliebiges Element alserstes, ein beliebiges anderes als zweites 
bezeichnet usw., so kommt dieses Verfahren stets zum Abschluß (vgl. 
S. 22). Ferner sind (vgl. S. 123) zwei endliche Mengen, die äqui- 
valent sind (d.h. gleichviel Elemente aufweisen), stets auch ähnlich, 
wie immer ihre Elemente angeordnet werden mögen; es können näm- 
lich die ersten Elemente, die zweiten, die dritten usw. beziehentlich 
einander zugeordnet werden. Für den vollständigen Beweis dieser 
Tatsachen sei auf die früher gemachten Angaben verwiesen. 


2. Wird die Menge aller natürlichen Zahlen wie auch die Menge 
aller rationalen Zahlen jeweils der Größe nach geordnet, d.h. so, 
daß stets die kleinere Zahl der größeren vorangeht, so sind diese bei- 
den Mengen sicher nicht ähnlich, obgleich sie äquivalent sind. Denn 
es kann z. B. der Zahl 1 der ersten Menge keine Zahl der zweiten ent- 
sprechen, weil der Zahl 1 in der ersten Menge kein anderes Element 
vorangeht, während in der zweiten Menge jeder rationalen Zahl andere 
Zahlen vorangehen, da es ja keine kleinste rationale Zahl gibt. Ordnet 
man dagegen die Menge aller rationalen Zahlen so, wie es auf S. 32 ge- 
schehen ist, also in der Reihenfolge (5, 9, —1, 7, 3, ....}, soist diese 
geordnete Menge ähnlich der Menge der ihrer Größe nach geordneten 
natürlichen Zahlen; denn läßt man die Zahlen =undl, ? und 2, — ! und 3 
usw. einander entsprechen, so ist ersichtlich die Reihenfolge für jedes 
Paar von Elementen der einen Menge dieselbe wie für das Paar der ent- 
sprechenden Elemente der anderen Menge. Allgemein sind so zwei 
nn men * 


1 Der Zusatz „geordnet“ bleibt nachstehend, wo ohne Mißverständnis mög- 
lich, öfters fort. 
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abgezählte (damit auch geordnete) Mengen einander stets ähnlich, 
während das für zwei abzählbare Mengen, ja sogar für eine und dieselbe 
abzählbare Menge (bei verschiedener Ordnung) nicht der Fall zu sein 
braucht. 

3. M sei die Menge aller rationalen Zahlen; N sei die Menge aller 
rationalen Zahlen, ausgenommen die Zahlen zwischen 0 und 10, und 
zwar soll auch noch 0, nicht aber 10 zu N gehören. Die Elemente bei- 
der Mengen sollen ihrer Größe nach geordnet sein. Dann ordnen wir 
von den negativen rationalen Zahlen einschließlich 0, die in beiden 


Mengen vorkommen, jede sich selber zu; ist dagegen _ irgendeine 


positive rationale Zahl aus M, so ordnen wir ihr die rationale Zahl 
m _10.n + m 
Br 


n 


aus N zu und umgekehrt (also der Zahl = aus 


N die Zahl — 10 aus M). Auf diese Weise erhalten wir offenbar 


eine ähnliche Abbildung zwischen den geordneten Mengen M und N. 

Eine ähnliche Abbildung zwischen beiden Mengen wird aber un- 
möglich, sobald wir in die Menge N auch noch die Zahl 10 aufnehmen. 
Bezeichnet man nämlich die so entstehende geordnete Menge mit N’, 
so ist in N’ zwar 0 310, aber keine Zahl von N’ liegt zwischen 
0 und 10, d.h. 0 ist „unmittelbarer Vorgänger‘ von 10. In M dagegen 
liegen zwischen je zwei verschiedenen Zahlen stets noch weitere Zahlen 
von M (z.B.ihr Mittel). Ist nun ® irgendeine Abbildung zwischen 


den Mengen M und N’, so seien 2 bzw. = die rationalen Zahlen aus 
M, die den Zahlen 0 bzw. 10 aus N’ entsprechen. Das arithmetische 
m #% 
Ä m 2: ur ms —r.n 
Mittel zwischen — und < ist = 
n s 2 2:n.Ss 
zur Abkürzung mit - bezeichnen. Dann liegt bekanntlich, wie 


N 


; wir wollen diese Zahl 


übrigens sehr leicht zu sehen ist, r zwischen = und Z. Die ver- 
möge der Abbildung ® der Zahl + von M entsprechende Zahl von N’ 
sei endlich mit 5 bezeichnet. Wenn nun ® eine ähnliche Abbildung 
zwischen M und N’ darstellen soll, so muß, da 0 3 10 ist, auch = 3 = 


sein; daher ist = <3 = 3 —. Dagegen kann unmöglich 0 3 5 310 
sein, wie es der Fall sein müßte, wenn die Abbildung ® ähnlich wäre; 
denn zwischen 0 und 10 liegt ja überhaupt keine Zahl von N’. Eine 
ähnliche Abbildung zwischen den Mengen M und N’ kann also nicht 
existieren. 

Die Hinzufügung endlich (oder selbst abzählbar unendlich) vieler 
Elemente zu einer von zwei äquivalenten unendlichen Mengen kann 

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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nach Satz 6 auf S. 42 das Bestehen der Äquivalenz nicht stören. Unser 
Beispiel zeigt dagegen, daß bei ähnlichen Mengen schon die Hinzufügung 
eines einzigen Elements die Ähnlichkeit beeinträchtigen kann. 

4. Wir betrachten einmal eine von links nach rechts ziehende, bei- 
derseits unbegrenzte gerade Linie und ferner eine zu ihr parallele ge- 
rade Strecke AB von der Längel (vgl. Abb. 10); M sei die Menge 
aller Punkte der geraden Linie, N die Menge aller Punkte der Strecke 
ausschließlich ihrer beiden Endpunkte A und B. Wir wollen beide 
Mengen ordnen durch die Vorschrift: für zwei Punkte P und Q der ge- 
raden Linie oder der Strecke soll PS gelten, wenn P links von 
Q liegt, dagegen P& Q, wenn P rechts von Q gelegen ist; grob aus- 


[A 


Abb. 10. 


gedrückt: wir „verfolgen‘“ Linie wie Strecke von links nach rechts. 
Um die Ähnlichkeit dieser zwei geordneten Mengen nachzuweisen, 
denken wir uns die (etwa als ein dünner Draht vorzustellende) Strecke 
in der Mitte rechtwinklig geknickt und die geknickte Strecke ohne 
Umlegung so an die gerade Linie angefügt, wie es auf S. 52 (Abb. 5) 
geschah und in Abb. 10 wieder ausgeführt ist. Wie dort ziehen wir weiter 
von dem Punkte S aus alle möglichen Strahlen, die die geknickte 
Strecke wie auch die gerade Linie in je einem Punkt schneiden. Eine 
Abbildung zwischen den Mengen M und N werde nun wie auf S. 52 
hergestellt durch die Vorschrift, daß je ein Punkt der Strecke und der 
geraden Linie, die auf dem nämlichen von S ausgehenden Strahl 
liegen, einander zugeordnet werden sollen. Diese Abbildung ist ähn- 
lich, wie schon der Augenschein lehrt. Denn sind P und O zwei Punkte 
der Strecke, von denen (in der ursprünglichen Lage der Strecke) P links 
von Q gelegen ist, so liegt der zu P zugeordnete Punkt P’ der geraden 
Linie links von dem zu Q zugeordneten Punkt O’ der Geraden, weil 
zwei von S aus gezogene Strahlen einander niemals überschneiden. 
M ist also zu N nicht nur äquivalent, sondern auch ähnlich. 

Diese Zuordnung wird dagegen unmöglich, wenn wir zur Menge N 
noch einen der Endpunkte der Strecke A B, etwa den linken A, rechnen. 
Bei der angegebenen Zuordnung entspricht jedenfalls diesem Punkt kein 
Punkt der geraden Linie, weil die Verbindungslinie zwischen S und A, 
die der Geraden parallei ist, diese überhaupt nicht schneidet. Es 
kann aber nach der Hinzufügung von A auch keine andere ähnliche 
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Abbildung zwischen den beiden Mengen geben; denn dem Punkte A 
geht kein Punkt der Strecke voran, während es zu jedem Punkt der 
Geraden noch vorangehende, d.h. links von ihm Bee Punkte der 
Geraden (sogar unendlichviele) gibt. 

Übertragen wir die Verhältnisse dieses Beispiels aus dem Reich 
der räumlichen Anschauung in das der Zahlen, indem wir die gerade 
Linie als Zahlengerade, die Strecke als ein beliebiges Stück derselben 
(etwa von O bis 1) mit Ausschluß der Endpunkte betrachten, so er- 
halten wir das folgende Ergebnis: Ist M die Menge aller der Größe 
nach geordneten reellen Zahlen, N die Menge der (ebenfalls der Größe 
nach geordneten) reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (oder zwischen 
irgend zwei reellen Zahlen) unter Ausschluß der Grenzen, so sind beide 
Mengen ähnlich. Dies ist dagegen nicht mehr der Fall, wenn man zu 
der zweiten Menge ihre Grenzen oder eine von ihnen hinzurechnet. 

3. M sei die Menge aller Punkte einer unbegrenzten Ebene, z.B. einer all- 
seitig ins Unendliche fortgesetzt gedachten Seite dieses Buches. In dieser Ebene 
sei ein Quadrat von belie- 
biger Größe gezeichnet (vgl. 
Abb. 11), etwa so, daß zwei ß 
Quadratseiten von links 
nach rechts, die anderen 
zwei also von unten nach 7 
oben verlaufen; N sei die 
Menge aller innerhalb dieses 
Quadrats gelegenen Punkte, 
während die auf den Seiten 


des Quadrats liegenden 
Punkte nicht zu N ge- 


hören sollen. Beide Men- wagerechte \9 
gen mögen durch die nam- Achse | PR 4 
liche Bestimmung geordnet mis 
sein: von zwei Punkten soll & S 
derjenige als vorangehend Sg 


bezeichnet werden, der wei- Abb. 11. 
ter links als der andere ge- . 
legen ist; liegt von zwei Punkten der Menge M oder N keiner links vom anderen, 
d.h..liegen beide Punkte genau untereinander (also auf einer Parallelen zu den 
von unten nach oben verlaufenden Quadratseiten), so soll derjenige Punkt dem 
anderen vorangehen, der unter dem anderen gelegen ist. Man überzeugt sich, daß 
unsere Vorschrift die drei Eigenschaften, die für jede Ordnungsbeziehung erfüllt 
sein müssen (S. 125), wirklich besitzt; M und N sind also geordnete Mengen. 
Um eine ähnliche Abbildung zwischen den beiden Mengen herzustellen, denken 
wir uns die untere der zwei von links mach rechts verlaufenden und die linke der 
zwei von unten nach oben verlaufenden Quadratseiten jeweils unbegrenzt nach 
beiden Seiten verlängert; wir wollen diese zwei geraden Linien, deren Schnitt- 
punkt die linke untere Quadratecke O ist, als Achsen unserer Ebene bezeichnen, 
und zwar in der angeführten Reihenfolge als wagerechte und senkrechte Achse. 
Dann kann jeder Punkt P der Ebene, im besonderen also auch jeder Punkt des 
Quadrats, genau wie auf S.98 vollständig bestimmt werden durch Angabe der 
Fußpunkte P, (auf der wagerechten Achse) und P, (auf der senkrechten Achse) 
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der Lote, die von P aus senkrecht zu den Achsen auf diese gefällt werden; mit 
anderen Worten: die beiden Achsen werden zur Herstellung eines rechtwink- 
ligen Koordinatensystems für sämtliche Punkte der Ebene (und um so mehr 
des Quadrates) benutzt. 

Es sei nun P ein ganz beliebiger Punkt der Ebene, P, und P, die zu ihm ge- 


hörigen Fußpunkte auf der wagerechten und der senkrechten TAchss: ebenso - 


möge Q einen beliebigen Punkt innerhalb des Quadrates, Q, und Q, die zu ihm 
gehörigen Fußpunkte auf den Achsen bezeichnen. Dann liegt Q, auf der wage- 
rechten Achse speziell innerhalb der unteren Quadratseite, Q, auf der senkrechten 
Achse speziell innerhalb der linken Quadratseite (jeweils die Quadratecken aus- 
geschlossen); P, und P, dagegen können auf den Achsen innerhalb oder außer- 
halb der Quadratseiten liegen, auch mit Quadratecken zusammenfallen. In Bei- 
spiel 4 haben wir eine bestimmte ähnliche Abbildung zwischen der Menge aller 
Punkte einer unbegrenzten Geraden und der Menge aller Punkte einer Strecke 
kennengelernt; diese Abbildung benutzen wir jetzt, um in umkehrbar eindeutiger 
"und ähnlicher Weise alle Punkte der wagerechten Achse den Punkten der unteren 
Quadratseite, alle Punkte der senkrechten Achse den Punkten der linken Quadrat- 
seite zuzuordnen. Endlich setzen wir fest: Der Punkt P der Ebene, d.h, der Menge 
M, soll dem PunktQ des Quadratinnern, d.h. der Menge N, dann und nur dann 
zugeordnet sein, wenn gemäß der soeben angegebenen Zuordnungsvorschrift der 
Punkt P, dem Punkte Q, und gleichzeitig der Punkt P, dem Punkte Q, entspricht. 
Die sich so ergebende Abbildung zwischen den Mengen M und N ist ähnlich. 
Am einfachsten erkennt dies der Leser dadurch, daß er zwei beliebige Punkte 
der einen Menge annimmt, die ihnen entsprechenden Punkte der anderen Menge 
zeichnerisch aufsucht und dann überlegt, daß und aus welchem Grunde die Reihen- 
folge der Punkte beidemal die nämliche ist. Hierbei ist besondere Aufmerksam- 
keit dem Falle zuzuwenden, wo die beiden Punkte der einen (und daher auch 
der anderen) Menge gerade untereinander liegen. 


» 


4. Begriff des Ordnungstypus. Genau wie wir vom Begriff der 
Äquivalenz zu dem der Kardinalzahl oder Mächtigkeit kamen (S. 5öff.), 
gelangen wir jetzt vom Begriff der Ähnlichkeit zu dem des ‚„‚Ordnungs- 
typus“. Wir wollen nämlich das Gemeinsame, was jeweils allen 
untereinander ähnlichen ' geordneten Mengen eigentümlich ist, ihren 
Ordnungstypus nennen. Die Aussage ‚zwei geordnete Mengen be- 
sitzen den nämlichen Ordnungstypüs‘‘ soll also nur eine andere Aus- 
drucksweise für die Tatsache sein, daß die beiden Mengen ähnlich sind. 
Liegt eine bestimmte geordnete Menge vor, so erhalten wir, wenn wir 
von der speziellen Natur ihrer Elemente absehen, den Ordnungstypus; 
lassen wir auch noch die Anordnung der Elemente außer acht, so 
gelangen wir zur Kardinalzahl (vgl. die Beispiele des $ 2, S. 5ff.). 
Zur Kritik und Rechtfertigung der neuen Begriffsbildung gilt genau 
Entsprechendes, wie auf S. 57ff,, zum Begriff der Kardinalzahl be- 
merkt wurde, wobei hier die Einteilung geordneter Mengen in Klassen 
ähnlicher Mengen die entsprechende Rolle spielt wie dort die in Klassen 
äquivalenter Mengen. 


Übrigens läßt sich, ähnlich wie für die Kardinalzahlen (S. 60), für die wich- 
tigste Klasse von Ordnungstypen (nämlich für die in $ 12 zu behandelnden 
Ordnungszahlen) auch eine — freilich unbequemere — direkte Einführungs- 


PO NER \ 
a U 2 un z 


TEEN 
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methode geben, bei der nicht wie vorstehend die Ableitung aus dem Begriff 
der Ähnlichkeit notwendig wird. Das kann entweder innerhalb der Mengen- 
lehre geschehen, wobei dann die ÖOrdnungszahlen als Mengen spezieller Art 
erscheinen (von NEUMANN [1], [2] und [4]), oder mittels einer eigenen axioma- 
tischen Einführung der Ordnungszahlen (TAarskı [5], LINDENBAUM-TARSsKI [l]). 


Da zwei äquivalente endliche Mengen stets ähnlich sind (vgl. S. 128), 
so entsprechen die endlichen Kardinalzahlen umkehrbar eindeutig 
den Ordnungstypen der endlichen Mengen; wir können daher auch 
diese „endlichen Ordnungstypen“ mit 1, 2, 3 usw. bezeichnen und so 
der Doppelbedeutung der natürlichen Zahlen, als Anzahlen (Kardinal- 
zahlen) und Ordnungszahlen zu dienen, Rechnung tragen. Z. B. ist 
3 der Ordnungstypus der Menge {1, 2, 3} oder der Menge {a, b, c}, wo 
a, b, c beliebig sind. Unter entsprechender Begriffserweiterung wie 
bei den Kardinalzahlen spricht man im Bedarfsfall auch vom Ord- 
nungstypus 0 der Nullmenge. 

Die Ordnungstypen unendlicher Mengen pflegt man mit kleinen 
griechischen Buchstaben zu bezeichnen. So. ist ® der ÖOrdnungs- 
typus der (nach Beispiel 2 auf S.128f. untereinander ähnlichen) 
abgezählten unendlichen Mengen, z.B.der Menge der natürlichen 
Zahlen in der gewöhnlichen Reihenfolge; der umgekehrte oder ‚‚in- 
verse‘‘ Ordnungstypus, also der der Menge {..., 4, 3, 2, 1}, wird mit *o 
bezeichnet, wie überhaupt für den Ordnungstypus der geordneten 
Menge, die aus einer Menge vom Ordnungstypus u durch Umkehrung 
der Anordnung entsteht, die Schreibweise *u üblich ist. 

In den Ordnungstypen unendlicher Mengen können wir ebenso 
wie in ihren Kardinalzahlen ‚‚unendliche Zahlen‘ erblicken. Eine sinn- 
gemäße Anordnung dieser ‚Zahlen‘ nach ihrer „Größe“, wie sie für 
die Kardinalzahlen in $6 festgesetzt wurde, läßt sich freilich nicht 
ermöglichen; geht man nämlich an diese Aufgabe in einem dem dorti- 
gen Gedankengang entsprechenden, zweckmäßig veränderten Sinn 
heran, so zeigt sich, daß man im allgemeinen von zwei gegebenen 
Ordnungstypen weder einen als den kleineren noch (auf Grund der 
Definition der Ähnlichkeit) beide als gleich ansehen kann!. Zwei Ord- 
nungstypen sind also in der. Regel unvergleichbar; man legt den. Ord- 
nungstypen deshalb nicht die Bezeichnung ‚Zahlen‘ bei, mit der die 
Vorstellung einer Ordnungsfähigkeit ‚der Größe nach‘ verbunden 


1 Z.B. sei der eine Ordnungstypus der der Menge aller ganzen Zahlen in der 
gewöhnlichen Anordnung, der andere der der Menge der rationalen Zahlen zwischen 
0 und 1 einschließlich dieser Grenzen; wir werden den ersten später mit *o-+ ®, 
den zweiten mit 1+ + 1 zu bezeichnen lernen. Der erste Ordnungstypus ist 
dann (im Gegensatz zum zweiten) ohne „Anfang und Ende“, dafür der zweite 
(im Gegensatz zum ersten) ‚überall dicht‘ (S. 144); beide gehören zu ab- 
zählbaren Mengen. Man wird nicht ohne übergroße Willkür, die sich entsprechend 
rächen würde, einen dieser Ordnungstypen als kleiner, den anderen als größer be- 
zeichnen können. 
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zu werden pflegt. Eine besondere Klasse von Ordnungstypen werden 
wir in $ 12 als durchweg vergleichbar kennenlernen und daher als „Ord- 
nungszahlen‘“ bezeichnen. 

Dagegen kann das Rechnen mit Ordnungstypen ganz allgemein 
und ebenso bestimmt erklärt und ausgeführt werden wie das Rechnen 
mit Kardinalzahlen. Hierbei bleiben freilich die Rechenregeln, die 
für das Rechnen mit gewöhnlichen Zahlen gelten und die sich auch 
beim Rechnen mit Kardinalzahlen als gültig erwiesen haben, nicht 
mehr vollständig, sondern nur zum Teil bestehen. Wir wollen uns 
übrigens im wesentlichen auf die Addition der Ordnungstypen be- 
schränken, deren Kenntnis auch für den nächsten Paragraphen von 
Nutzen sein wird. 


5. Addition zweier Ordnungstypen, M sei eine geordnete Menge 
vom Ordnungstypus u, ferner N eine geordnete Menge vom Ordnungs- 
typus», die zu M elementefremd ist, also kein Element von M ent- 
hält!. Wir bilden dann die Vereinigungsmenge der beiden Mengen 
(S.79) und ordnen sie durch folgende Vorschrift, die die beiden Mengen 
in willkürlicher Weise unsymmetrisch behandelt: sind m, und m, 
Elemente aus M und besteht in M die Beziehung m, 3 m,, so soll auch 
in der Vereinigungsmenge m, 3 m, gelten; sind n, und n, Elemente 
aus N und ist inN n, 3 n,, so soll die nämliche Beziehung in der 
Vereinigungsmenge bestehen; ist endlich m irgendein Element von M, 
n irgendein Element von N, so soll in der Vereinigungsmenge stets 
mn gelten. Mit anderen Worten: Die Ordnung der Elemente von M 
und von N soll in der Vereinigungsmenge beibehalten werden, dagegen 
sollen alle Elemente von M allen Elementen von N in der Vereinigungs- 
menge vorangehen. (In der letzteren Regel liegt die Unsymmetrie.) 
Die durch diese Vorschrift geordnete Vereinigungsmenge S wird als 
die Summe der geordneten Mengen M und N (in dieser fest- 
zuhaltenden Reihenfolge), der Ordnungstypus o dergeordneten Menge S 
als die Summe der Ordnungstypen u und » (in dieser Reihen- 
folge) bezeichnet ; man schreibt: 


SCMoN 


Ein Mißverständnis wegen der Übereinstimmung dieser Schreib- 
weisen mit denen, die für die Addition von ungeordneten Mengen und 
von Kardinalzahlen benutzt werden, ist nicht zu befürchten ; denn ob das 
Zeichen + im einen oder im anderen Sinn gemeint ist, geht daraus 
hervor, ob M und N ungeordnete oder geordnete Mengen bzw. ob u 


5 Diese Beschränkung ist deshalb nötig, weil sonst möglicherweise die Reihen- 
folge zweier in beiden Mengen vorkommender Elemente in der einen Menge um- 


gekehrt ist wie in der anderen, so daß es unmöglich wird, die Reihenfolge in der 
Summe beizubehalten. 
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und » Kardinalzahlen oder Ordnungstypen sind. Für den Fall lauter 
endlicher Zahlen, wo die Bezeichnung doppelsinnig ist, wird die Auf- 
fassung offenbar gleichgültig (vgl. das nachstehende Beispiel 1). 

Sind M,, M,, N,, N, lauter geordnete Mengen, von denen M, 
und M,, ferner N, und N, gegenseitig elementefremd sind, und ist 
M, IN, MON, soistauh M, +M,; IN, + N,, wie man sich 
durch Zusammenfassung je einer zwischen M, und N, einerseits, 
zwischen M, und N, andererseits bestehenden ähnlichen Abbildung 
überzeugt (vgl. Satz 1 auf S. 82). Dies muß auch der Fall sein, wenn die 
obige Definition der Addition zweier Ordnungstypen « und v einen be- 
stimmten Sinn haben soll, unabhängig von der besonderen Wahl der 
geordneten Mengen M und N (vgl. dieselbe Überlegung bei der Addition 
von Kardinalzahlen, S. 81ff.). 

Beispiele zur Addition zweier Ordnungstyben. 1. Es ist {l, 2, 3} 
+ {4, 5, 6,7,8} = {l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} und {4, 5, 6, 7,8} + {l, 2, 3} 
— {4, 5, 6, 7, 8, 1, 2, 3}. Gehen wir von den geordneten Mengen zu 
ihren Ordnungstypen über, so ergeben sich also zwischen den endlichen 
Ordnungstypen 3, 5, 8 die folgenden Beziehungen: 3+5=8 und 
5+3=38. 

Man sieht leicht ein, daß entsprechende Beziehungen für beliebige 
endliche Ordnungstypen bestehen und daß demnach ebenso wie für 
endliche Kardinalzahlen der Satz gilt: Die Summe zweier endlicher 
Ordnungstypen ist wieder ein endlicher Ordnungstypus, und zwar ist 
diese Summe unabhängig von der Reihenfolge der Summanden. Weiter 
erkennt man, daß die Rechenregeln für die Addition endlicher Ordnungs- 
typen mit den für die Addition endlicher Kardinalzahlen gültigen Regeln 
genau übereinstimmen (vgl. auch die auf S. 122f, angegebene Literatur). 

2. M sei die geordnete unendliche Menge {2, 3, 4, ...}, N die 
Menge {1}; der Ordnungstypus von M ist » (S. 133), der von N ist 1. 
Der Ordnungstypus der Summe 12, 3,4,... 1}, in der auf eine abgezählte 
unendliche Menge ein weiteres Element folgt, ist gemäß der Definition 
der Addition + 1. Dieser Ordnungstypus, bei dem ein letztes Element 
auftritt, ist sicherlich verschieden vom Ordnungstypus , bei dem 
kein letztes Element vorkommt. — Wird dagegen bei der Addition die 
Menge N vorangestellt, so erhält man als Summe die geordnete Menge 
{1, 2, 3, 4, ...}, d.h. wiederum eine abgezählte unendliche Menge; 
daher ist 1+o=w. Esist demnach ® + 1 verschieden von 1+ w. 
Die Unsymmetrie in der ne der Addition ist also nicht ohne 
Folgen geblieben. 

Man schließt entsprechend weiter, daß o +1,0® +2, +3 usw. 
lauter verschiedene Ordnungstypen sind, daß ren für jeden end- 
lichen Ordnungstypus » stets gilt: n +w= w. Ebenso sind 1 + *o, 
2+*o, 3+*o usw. lauter verschiedene Ordnungstypen, während 
für jeden endlichen Ordnungstypus n offenbar *» + n = *o ist. 
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3. Durch Addition der geordneten Mengen {1, 3, 5,...} und {2, 4, 6,.. 2 
erhält man die geordnete Menge ir 3,5,07. 21496, prderen"Ords 
nungstypus also mit + zu bezeichnen ist. Fügt man noch eine 
endliche Menge hinzu, etwa {3, 5, 4}, so erhält man je nach der Stelle, 
an der diese Menge als Summand eingesetzt wird, die Beziehungen (vgl. 
zur Schreibweise den Schluß dieser Nummer): 


3toto=o-+m, o+3-o0=®-+o; 


dagegen läßt sich der offenbar von + verschiedene Ordnungs- 
typus ® + ® + 3 nicht mehr einfacher darstellen. Ebenso ist ersicht- 
lich für jeden endlichen Ordnungstypus # 


nToto=o+to=o+n-+o, 


während + o, oo to-+1l +®o+2, ®+w-+3 usw. lauter 
verschiedene Ordnungstypen sind. 

4. Durch Addition einer Menge vom Ordnungstypus *w und einer 
Menge vom Ordnungstypus w, z. B. der Mengen {...,— 3, — 2,— 1,0} 
und {1, 2, 3,....}, erhält man eine Menge vom Ordnungstypus *w + ©; 
das ist also der Ordnungstypus der Menge aller ganzen Zahlen in der 
natürlichen Reihenfolge: 


ae 24 En 


Dieser Ordnungstypus ändert sich offenbar nicht, wenn zwischen der 
ersten und der zweiten Menge eine beliebige endliche Menge als Sum- 
mand eingeschoben wird, deren Elemente man sich nach Belieben mit 
denen der ersten Menge (am Ende) oder mit denen der zweiten (am An- 
fang) vereinigt denken kann; es ist also für jeden endlichen Ordnungs- 
typusn stets wo +n +w=*w + w. Dagegen erkennt man genau 
wie bei den zwei letzten Beispielen, dß» +o+oundd'w+to-+n 
für alle endlichen Ordnungstypen r lauter untereinander verschiedene 
Ordnungstypen darstellen. 

Weitere Beispiele für die Addition von en werden uns 
im nächsten Paragraphen entgegentreten. 

Wir haben bei den Beispielen 3 und 4 schon stillschweigend die 
Rechenregel 

(eEB) r na) 


benutzt; sie besagt, daß es bei der Addition von drei Ordnungstypen 
«&, ß, y gleichgültig ist, in welcher Weise je zwei Summanden zusammen- 
gefaßt werden. Diese Tatsache geht aus der Definition der Addition 
von Ordnungstypen ohne Schwierigkeit hervor, wie sich der Leser leicht 
klarmacht; in den entsprechenden geordneten Vereinigungsmengen ist 
nämlich offenbar die Anordnung je zweier gleicher (oder entsprechender) 
Elemente beidemal die nämliche. Die obige Regel berechtigt uns, für 
jene Summe auch (unter Weglassung der Klammern) «+8 -+y zu 
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schreiben, wie wir es bereits getan haben. Diese Schreibweise ist auch 
im Einklang mit der nachfolgenden Definition der Addition von mehr 
als zwei Ordnungstypen. Dagegen gilt die für gewöhnliche Zahlen 
und z (wie auch für beliebige ungeordnete Mengen oder Kardinalzahlen) 
bestehende Regel m +n = n + m nicht mehr allgemein für die 
Addition von geordneten unendlichen Mengen und von Ordnungs- 
typen unendlicher Mengen, wie unsere Beispiele zeigen; bei der Addi- 
tion von Ordnungstypen darf also die Reihenfolge der Summanden im 
allgemeinen nicht miteinander vertauscht werden. 


6. Addition beliebig vieler Ordnungstypen. Ganz analog wie bei den 
Kardinalzahlen läßt sich nun die Definition der Addition leicht von zwei 
Ordnungstypen auf beliebig viele Ordnungstypen übertragen!. Man wird 
also festsetzen: _ 

Definition 3. Es seien beliebig (endlich oder unendlich) viele Ord- 
nungstypen, die auch sämtlich oder teilweise gleich sein können, in 
bestimmter Reihenfolge gegeben; etwa in der Form, daß jedem Element 
a, b, c usw. einer gewissen geordneten Menge M eindeutig je ein be- 
stimmter Ordnungstypus «&, ß, y usw. zugeordnet ist. Um die Summe 
dieser Ordnungstypen in der gegebenen Reihenfolge zu bilden, wähle 
man zu jedem Ordnungstypus «, ß, y usw. je eine geordnete Menge A 
vom ÖOrdnungstypus «, B vom ÖOrdnungstypus , C vom Ordnungs- 
typusy usw., und zwar derart, daß die gewählten Mengen paarweise 
elementefremd sind, im übrigen aber beliebig. Man bilde dann die 
Vereinigungsmenge S der Mengen A, B, € usw. und ordne sie durch 
die Festsetzung, daß für die Ordnungsbeziehung zweier Elemente aus 
verschiedenen der Mengen A, B, C,.... stets die Reihenfolge der zu- 
gehörigen Ordnungstypen — m. a. W. die Anordnung derjenigen 
Elemente in M, denen die betreffenden Ordnungstypen zugeordnet 
sein sollten — maßgebend sein soll; die gegenseitige Anordnung der 
Elemente in jeder einzelnen der geordneten Mengen A, B,C,... soll 
dagegen unverändert in die Vereinigungsmenge 5 übernommen werden. 
Dann bezeichnet man den Ordnungstypus o der so geordneten Menge S, 
die die geordnete Summe der Mengen A, B, C usw. genannt wird, 
als die Summe der gegebenen Ordnungstypen; man schreibt: 


o=---+04+::.-+ß+-:-+yH+t*--, 


wobei die Reihenfolge und die Punkte andeuten wollen, daß unter den 
als Summanden gegebenen Ordnungstypen zwar « vor ß und ß vor y 
steht, aber weitere Summanden vor «, zwischen « und usw. auftreten 
können. 


i Hierfür gelten sinngemäß die der Definition 3 auf S.84 vorangeschickten 
Bemerkungen. 
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Wiederum (vgl. auch Satz 1 auf S. 82) ist das Ergebnis der Addition 
davon unabhängig, welche besonderen geordneten Mengen A, B,C,... 
als Vertreterinnen der Ordnungstypen «, ß, y, ... gewählt werden; 
bei anderer Auswahl erhält man nämlich eine geordnete Vereinigungs- 
menge S’, die der geordneten Menge S ähnlich ist. 

Beispiele zur Addition beliebig vieler Ordnungstypen. 1. M sei eine be- 
liebige abgezählte Menge, also vom ÖOrdnungstypus , und jedem 
Element von M werde der Ordnungstypus » zugeordnet. Die Summe 
all dieser Ordnungstypen ist dann mit +@®-+® +»: zu bezeich- 
nen; sie stellt den Ordnungstypus einer geordneten Menge A, + Ag 
+ A,+::-- dar, in der abzählbar unendlichviele abgezählte Mengen 
in abgezählter Reihenfolge nacheinander auftreten. Man erhält eine 
solche Menge am einfachsten dadurch, daß man sich die Gesamtheit 
der natürlichen Zahlen gemäß der folgenden leicht verständlichen 
Figur angeschrieben denkt: 


1.2277 4007 1 lie 
30.038, 0122.17 


0,913 2,18 
10 14 19 
15 2 

21 


Faßt man dann die Zahlen der ersten Zeile, in der Reihenfolge von 
links nach rechts genommen, zu der geordneten Menge A, zusammen, 
ebenso die Zahlen der zweiten Zeile zu A, usw., so ergibt die zeilenweise 
Durchlaufung der ganzen Figur eine geordnete Menge vom gewünschten 
Ordnungstypus ++ ++». Offenbar ergibt sich der nämliche 
Ordnungstypus als Summe, falls jedem Element der Ausgangsmenge M 
etwa w + w statt & zugeordnet wird. 

2. M sei eine beliebige geordnete Menge, w "ihr Ordnungstypus. 
Wird jedem Element m von M der endliche Ordnungstypus 1 zugeord- 
net, so entsteht als Summe all dieser Einsen offenbar wieder der Ord- 
nungstypus u; denn faßt man die einzelne 1 als Ordnungstypus der 
(geordneten) Menge {m} auf, die allein das zugehörige Element m von 
M enthält, so erhält man nach dem Verfahren der Definition 3 als 
geordnete Summe gerade die Ausgangsmenge M. Jeder Ordnungs- 
typus u läßt sich also als eine geordnete Summe von Einsen darstellen, 
ebenso wie nach S. 94 jede Kardinalzahl m als (ungeordnete) Summe 
von Einsen; in diesem Fall ist die einzelne Eins als (m-mal zu addierende) 
Kardinalzahl anzusehen, in jenem Fall als Ordnungstypus, der ‚so oft 
und in solcher Anordnung“ auftritt, wie es der Ordnungstypus u angibt. 

Beim vorliegenden Beispiel wird sich der Wert der Summe auch für 
unendliches M im allgemeinen ändern, wenn jedem Element von M 


i 
: 
a 
4 
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z.B. der Ordnungstypus 2 statt 1 zugeordnet wird. Ist etwa (vgl. 
S. 34) M die Menge der rationalen Zahlen oder Punkte, so liegen zwi- 
schen je zwei Elementen von M immer noch weitere; keines dieser 
Elemente besitzt also einen unmittelbaren Vorgänger oder Nachfolger. 
Die geordnete Summe dagegen, die man bei Zuordnung des Ordnungs- 
typus 2 zu jedem Element von M zu bilden hat, ist offenbar so be- 
schaffen, daß jedes ihrer Elemente entweder einen unmittelbaren Nach- 
folger oder einen unmittelbaren Vorgänger besitzt, je nachdem das 
Element das erste oder das zweite in einem der zu bildenden geordneten 
Paare ist. (Man denke etwa an einen unendlich dünn bleibenden Strahl 
eines zweiatomigen Gases, dessen — jeweils in der Strahlrichtung 
orientierte — Moleküle allerdings unendlich dicht gepackt sein müßten, 
und zwar so dicht wie die rationalen Punkte einer Geraden.) Die Ver- 
hältnisse liegen hier also anders als bei der additiven Darstellung der 
Kardinalzahlen a, c, f durch Einsen, wo wegen der durchgängigen Ver- 
tauschbarkeit der Summanden und wegenata=qac+c=« 
f+f=f der Summand 1 ebensogut durch 2 ersetzt werden könnte. 

Ist im vorliegenden Beispiel M speziell eine abgezählte Menge, dann 
allerdings bleibt auch bei der Ersetzung der Summanden 1 durch 2 
die Summe offenbar die gleiche, nämlich »; das liegt daran, daß eine 
abgezählte Menge diesen ihren Charakter und somit ihren Ordnungs- 
typus nicht ändert, falls zwischen je zweien ihrer Elemente immer noch 
ein weiteres Element eingeschoben wird. 


7. Über die Multiplikation von Ordnungstypen. Ohne näher auf 
die Multiplikation der Ordnungstypen eingehen zu wollen, bemerken 
wir nur, daß eine Spezialisierung der Verhältnisse, wie sie bei der 
soeben angegebenen Definition vorliegen, naturgemäß zum Produkt 
zweier Ordnungstypen führt. Besitzt nämlich die zu Beginn der 
Definition 3 auftretende geordnete Menge M den ÖOrdnungstypus u 
und sind die den Elementen von M zugeordneten Ordnungstypen 
a, ß, y, -.. alle gleich «, so erhalten wir eine Summe von lauter 
gleichen Summanden «, die in der Kardinalzahl und Anordnung der 
geordneten Menge M auftreten; wir bezeichnen diese Summe jetzt mit 
rc (natürlich nicht zu verwechseln mit der Kreiszahl x). Entsprechend 
der Erklärung der Multiplikation in der Arithmetik als einer wieder- 
holten Addition bezeichnet man dann x als das Produkt der Ord- 
nungstypen « und u (in dieser Reihenfolge) und schreibt: 


n=a-1. 


It z.B.«a=w, u =2, so erhält man z=o +0 =w-.2 etwa 
als den Ordnungstypus der Menge 


er Na 
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Ist dagegen « = 2, u =o, so ergibt shn=2 +2 +2 +. =2-0o 
etwa als der Ordnungstypus der Menge 


\\ 
ia. Din Aa; Da; Az, Dr ef) 


d.h. einer abgezählten unendlichen Menge. Da ® den Ordnungs- 
typus einer abgezählten Menge bezeichnet, so haben wir damit er- 
kannt, daß 2» = w ist (vgl. die Schlußbemerkung beim vorigen Bei- 
spiel). Entsprechend schließt man für jeden (von 0 verschiedenen) 
endlichen Ordnungstypus n: n®= w, während die Ordnungstypen 
oo 1l1=w,w-2, '3,... alle untereinander verschieden sind. 

Bei der Multiplikation zweier Ordnungstypen darf also die Reihen- 
folge der Faktoren im allgemeinen nicht vertauscht werden; vielmehr ist 
daran festzuhalten, daß der erste Faktor den Ordnungstypus angibt, 
der wiederholt zu addieren ist (‚Multiplikand‘), während der zweite 
Faktor ausdrückt, ‚‚wie oft‘‘ und ‚in welcher Anordnung‘ diese wieder- 
holte Addition ausgeführt werden soll (‚‚Multiplikator‘‘). Wenigstens ist 
diese Festsetzung CANTORs, mit der er seine ursprünglich entgegenge- 
setzte Schreibweise vertauschte, trotz gewisser Unbequemlichkeiten 
die weitaus vorherrschende geblieben. 

Im besonderen gilt für jeden Ordnungstypus u (vgl. Beispiel 2 
auf S. 138). 


u=l-u=- +14: +1+:..+1+.... 


Der Ordnungstypus der wie in Beispiel 1 auf S. 138 geordneten Menge 
der natürlichen Zahlen ist offenbar &®-w oder w®. Weitere Bei- 
spiele für die Multiplikation von Ordnungstypen werden wir im Laufe 
der folgenden Betrachtungen (S. 154, 157, 177, 189ff.) kennenlernen. 
Im übrigen werde für die (erst spät und zwar in erster Linie von 
HAUSDORFF ausgestaltete) Theorie des Rechnens mit Ordnungstypen 
auf SCHOENFLIES [8], HAUSDORFF [2] und [3] und auf die neuen Er- 
gebnisse in LINDENBAUM-TARSKI [1], $3, verwiesen. 


Will man diese Erklärung der Multiplikation von Ordnungstypen vom Falle 
zweier auf den endlichvieler Faktoren ausdehnen, so ist es zweckmäßig, die vor- 
stehende Definition noch in einem anderen Licht zu betrachten, wie es der 
Definition der Multiplikation von Kardinalzahlen (S. 91) entspricht. Dort haben 
wir ja den Gedanken der hier vorangegangenen Definition erst als Lehrsatz (Satz 5 
auf S.94) aus der Definition der Multiplikation hergeleitet. Entsprechend wie 
dort bilden wir also zu zwei (sonst beliebigen) geordneten Mengen A und M von den 
als Faktoren gegebenen Ordnungstypen & und u zunächst die ungeordnete Ver- 
bindungsmenge M - A (Definition 4 auf S.87), die sämtliche Paare (m, a) von 
Elementen m aus M und a aus A umfaßt. Wir ordnen diese Verbindungsmenge 
durch folgende Regel: es sei (m, a) 2 (m’, a’), falls m < m’ (in M); ist aber m = m’, 
so sei (m, a) 2 (m’, a’), falls aa’ (in A). Offenbar besitzt die so geordnete 
Menge den Ordnungstypus, den wir oben mit &- # bezeichnet haben, und kann 
also auch zur Definition dieses Ordnungstypus benutzt werden; in der Tat folgen 
Jain der geordneten Verbindungsmenge lauter geordnete Teilmengen vom Ordnungs- 


En ee. 
a A DE I 
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typus « — nämlich die Mengen der Paare (m, a) mit festem m und veränderlichem 
a — aufeinander, und zwar so oft und in solcher Anordnung, wie es der Ordnungs- 
iypus von M (m veränderlich!) angibt. 

So aufgefaßt, ist aber die Definition der Multiplikation von Ordnungstypen 
unmittelbar der Verallgemeinerung fähig. Dazu bemerken wir, daß die soeben 
getroffene Anordnung der Paare, die in der Menge M -» A auftreten, dieselbe ist 
wie die, nach der in einem Lexikon die Vokabeln geordnet werden: zunächst nach 
dem Anfangsbuchstaben, dann nach dem zweiten Buchstaben usw. Wir haben 
in den Paaren (m, a) gewissermaßen lauter zweibuchstabige Vokabeln vor uns, 
für deren Reihenfolge primär die Reihenfolge der m und nur sekundär (wenn 
zwei Vokabeln in m übereinstimmen) die Reihenfolge der a maßgebend ist. Man 
spricht deshalb kurz und anschaulich von lexikographischer Anordnung!. Sind 
nun #4, Hg, ..., 4, beliebig (aber endlich) viele Ordnungstypen, die in dieser 
Reihenfolge miteinander multipliziert werden sollen, und bedeuten M,, M,, ..., 
M,„ beliebige geordnete Mengen von beziehentlich jenen Ordnungstypen, so bilde 
man nach Definition 5 auf S.89 die Verbindungsmenge M„- + My, M,, die 
alle Komplexe (m,, ..., Mg, m,) enthält, wo m, die Menge M,„ durchläuft usw. 
(die Umkehrung der Reihenfolge wiederum aus dem in der Fußnote bezeichneten 
Grund!). Dann ordnen wir diese Komplexe lexikographisch, d.h. so, wie es das 
erste Paar abweichender entsprechender Elemente in zwei gegebenen Komplexen 
bedingt; es gelte also 


a) SL em); 


oder bei m„=m/: falls m, , 3 m’_, in M,_ı 


oder bei m,=m/ und m,„,=m/_,: falls m, 25 m;_s in M,_ a — usw. 
Der Ordnungstypus der so geordneten Verbindungsmenge wird folgerichtig mit 
Bee U„ bezeichnet. Damit sind dann gleichzeitig Potenzen definiert, bei 
denen die Basis ein beliebiger, der Exponent aber ein endlicher Ordnungstypus 
ist. So weit ist bereits CAnToR (vgl. z.B. [121], $8) gelangt. 

Unauflösbare Schwierigkeiten ergeben sich indes, sobald man versucht, die 
vorstehende Definition auf den Fall unendlichvieler Faktoren auszudehnen. Man 
macht sich das beispielsweise sofort klar, indem man von einer abgezählten Folge 
von Ordnungstypen i,, Hy, Hz, **- ausgeht; man hätte dann sinngemäß eine Ver- 
bindungsmenge der Form --- M,- M,- M, im lexikographischen Sinn zu ordnen. 
Maßgebend für die Reihenfolge zweier Komplexe (..., m;, M,, m,) und (..., m}, 
mg, my) müßte also das erste Paar entsprechender Elemente m, und m, sein, für 
das m, von m/ verschieden ist. Wie aber, wenn je zwei Elemente mit demselben 
Index immer voneinander verschieden sind? Oder allgemeiner, wenn es kein 
erstes derartiges Paar gibt, sondern jedem solchen noch gleichartige Paare voran- 
gehen? Dann ist wirklich eine sinngemäße Anordnung in der Verbindungsmenge 
unmöglich; man muß sich zwecks Definition des Produkts mit einem — im 
allgemeinen sehr bescheidenen, d.h. unvergleichlich viel weniger umfassenden — 
Surrogat jener Verbindungsmenge begnügen, welches gerade so reich an Komplexen 
ist, daß eine sinngemäße Anordnung eben noch möglich ist. Entsprechendes gilt 
für die Potenz mit einem unendlichen Ordnungstypus als Exponenten, Eine 


1 Um diese und nicht die ungewohnte Anordnung vom Ende der Vokabeln 
aus zu treffen, wurde im vorigen Absatz die Umstellung der Reihenfolge, nämlich 
M vor A (für die Paare), gegenüber der gegebenen Reihenfolge & vor u für die 
zu multiplizierenden Ordnungstypen nötig. Der Leser macht sich leicht klar, 
daß diese Umstellung unumgänglich ist, vorausgesetzt daß man im Produkt 
'@* 4 wirklich & als Multiplikanden und u als Multiplikator auffaßt. 
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schwierige und scharfsinnige Theorie nach dieser Richtung hat HAUSDORFF seit 
1904 begründet; für diese „Ersatzmultiplikation‘‘ und ‚Ersatzpotenzierung‘“, die 
sich zur Konstruktion neuer Ordnungstypen mannigfachster Art als nützlich 
erwiesen hat, werde auf HAuUsporFF|1] und [2] sowie [3], namentlich S. 147ff., 
verwiesen (in [4] nur kurz behandelt, S. 73—77). Diese Multiplikation und Poten- 
zierung von Ordnungstypen ist aber grundverschieden von den entsprechenden 
Operationen für Kardinalzahlen, eben weil im allgemeinen nur Terimengen der 
eigentlich wünschenswerten Verbindungs- und Belegungsmengen herangezogen 
und geordnet werden können. 


Aufgaben. 1. Wie kann man die zweite der auf S. 125 angegebenen 
Eigenschaften der Anordnungsbeziehung allgemein aus der ersten und 
oo folgern ? 

. Man führe im Beispiel 5 auf S. 131f. den Beweis für die Ähnlich- 
gie Mengen M und N vollständig durch! 

3. Markiert man in Abb. 1 auf S. 9 weitere er 
Punkte in der Art, daß man vom Punkt P, genau entsprechend nach 
rechts fortschreitet wie nach links und somit eine Punktmenge von 
symmetrischem Charakter erhält, so besitzt diese (auf einer beiderseits 
begrenzten Strecke gelegene) Punktmenge denselben Ordnungstypus 
*o + w wie die (beiderseits ins Unendliche sich erstreckende) Menge 
aller ganzzahligen Punkte einer geraden Linie. 

4. Man beweise das assoziative Gesetz für die Multiplikation end- 
lichvieler Ordnungstypen (vgl. Satz 4 auf S. 92)! 

5. Man zeige, daß von den beiden (in der Arithmetik wie auch für 
unendliche Kardinalzahlen) gültigen distributiven Gesetzen 


alb+c)=ab+ac und (a +b)e=ac-+bc 


das eine, nicht aber das andere für die Multiplikation von Ordnungs- 
typen gilt! 

6. Das vollständige Analogon des Äquivalenzsatzes (S. 71) in der 
Theorie der Ähnlichkeit wäre der Satz: Ist von zwei geordneten Mengen 
jede einer Teilmenge der anderen ähnlich, so sind die Mengen selbst 
einander ähnlich. Man zeige an Beispielen, daß dieser Satz falsch ist! 
(Ein Zeilweises Analogon findet nıan bei LINDENBAUM-TARSKI [1], $3.) 

7. Welches sind die inversen Ordnungstypen (S. 133) zu« + ß und zu 
&.ß, wobei « und ß beliebige Ordnungstypen bedeuten ? Beispiele dazu! 

8. Man zeige, dB +0? = w? = (w + o) 


$ 10. Lineare Punktmengen!, 


Wir wollen uns jetzt des Hilfsmittels der Mengenlehre und zwar 
namentlich des Begriffs der geordneten Menge zu einigen Überlegungen 


1 Dieser Paragraph kann ohne. Beeinträchtigung des Verständnisses alles später 
Folgenden überschlagen werden. Auch die in den Definitionen dieses Paragraphen 
eingeführten Begriffe und Bezeichnungen werden später nicht mehr benutzt. 
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bedienen, die nicht unmittelbar auf die Definition ‚„unendlicher Zahlen“ 
gerichtet sind. Sie führen uns statt dessen auf anschauliches Gebiet 
und zeigen, wie die Methoden der Mengenlehre gleich einem Mikro- 
skop von unendlicher Vergrößerung noch Feinheiten zu unterscheiden 
gestatten, die sich dem Auge des ohne Mengenlehre arbeitenden Geo- 
meters entziehen. 


1. Dichte und stetige geordnete Mengen. Wir gehen aus von einer 
beiderseits unbegrenzten geraden Linie, die der Einfachheit halber 
von links nach rechts verlaufen möge. Um die Punkte der Geraden 
kurz bezeichnen zu können, denken wir sie uns als Zahlengerade 
(S. 10); jede reelle Zahl stellt dann auch einen gleichbezeichneten 
Punkt der Geraden dart!. Wir betrachten die Menge M aller Punkte 
der Geraden, die nach Satz 3 auf S. 52 die Mächtigkeit ce des Kon- 
tinuums besitzt, und ordnen sie durch die Festsetzung, daß < als „links 


“c 


von‘ erklärt werden soll; zwischen zwei verschiedenen Punkten P 
und Q unserer Menge besteht also die Beziehung P<SO oder P*O, 
je nachdem P links von O oder rechts von Q liegt.‘ Alle folgenden Über- 
legungen beirefjen Teilmengen der geordneten Punktmenge M, die sämt- 
lich geordnet sind durch die in M gültige Anordnung. Jede gewonnene 
Erkenntnis über unsere Menge oder über Teilmengen von ihr liefert 
uns gleichzeitig ein Ergebnis über geordnete Mengen reeller Zahlen; 
wir brauchen dazu nur von den Punkten zu den sie bezeichnenden 
Zahlen überzugehen und diese, wie es stets geschehen soll, ihrer Größe 
nach angeordnet zu denken. 

Jede Teilmenge von M bezeichnet man — auch wenn man von der 
Anordnung in M absieht — folgerichtig als eine Punktmenge, und zwar 


! Um von dieser mehrfach benutzten umkehrbar eindeutigen Zuordnung 
zwischen allen reellen Zahlen und allen Punkten einer Geraden in aller Strenge 
Gebrauch machen zu können, legt man am einfachsten die Gerade definitorisch 
als ähnliches Abbild der geordneten Menge aller reellen Zahlen zugrunde. Zwischen 
dieser und einer (abstrakten und schwierigen) rein „topologischen‘ Auffassung 
sind mannigfache Zwischenstufen denkbar; in anschaulicher und weitgehend der 
Einführung des Zahlbegriffs entsprechender Weise kann man z. B. von zwei Punk- 
ten ausgehen, aus ihnen auf der durch sie bestimmten Geraden durch gewisse 
Operationen (z. B. durch ‚rationale‘ einschl. geometrischer Mittelbildung) weitere 
Punkte herleiten und schließlich eine geometrische Forderung hinzuzufügen, 
die der Geraden eine genügend starke Besetzung mit Punkten garantiert 
(vgl. die Fußnote auf S. 160). Daß jedem Punkt der Geraden eindeutig eine 
reelle Zahl entspricht, ist bei dieser Auffassung eine Folge des Begriffs der 
reellen Zahl und daher beweisbar; daß aber auch umgekehrt jeder reellen 
Zahl ein Punkt zugeordnet ist, wird erst durch jene Forderung, das CANTOR- 
DEDEXRINDsche Axiom, erzwungen; durch dieses Axiom wird somit der 
Begriff des Punktes erst abschließend festgelegt. Vgl. DEDEKIND [l] und 
CANToR [4] sowie etwa die Darstellung bei Loewy [1], S. 188—191, wo man 
auch weitere Literaturangaben findet, denen noch HÖöLDer [1] (bes. S. 30) und 
Barouvs [3] (S. 44ff.) hinzugefügt seien. 
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als eine lineare!, im Gegensatz zu Mengen von Punkten in der Ebene 
oder im drei- bzw. mehrdimensionalen Raum. Die Punktmengen über- 
haupt stellen die für die Anwendungen wichtigsten Mengen dar. Wie 
wir indes schon bei den Mengen schlechthin (z. B. inden $$ 5 und 6) 
auch andere als Punktmengen, und zwar sogar Mengen von höherer 
Mächtigkeit als c kennenlernten, so kann man auch unter den geord* 
neten Mengen noch allgemeinere als Punktmengen in Betracht ziehen; 
eine solche allgemeine Theorie der geordneten Mengen von beliebiger 
Mächtigkeit ist von HAUSDORFF ([2], vgl. auch [3]) entwickelt worden. 
Wir beschränken uns im folgenden auf lineare Punktmengen, und zwar 
zunächst auf geordnete; unter „Punktmenge“ soll nachstehend stets 
eine beliebige, aber mindestens zwei Punkte enthaltende (geordnete) 
Teilmenge unserer geordneten Menge M verstanden werden. DBei- 
spiele folgen alsbald. 

Definition 1. Eine Punktmenge N heißt überall dicht oder schlecht- 
hin dicht, wenn zwischen je zwei verschiedenen Punkten von N stets 
ein weiterer Punkt von N liegt, wenn also kein Punkt von N einen 
„Nachbarpunkt“ hat. 

Sind P, und P, zwei beliebige Punkte einer dichten Punkt- 
menge N und ist etwa P, 3 P,, so gibt es demnach in N einen Punkt 
P, von der Eigenschaft Pk, 3 P,< P,, ebenso Punkte P, und P,, 
für die die Beziehungen ' P, SP, 3PF,; wd P, 37,5 Pegel 
und so unbegrenzt weiter. Zwischen je zwei Punkten einer dichten 
Punktmenge liegen also stets unendlichviele Punkte der Menge; um so 
mehr ist jede dichte Punktmenge (mit mindestens zwei nn) eine 
unendliche Menge. 

Definition 2. Wird eine Punktmenge N derart in zwei Teilmengen 
N, und N, eingeteilt, daß erstens jeder Punkt von N einer, aber auch 
nur einer einzigen der Mengen N, und N, angehört, daß zweitens jede 
der Mengen N, und N, mindestens einen Punkt enthält (also keine 
von ihnen die Nullmenge ist) und daß drittens alle Punkte der Menge N, 
links von allen Punkten der Menge N, gelegen sind, so nennt man diese 
Einteilung einen Schnitt N,|N, in der Menge N.* Besitzt die Menge N, 


* Diese Bezeichnung will nur das Bestehen einer (‚einfachen‘) Ordnung in 
der Menge ausdrücken und gilt daher z. B. auch für die Menge der Punkte einer 
beliebigen, nicht geschlossenen „Kurve“ im üblichen Sinne. Für den schon ander- 
weitig mit der Theorie der Punktmengen vertrauten Leser sei indes bemerkt, daß 
„linear“ zuweilen in einem ganz anderen Sinn gebraucht wird, wie überhaupt dieses 
Gebiet den zweifelhaften Vorzug einer immer noch höchst uneinheitlichen Termino- 
logie genießt. 

° Der für die Grundlegung der Arithmetik (Theorie der irrationalen — d.h. 
der [reellen] nicht rationalen — Zahlen) wie auch für die Geometrie überaus 
wichtige Begriff des ‚‚Schnittes“ ist von DEDEKIND in seiner berühmten, zuerst 
1872 erschienenen Schrift [1] eingeführt worden, Unabhängig von DEDEKINDS 
Schnitttheorie haben im nämlichen Jahre CanTor [4] (vgl. auch HEINE [1]) und 
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einen letzten Punkt (rechtsseitigen Endpunkt) P, oder die Menge N, 
einen ersten Punkt (linksseitigen Endpunkt) P,, so sagt man von dem 
Punkte P, bzw. P, bzw. von jedem von beiden, er erzeuge den Schnitt 
N,|N,. Diese Ausdrucksweise beruht darauf, daß man in diesen 
Fällen den Schnitt N,|N, einfach folgendermaßen erklären kann: zu 
N, gehören alle Punkte von N, die rechts von P, liegen, zu N, alle übri- 
gen Punkte von N — bzw.: zu N, gehören alle Punkte von N, die links 
von P, liegen, alle anderen zu N. 

Ist N,|N, eine beliebiger Schnitt in N, so besteht offenbar im Sinn 
der Addition geordneter Mengen (S. 134) die Beziehung: N=N, +N, 
während der Durchschnitt von N, und N, die Nullmenge ist. 

Für einen beliebigen Schnitt N,|N, in N sind nur folgende vier 
einander ausschließende Fälle möglich: 1. N, besitzt einen letzten 
und N, einen ersten Punkt; 2. N, besitzt einen letzten, aber N, keinen 
ersten Punkt; 3. N, besitzt keinen letzten, wohl aber N, einen ersten 
Punkt; oder endlich 4. weder besitzt N, einen letzten noch N, einen 
ersten Punkt. Aus Gründen, die bei den nachfolgenden Beispielen 
3 und 4 einleuchten werden, nennt man den Schnitt N,|N, im ersten 
Fall einen Sprung in der Menge N, im vierten Fall eine Lücke in der 
Menge N; im zweiten und dritten Fall dagegen spricht man von einem 
steigen Schnitt. Im ersten und zweiten Fall wird der Schnitt N,|N; 
durch den letzten Punkt von N,, im ersten und dritten Fall durch 
den ersten Punkt von N, erzeugt, während es im vierten Fall keinen 
Punkt von N gibt, der den Schnitt erzeugt. 

Die Punktmenge N heißt siefig, wenn jeder Schnitt in N stetig ist, 
wenn N also weder Sprünge noch Lücken aufweist. 


2. Beispiele. Der Aufstellung weiterer Definitionen seien einige Bei- 
spiele vorangeschickt, die den Sinn der bisherigen Erklärungen — weiche 
übrigens noch für beliebige geordnete Mengen gültig bleiben — ver- 
anschaulichen sollen. 


1. Sind P, und P, irgend zwei Punkte auf unserer Geraden, d.h. 
irgend zwei Punkte der Punktmenge M, so sei N die Menge aller Punkte 


MERAY [1] ihre Ideen über den Begriff der Fundamentalreihe veröffentlicht, auf 
den sie die Theorie der irrationalen Zahlen gründen und der ihnen — wie oben 
im Text der Begriff des Schnittes — als methodisches Werkzeug zur Unter- 
suchung der Punktmengen dient. Trotz der für die Praxis der Arithmetik weit 
bequemeren Anwendbarkeit der Methode von CANTOoR und ME£RAY, die darum 
mathematisch den Vorzug verdient, ziehen wir hier die Auffassung DEDEKINDS 
um ihrer begrifflichen Einfachheit und Schönheit willen heran; ihre wirkliche 
Durchführung in der Arithmetik findet man am besten bei PERRoN [3]. Für 
eine vergleichende Betrachtung der beiden Theorien (sowie einer dritten spe- 
zielleren, von WEIERSTRASS herrührenden) in ihrer Verwendung zur Definiton der 
Irrationalzahlen vergleiche man Cantor [7 V], $9, und JoURDAIN [2] sowie die 
vorstehend auf S. 143, Fußnote, angeführte Literatur, ferner (für den inneren 
Zusammenhang) noch PERRoN [1]. 


Fraenkel, Mengenlehre, 3. Aufl. 
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zwischen P, und P, oder, wie man auch sagt, das Intervall zwischen 
Py'und 22 Sıesist dicht, und zwar gleichviel ob man die Punkte P, 
und P, oder einen von ihnen zur Menge N rechnet oder nicht; denn 
in jedem dieser Fälle liegt zwischen je zwei Punkten von N stets ein 
weiterer Punkt von N. Auch die Menge aller Punkte der u din, 
die Menge M selbst, ist dicht. 

2. Sind P, und P, irgend zwei Punkte auf unserer Geraden, so 
sei N die Menge aller rationalen Punkte zwischen P, und P,, d.h. der- 
jenigen Punkte, die durch rationale Zahlen bezeichnet werden. Auch 
diese Menge ist dicht, und zwar ebenfalls unabhängig davon, ob P, 
oder P, oder beide Punkte zu N gerechnet werden oder nicht; 
denn zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen liegt stets eine 
weitere rationale Zahl (z. B. das arithmetische Mittel der gegebenen 
rationalen Zahlen). Im besonderen ist aus demselben Grund auch 
die Menge aller rationalen Punkte auf unserer Geraden dicht. 
Man vergleiche hierzu die früheren ausführlichen Bemerkungen auf 
S. 34f.! 

3. P sei ein beliebiger Punkt der Menge M aller Punkte der Ge- 
raden. Teilen wir M in zwei Teilmengen M, und M, durch die Fest- 
setzung, daß zu M, alle links von P gelegenen Punkte gehören sollen, 
zu M, dagegen alle rechts von P gelegenen Punkte einschließlich des 
Punktes P selbst, so erhalten wir einen Schnitt M,|M, in der Menge M; 
der Schnitt wird durch den Punkt P erzeugt. Genau das nämliche ist 
der Fall, wenn wir den Punkt ? zu M, statt zu M, rechnen. In beiden 
Fällen ist der entstandene Schnitt stetig. 

Rechnen wir dagegen P weder zu M, noch zu M,, so ist M}|M, 
ein Schnitt in derjenigen Teilmenge N von M, die aus M durch Fort- 
lassung des einzigen Punktes P entsteht. Dieser Schnitt M,|M, in 
N ist eine Lücke. Denn ist P, irgendein Punkt von M,, d.h. ein links 
von P gelegener Punkt der Menge M, so gehört jeder zwischen P, 


und P liegende Punkt von M — da links von P gelegen — sicher- 


lich zu M,; andererseits liegt jeder solche Punkt rechts von P,, so 
daß P, jedenfalls nicht der letzte Punkt von M, ist. Ist ferner P, 
irgendein Punkt von M,, d.h.ein rechts von P gelegener Punkt von 
M, so ist genau ebenso einzusehen, daß P, nicht der erste Punkt von 
M, ist. Kurz gesagt: zu jedem Punkt von M, gibt es noch weiter 
rechts gelegene Punkte von M,, zu jedem Punkt von M, aber auch 
noch weiter links gelegene Punkte von M,. Nach S.145 ist daher 
M,|M, eine Lücke in N. Diese Ausdrucksweise besagt anschaulich, 


daß in der Menge N sozusagen noch ein Punkt (in unserem Fall der - 


Punkt P) ‚fehlt‘, der bei seiner Aufnahme in die Menge N den 


Schnitt erzeugen würde. N ist also keine stetige Menge, wohl aber 
dicht, wie überhaupt eine Menge ohne Sprünge immer dicht ist und 
umgekehrt. 


| 
| 
| 
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4. P, und P, seien zwei beliebige Punkte auf unserer Geraden, 
es liege etwa P, links von P, (vgl. Abb. 12). N sei die Menge, die aus 
allen Punkten links von 
P, und allen Punkten 
rechts von P, besteht, 
de Punkte P, und P, 
eingeschlossen. Erklärtt man N, als die Menge aller links von P, 
gelegenen Punkte von N unter Einschluß von P,, N, als die Menge 
aller rechts von P, gelegenen Punkte von N unter Einschluß von P,, 
so ist N,|N, ein Schnitt in der geordneten Menge N. Dann liegt 
kein Punkt von N, rechts von P,, kein Punkt von.N, links von, 
P,; P, ist also der letzte Punkt von N,, P, der erste Punkt von N,. 
Daher ist N,|N, ein Sprung in N. Die Bezeichnung erklärt sich daraus, 
daß zwischen P, und P, überhaupt kein Punkt von N liegt, diese Menge 
also einen „Sprung“ von P, nach P, macht. .N ist keine dichte Menge, 
weil zwischen P, und P, kein einziger Punkt von N gelegen ist. 


BER 
Abb. 12. 


Rechnet man dagegen den Punkt P, nicht zur Menge N (also auch 
nicht zu N,), so ist der Schnitt N,|N, in N weder ein Sprung noch eine 
Lücke, sondern stetig; N, hat dann ein letztes Element P,, N, aber 
kein erstes Element. Die so erklärte Teilmenge N von M‘, die wir 
für sich und nicht mehr im Verhältnis zu M betrachten, ist dicht! 
und der geordneten Menge M aller Punkte der Geraden ähnlich; man 
überzeugt sich davon, indem man genau entsprechend wie in Beispiel 3 
auf S. 129 die in N, enthaltenen Punkte von N den rechts von P, liegen- 
den Punkten von M ähnlich zuordnet, während P, und alle links von 
P, gelegenen Punkte sich selber zugeordnet werden. Ist z.B. P, der 
Punkt 0, P, der Punkt 10, so entspricht 0 und jeder durch eine negative 
Zahl bezeichnete Punkt von M und N sich selber, während für eine 
positive Zahl a der Punkt a von M dem Punkte a + 10 von N zu- 
geordnet ist und umgekehrt. Obgleich also in der Menge N alle Punkte 
von M zwischen 0 und 10 (letzteren eingeschlossen) gewissermaßen 
ausgelassen sind, ist doch im Sinn der Ähnlichkeit kein Unterschied 
zwischen M und N feststellbar; vom Standpunkt der bloßen Anordnung 
aus, der ein Längenmaß (Größenmaß) und daher den gewöhnlichen 
Begriff der Entfernung nicht kennt, ist die Punktmenge N ebenso stetig 
wie die Menge M aller Punkte der Geraden. Das nämliche gilt, wenn 
der Punkt ?, (10) zur Menge N hinzugefügt, aber dafür der Punkt P, 
(0) weggelassen wird. 


1 Es widerstrebt zunächst dem Empfinden, eine solche Menge N ‚dicht‘ 
zu nennen, und für gewisse mathematische Zwecke empfiehlt sich in der Tat 
eine abweichende Fassung dieses Begriffs. Innerhalb der uns hier interessierenden 
Theorie der Ordnung aber ist die obige, der Definition 1 entsprechende Terminologie 
im Einklang damit, daß der Ordnungstypus dieser Menge N derselbe ist wie 
derjenige der Gesamtmenge M. 
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5. N sei die Menge aller rationalen Punkte auf unserer Geraden. 
Der Schnitt N,|N, werde folgendermaßen erklärt: Zu N, soll jeder 


. 1% . M 
Punkt gerechnet werden, der Aueh eine positive rationale Zahl _, 


bezeichnet ist, deren Quadrat —. “. größer ist als die Zahl 2; alle anderen 
Punkte von N sollen zu N en also zunächst eier durch 
positive rationale Zahlen = bezeichneten Punkte, für die = kleiner 
ist als 2, dann der Punkt 0 und schließlich alle durch negative rationale 
Zahlen bezeichneten Punkte. Wir werden sehen: N, hat kein letztes 


und N, kein erstes Element; es gibt also keinen Punkt von N, der 
den Schnitt N}|N, in N erzeugt, dieser Schnitt ist somit eine Lücke. 


Zunächst kann sicherlich weder der PunktO noch ein durch eine 
negative rationale Zahl bezeichneter Punkt den Schnitt erzeugen, weil 
ja z.B.der zu N, gehörige Punkt 1 rechts von all diesen Punkten 


liegt. Es kann für die Erzeugung des Schnittes also nur ein Punkt 


in Betracht kommen, der durch eine positive rationale Zahl - be- 


zeichnet wird. Da es bekanntlich keine rationale Zahl gibt, deren 
Quadrat die Zahl 2 wärel, so können wir die zwei Fälle unterscheiden, 


2 2 
daß erstens = kleiner als 2 oder zweitens - größer als 2 ist. Im ersten 
Fall gibt es aber Punkte von N,, die rechts von = liegen, im zweiten 


Fall Punkte von N,, die links von . liegen, wie man auf folgende Weise 


zeigen kann: 


3 
Ist - kleiner als 2, so liegt in der Punktmenge M, d.h. auf unserer 


Geraden, der Punkt = links von dem (in N ‘nicht vorkommenden) 


1 Diese Tatsache läßt sich (so z.B. bei Eucrıp, ähnlich wohl schon in der 
Schule des PyrHAGoras) folgendermaßen einsehen: Eine beliebige gerade natür- 
liche Zahl kann man offenbar in der Form 2 p schreiben, eine beliebige ungerade 
Zahl in der Form 29 + 1, wo p und g natürliche Zahlen bedeuten. Wir wollen 


E m 

annehmen, das Quadrat des Bruches 1 wäre 2, und setzen dabei voraus, daß 
die ganzen Zahlen m und » keinen gemeinsamen Teiler besitzen, durch den man 
Ä t m? 

ja sonst Zähler und Nenner kürzen könnte. Aus 2 folgt m? = 2n?, d.h. 


m? ist eine gerade Zahl; daher ist auch m gerade, weil das Quadrat einer ungeraden 
Zahl wieder ungerade ist. Da also m durch 2 teilbar ist, etwa m = 2P, so kann 
n nicht gleichfalls durch 2 teilbar sein; n ist somit ungerade. Andererseits folgt 
aus 4p? = 2n?, daß n®= 2p2, also n gerade ist. Dasso erhaltene widerspruchs- 


volle Ergebnis, wonach n gleichzeitig ungerade und gerade sein müßte, zeigt, 
2 


m 
daß die Annahme Pe Ta 2, von der wir ausgingen, falsch sein muß; die Quadrat- 


wurzel aus 2 ist keine rationale, sondern eine irrationale Zahl. 


een u de le Lat Nr noir 


a alla am nn ü= 21 32 Du ZehD an. 


N R 
Hl a ee 


N { 


2 Je ee 
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Punkt 2 von M; dabei bedeutet /2 die (zwar nicht als gemeiner Bruch, 
wohl aber als unendlicher Dezimalbruch in der Form 1,4142 ... dar- 
stelibare) positive reelle Zahl, deren Quadrat die Zahl 2 ist. Nun liegt 
zwischen irgend zwei verschiedenen reellen Zahlen stets eine rationale 


Zahl! (sogar unendlichviele rationale Zahlen); ist £ eine zwischen = 
und y2 gelegene rationale Zahl, so ist : kleiner 3% 2, weil : kleiner 
ist als y2. Da also der Punkt ” der rechts von - liegt, noch zu N, 
gehört, ist = sicher nicht der letzte Punkt von N,. Genau entsprechend 


2 
erhält man, falls = größer ist als 2, einen zu N, gehörigen Punkt —, der 


1 Diese später (S. 156) nochmals benutzte Tatsache läßt sich unter Verwen- 
dung der einfachsten Eigenschaften der Dezimalbrüche folgendermaßen beweisen: 
Es sei A die kleinere, B die größere der zwei gegebenen, der Einfachheit halber 
als positiv angenommenen reellen Zahlen. Liegt zwischen A und B eine ganze 
Zahl, so ist diese eine zwischen A und B gelegene rationale Zahl. Ist das nicht 
der Fall, so schreiben wir A, wenn möglich, als endlichen, sonst als unendlichen 
Dezimalbruch, dagegen B jedenfalls als unendlichen Dezimalbruch (vgl. S. 43£.); 
A und B treten also auf in der Form 


A= m, a4,43% ... B=m, bbababy...., 


wobei m eine beliebige — aber beidemal die nämliche — positive ganze Zahl (oder 
Null) bedeutet und a,, b,, a,, b, usw. lauter Ziffern der Reihe 0, 1, 2.2, 9isind; 
im besonderen werden bei A nicht etwa schließlich lauter Neunen, bei B nicht 
schließlich lauter Nullen auftreten. Dann kann eine gewisse Folge gleichnume- 
rierter Ziffernpaare: a, und b,, a, und b,, a; und b, usw. möglicherweise aus paar- 
weise gleichen Ziffern bestehen, also a, =b,, a=b, usw.; jedenfalls gibt es 
aber eine natürliche Zahl » (die auch schon 1 sein kann) von der Eigenschaft, 
daß a, und 5, die beiden ersten an entsprechender Stelle stehenden Ziffern sind, 
die sich voneinander unterscheiden (a, verschieden von b,); ist schon a, verschieden 
von b,, soist „= 1. Wir wollen etwa annehmen, es sei n = 4, ohne daß dadurch 
die Allgemeingültigkeit der folgenden Überlegung beeinträchtigt würde; dann 
ist a, —=b, a,=b, a3, —=b,, aber a, verschieden von b,, und zwar, da A kleiner 
als B sein sollte, a, kleiner als b,; dies ist beispielsweise der Fall für A = 27,2534 
und B = 27,2537272.... Dann liegt z.B. die Zahl 


C=m, b,bybzb, (in unserem Beispiel die Zahl C = 27,2537) 
zwischen A und B; denn C ist zunächst größer als A, weil b, größer ist als a, und 
auf a, nicht lauter Neunen folgen; andererseits ist C kleiner als B, da der Dezimal- 


bruch B unendlich sein sollte, also die in B auf by folgenden Ziffern b;, b, usw. 
keinesfalls lauter Nullen sind. Da schließlich 


1000-d, + 100-d, + 10-5, +, 


vr 10000 
eine rationale Zahl ist, so haben wir in der Tat zwischen den zwei beliebig ge- 
gebenen reellen Zahlen A und B eine rationale Zahl C nachgewiesen. — Für das 


Wesen und die Eigenschaften der Dezimalbrüche sowie für die keineswegs selbst- 
verständliche Tatsache, daß jede reelle Zahl als Dezimalbruch darstellbar ist, 
sei nochmals auf die auf S.44 angeführten Werke verwiesen. 
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links von dem Punkte u. liegt; -. kann also auch nicht der erste Punkt 


von N, sein. Es enthält also weder N, einen letzten noch N, einen 
ersten Punkt, d.h. der Schnitt N,|N, in N ist wirklich eine Lücke. 
Dies ändert sich jedoch sogleich, falls wir auch noch den Punkt 
y2 von M in die Menge N aufnehmen. Gleichviel ob wir dann diesen - 
Punkt zu N, oder zu N, rechnen, jedenfalls wird der Punkt y2 den : 
Schnitt N,|N, in N erzeugen. Denn in beiden Fällen besteht z.B. 
N, aus allen rechts von Y2 gelegenen Punkten von N und nur aus 
ihnen (evtl. unter Einschluß des Punktes. 172 selbst); liegt nämlich der 


Punkt . rechts vom Punkte Y%, so besagt dies, daß die Zahl = größer 


= 2 
ist als die Zahl y2, d.h. daß . größer ist als 2, wie dies das Kenn- 


zeichen der Punkte von N, sein sollte. Durch Hinzufügung des Punk- 
tes y2 ist also jene Lücke in der Menge N (nicht etwa ihre übrigen Lücken) 
beseitigt. 

Alles in diesem Beispiel Gesagte gilt, wie leicht einzusehen ist, 
völlig entsprechend, wenn der Punkt y2 durch irgendeinen anderen 
nicht rationalen Punkt ersetzt wird. Punkte dieser Art gibt es (vgl. Auf- 
gabe 3 auf S. 64) in unendlicher Anzahl, sie liegen sogar in dichter 
und nicht abzählbarer Menge auf der Geraden; unsere Menge N weist 
somit unendlichviele Lücken auf. Diese Tatsache wird dem Leser 
überraschend erscheinen, wenn er nur davon ausgeht, daß zwischen 
zwei noch so benachbarten Punkten unserer Menge immer noch un- 
endlichviele Punkte derselben liegen, und wenn er auf den ersten Blick 
daraus schließen möchte, daß diese dichte Punktmenge unsere Gerade 
auch ‚stetig‘‘ und restlos erfülle (vgl. S. 34 und 40). Gegenüber 


den Unvollkommenheiten der Anschauung zeigt unsere jetzige Be- 


trachtung, daß die dichte Punktmenge N dennoch Lücken (sogar un- 
endlichviele Lücken) aufweist und daß sie demnach nicht (wie die 
Punktmenge M) eine stetige Menge darstellt; hierdurch wird gleich- 
zeitig das Ergebnis von S.52 anschaulich ergänzt!. 


3. Der Ordnungstypus der Mengealler rationalen Punkte einer Geraden. 
Was die Anwendungen der in den Definitionen 1 und 2 enthaltenen Be- 
griffsbildungen anlangt, so wollen wir uns darauf beschränken anzugeben, 
wie CANTOR mit ihrer Hilfe zum erstenmal zwei ganz besonders wichtige 
geordnete Punktnengen vollständig charakterisieren konnte. Voraus- 
geschickt werde dabei die fast selbstverständliche Bemerkung, daß die 


A Offenbar ist sogar der Umstand, daß eine Menge von Punkten (Zahlen) 
vorliegt, nicht wesentlich; vielmehr gilt der Kern der obigen Betrachtung ersicht- 
lich für eine beliebige geordnete Menge mit Lücken, aber ohne Sprünge. Für jede 
derartige Menge kann man durch Anwendung der DEDEkıinpschen Schnitt- 
theorie die Lücken ‚‚ausiüllen“ und damit beseitigen. 
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Eigenschaft einer geordneten Punktmenge N, dicht bzw. stetig zu sein, 
gleichzeitig eine Eigenschaft jeder zu N ähnlichen Menge N’ ist; denn 
hat man eine bestimmte ähnliche Abbildung zwischen den Mengen N 
und N’ gewählt, so beweist man mit ihrer Hilfe die nämlichen An- 
ordnungstatsachen wie für die Elemente der Menge N auch für die 
ihnen zugeordneten Elemente von N’. 

a und 5 seien nun zwei beliebige reelle Zahlen, etwa a kleiner als b. 
Dann hat die Menge R aller rationalen Zahlen zwischen a und d, beide 
Grenzen ausgeschlossen — oder, was auf dasselbe hinauskommt, die 
Menge aller zwischen den Punkten a und d gelegenen rationalen Punkte 
auf der Zahlengeraden ausschließlich der Endpunkte — folgende drei 
Eigenschaften, falls man die Zahlen ihrer Größe nach, d.h. die Punkte 
in der Richtung von links nach rechts anordnet: 


1. Die geordnete Menge R ist dicht (Beispiel2 auf S. 146); 
2. sie enthält weder ein erstes noch ein letztes Element; 
3. sie ist abzählbar (S. 34f.). 


Die nämlichen drei Eigenschaften hat offenbar auch die geord- 
nete Menge aller rationalen Zahlen bzw. aller rationalen Punkte der 
(beiderseits unbegrenzten) Zahlengeraden, wenn man die gleiche An- 
ordnung festsetzt. 

Man kann nun umgekehrt zeigen, daß durch die angeführten drei 
Eigenschaften ein gewisser Ordnungstypus vollständig bestimmt ist, d.h. 
daß irgendwelche geordnete Mengen, die jene drei Eigenschaften besitzen, 
stets einander und somit auch der Menge R ähnlich sind. 

Zum Beweis! legen wir neben der obigen Menge R noch eine beliebige 
weitere geordnete Menge N mit den nämlichen drei Eigenschaften 
zugrunde; da R und N abzählbar sein sollen, so können wir, von je 
einer beliebigen Abzählung ausgehend, ihre Elemente in der Form 
Eng. bzw, Nas. 22, 0,» „(mit den natürlichen 
Zahlen als Indizes) schreiben, wobei die Numerierung natürlich in 
keiner Beziehung zur Reihenfolge der Elemente in den geordneten 
Mengen steht. Um unsere Behauptung nachzuweisen, daß die obigen 
drei Eigenschaften einen Ordnungstypus festlegen, haben wir nur 
eine ähnliche Abbildung zwischen den geordneten Mengen R und N 
herzustellen. 

Wir beginnen, indem wir (erster Schritt) die Elemente >, und n, 
einander zuordnen und ferner (zweiter Schritt) dem Element», ein 
Element n, von N entsprechen lassen, das zu n, in derselben Ord- 
nungsbeziehung steht wie », zu ,, und zwar unter allen so beschaffenen 
Elementen von N dasjenige mit möglichst kleinem Index k; ist z.B. 


1 Vgl. Cantor [121], S. 504—506. Eine Ausdehnung des Verfahrens gibt 
SKoLEM [2], $4. Der Beweis beansprucht im Schlußteil die sorgfältige Auf- 
merksamkeit des Lesers und kann allenfalls zunächst überschlagen werden. 
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7,3 7,, so haben wir als das zu , entsprechende Element n, das mit 
dem kleinsten Index versehene auf n, folgende Element von N zu wählen. 
Um die Zuordnung auch in der Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen, 
schreiben wir, da die gewöhnlichen Indizes schon vergeben sind, die 
bisher herangezogenen Elemente von N auch unter Verwendung von 
geklammerten Indizes, nämlich »,, für #1, %, für das dem r, ent- 
sprechende n,.. Um den nächsten (dritten) Schritt in der Zuordnung 
zu tun, fassen wir die Ordnungsbeziehungen ins Auge, in denen 7; 
zu r, und », in R steht; ist etwa 7, 3 7,, so wird ein einziger der drei 
möglichen Fälle 733 rı Sr. 1, S13 3a, fı 31a 13. Vorliegen. 
Es gibt dann Elemente n, von N (sogar unendlichviele), die zu ».,, und 
9a, in denselben Ordnungsbeziehungen stehen wie 7, zu r, und ,; denn 
nach der zweiten der vorausgesetzten Eigenschaften gibt es Elemente 
von N, die n,,, und n,,, gleichzeitig vorangehen bzw. nachfolgen, nach 
der ersten Eigenschaft aber auch Elemente, die zwischen %,,, und % 
. gelegen sind. Unter allen so beschaffenen Elementen rn, von N werde 
wiederum das mit möglichst niedrigem (ungeklammertem) Index % ge- 
wählt und mit n,;, bezeichnet. Die geordneten Teilmengen R, und N, 
von R und N, die beziehentlich die Elemente 7,, 75, 7; und Nu), Na) 
N«5, enthalten, sind einander hiernach nieht nur äquivalent, sondern 
auch ähnlich. 

Um uns davon zu überzeugen, daß ein solches Zuordnungsverfahren 
unbegrenzt fortgesetzt werden kann, nehmen wir die Zuordnung schon 
für eine beliebige endliche Anzahl von Elementepaarenr, und ray, 
7, und %a),..., 7, und r(., als vollzogen an, so daß die aus je k Ele- 
menten bestehenden geordneten Teilmengen R, und N, von R und N 
einander ähnlich sind; wir beweisen, daß auch der nächste Schritt sich 
immer vollziehen läßt. Das Element r,,, von R stellt zu sämtlichen 
Elementen r,,...,r, von R, in ganz bestimmten Ordnungsbeziehungen, 
so daß es entweder zwischen zwei gewissen aufeinanderfolgenden 
dieser Elemente liegt oder ihnen allen vorangeht oder nachfolgt. Es 
gibt jedenfalls auch Elemente von N, die zu den entsprechenden (d.h. 
mit dem nämlichen geklammerten Index versehenen) Elementen von 
Nr in denselben Ordnungsbeziehungen stehen; denn nach Eigenschaft 1 
liegen zwischen je zwei Elementen von N weitere solche und nach 2 
gibt es Elemente in N, die allen Elementen von N, vorangehen 
bzw. nachfolgen. Unter den derart beschaffenen Elementen von N 
wählen wir das mit kleinstmöglichem Index und bezeichnen es mit 
%x+1). Dann sind offenbar auch die geordneten Teilmengen R,,, und N; ,, 
von R und N, die durch Einführung von 7;,, und rn...) in R,und N, 
entstehen, einander ähnlich. So lassen sich aber allen Elementen von R 
Bildelemente in N zuordnen, und die bei unbegrenzter Fortführung 
des Verfahrens sich ergebende (unendliche) geordnete Teilmenge von 
N wird der ganzen Menge R ähnlich sein. Es sei bemerkt, daß wir 
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bisher noch keinen Gebrauch davon gemacht haben, daß auch R die 
| Eigenschaften 1 und 2 besitzt. 


Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen, daß durch die Bildelemente sämt- 
licher Elemente von R die Menge N erschöpft wird, m. a. W., daß die 
Teilmenge von N, die durch unser Verfahren ähnlich auf R abgebildet 
wird, mit N selbst zusammenfällt. Da jedenfalls das Element n, = n., 
(nämlich beim ersten Schritt) zur Verwendung kam, so genügt es nach- 


' zuweisen, daß neben jeder hinsichtlich der klammerfreien Indizes lücken- 


losen Serie von schon herangezogenen Elementen n,, Ns, N3, ..., N. 


von N auch das Element mit dem nächstgrößeren ungeklammerten 


Index, also n,,,, einmal an die Reihe kommt; denn die Abzählung 


N, Ng, Na, ... Sollte ja die Menge N dem Elementebestand nach er- 


schöpfen. 

Befindet sich nun in der beim /ten Schritt erhaltenen geordneten 
Teilmenge N,, die ru), %«, usw. bis n,,, enthält, neben den darin vor- 
kommend vorausgesetzten Elementen n,, Na, ....., N, nicht schon ohne- 
hin auch »,,,, so wird jedenfalls bei einem der folgenden Schritte auch 
N;;, herangezogen. Es sei nämlich r,,, das mit kleinstmöglichem Index 
versehene Element von R, welches zu den Elementen r,, 75, ..., 7 
in den nämlichen Ordnungsbeziehungen steht wie n,,, zu ng: Way» -- -, 
Nu,; die Existenz eines solchen 7, ,, folgt entsprechend wie im vorletzten 
Absatz daraus, daß auch R ebenso wie N die Eigenschaften 1 und 2 
besitzt. Dann hat aber n,.,, sogar zu den Elementen 


N)... Mi» Mi+d» ++ Mırr-ı) 

die nämlichen Ordnungsbeziehungen, wie sie 7,,, zu 
Ijy..ı, Prr Pirıv oe» Mi4v-1 

besitzt; denn die Elemente r;,;, - .., 7, -ı und somit auch ihre Bild- 
elemente in N können sich zwischen die Elemente von R, (bzw. N,) 
nicht etwa an dem Platz einschieben, der für r,,, (bzw. n,.,.) vorbehalten 
blieb, weil sonst (gemäß dem zweiten Satz dieses Absatzes) schon 
ein Element mit niedrigerem Index als r,,, zur Heranziehung von 
N;., hätte Anlaß geben müssen. Nach dem Verfahren des vorletzten 
Absatzes entspricht somit n,,, dem Element r,,,, d.h. n,,, Kommt 
beim (2 + »)ten Schritt des Verfahrens wirklich an die Reihe und ist 
somit mit ".14,, zu bezeichnen. Unser Verfahren zieht also mit jedem 
Element n, von N immer auch einmal das Element n,,, heran und 
erschöpft demnach die Menge N; N ist daher ähnlich R, wie wir 


‚nachweisen wollten. 


Man bezeichnet den Ordnungstypus jeder geordneten Menge von 
obigen drei Eigenschaften mit 7. Im besonderen folgt aus unserem 
Ergebnis, daß alle geordneten Mengen, die unter Verwendung irgend- 
welcher Zahlen a und 5b im angeführten Sinn definiert sind, unter- 
einander (wie auch mit der entsprechend geordneten Menge aller ratio- 
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nalen Zahlen) ähnlich sind. n stellt darnach aber auch z. B. den Ord- 
nungstypus einer geordneten Menge N dar, die folgendermaßen erklärt 
ist: c und d seien zwei beliebige reelle Zahlen, etwa c kleiner als d, und 
N enthalte alle rationalen Zahlen, die kleiner als c oder größer als d 
sind, unter Anordnung der Größe nach. Dabei darf zu N auch eine 
der Zahlen c und d gerechnet werden; nicht aber beide, da sonst zwischen 
den Zahlen c und d der Menge keine weitere Zahl der‘ Menge liegt, 
diese also nicht mehr dicht ist. 

Aus der Tatsache, daß der Ordnungstypus»7 durch die angeführten 
drei Eigenschaften völlig festgelegt ist, kann man leicht folgende 
Beziehungen für das Rechnen mit diesem Ordnungstypus herleiten: 


n+n=n,n*n=n für jeden endlichen Ordnungstypusa,n„ =. 


Zum Beweis bilde man geordnete Mengen mit den links stehenden 
Ordnungstypen!; die angeschriebenen Beziehungen besagen dann nur, 
daß die so gebildeten geordneten Mengen wiederum unsere drei Eigen- 
schaften besitzen. 


4. Der Ordnungstypus des Linearkontinuums. Endlich wollen wir 
uns noch mit einem zweiten Ordnungstypus etwas genauer beschäf- 
tigen, dem. wichtigsten, den es neben » überhaupt gibt. € und © seien 
zwei beliebige reelle Zahlen (c kleiner als c) bzw. zwei beliebige 
Punkte der Zahlengeraden (r. links von c). Dann soll im folgenden C 
das „abgeschlossene“ Intervall zwischen c und © bedeuten, also die 
Menge aller reellen Zahlen zwischen c und c, beide Grenzen einge- 
schlossen, in der Anordnung nach der Größe; bzw. die ihr ähnliche 
Menge aller Punkte zwischen e und c einschließlich der Grenzen in der 
Anordnung von links nach rechts. Wir haben es bei der Menge C mit dem 
zu tun, was man auch außerhalb der Mathematik als das Kontinuum 
(genauer: Linearkontinuum oder eindimensionales Kontinuum) be- 
zeichnet: mit der „‚lückenlosen‘‘ oder ‚stetigen‘ Gesamtheit aller 
Punkte einer Strecke, also mit der nächstliegenden (geordneten) Punkt- 
menge, die wir uns denken können. Innerhalb der Mathematik spielt 
diese Menge nicht nur in der Geometrie, sondern auch in der Analysis 
(man denke nur an den Begriff der Funktion, vgl. S. 61) eine hervor- 
ragende Rolle. Dennoch war es bis CANTOR nicht gelungen, die Menge C 
ohne Bezugnahme auf die Gesamtheit der reellen Zahlen oder auf 


! Zur Bildung einer Menge vom Ordnungstypus 7-® kann man z.B. von 
der Tatsache ausgehen, daß die Menge aller rationalen Zahlen zwischen 0 und 1 
zwischen 1 und 2, zwischen 2 und 3 usw. jeweils den Ordnungstypus n besitzt, 
wenn die Zahlen der Größe nach geordnet und dabei 0, 1, 2 usw. nicht zu den 
betreffenden Mengen gerechnet werden. Daher besitzt die Menge aller positiven 
rationalen Zahlen, ausgenommen die Zahlen 1, 2, 3 usw., den Ordnungstypus 
n'@; dies ändert sich zatürlich auch dann nicht, wenn die Zahlen 1, 2, 3 usw. 
zur Menge hinzugerechnet werden. 
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die gerade Linie rein anschaulich zu charakterisieren, d. h. sie ihrer 
Anordnung nach vollständig zu beschreiben. Vielfach war man 
vielmehr dazu gelangt, eine solche Beschreibung für unmöglich 
zu halten und den Begriff des Kontinuums als einen ursprünglichen 
anzusehen oder ihn auf den jenseits der Grenzen der Mathematik 
stehenden Zeitbegriff zurückzuführen, ja sogar ihn ins theologisch- 
mystische Gebiet zu verweisen!, 

Der naive Betrachter ist zunächst wohl geneigt, die charakteristi- 
sche Eigenschaft der geordneten Menge aller Punkte auf einer Strecke 
darin zu erblicken, daß die Punkte überall dicht („unendlich dicht“) 
auf der Strecke gesät sind. Dies ist zweifellos eine Eigenschaft unserer 
Menge, genügt aber nicht im mindesten zu ihrer Beschreibung. Be- 
denken wir nur, daß die Menge aller entsprechend angeordneten ratio- 
nalen Punkte zwischen a und 5 ebenfalls dicht ist! Diese Menge ist 
im Gegensatz zu C abzählbar, ihre Elemente müssen also zwischen 


1 Für die historischen und grundsätzlichen Gesichtspunkte vergleiche man 
vor allem CAntor [7 V], $10. Die folgende Stelle daraus, die sich an eine Skizze 
der Geschichte unseres Problems im Altertum und Mittelalter anschließt, sei 
hier angeführt: 

‚..Hier sehen wir den miitelalterlich-scholastischen Ursprung einer Ansicht, 
die wir noch heutigentages vertreten finden, wonach das Kontinuum ein unzer- 
legbarer Begriff oder auch, wie andere sich ausdrücken, eine reine aprioristische 
Anschauung sei, die kaum einer Bestimmung durch Begriffe zugänglich wäre; 
jeder arithmetische Determinationsversuch dieses Mysteriums wird als ein un- 
erlaubter Eingriff angesehen und mit gehörigem Nachdruck zurückgewiesen; 
schüchterne Naturen empfangen dabei den Eindruck, als ob es sich bei dem ‚„‚Kon- 
tinuum‘“ nicht um einen mathematisch-logischen Begriff, sondern viel eher um ein 
religiöses Dogma handle. 

Mir liegt es sehr fern, diese Streitfragen wieder heraufzubeschwören, auch 
würde mir zu einer genaueren Besprechung derselben in diesem engen Rahmen 
der Raum fehlen; ich sehe mich nur verpflichtet, den Begriff des Kontinuums, 
so logisch nüchtern wie ich ihn auffassen muß und in der Mannichfaltigkeitslehre 
ihn brauche, hier möglichst kurz und auch nur mit Rücksicht auf die mathema- 
tische Mengenlehre zu entwickeln. Diese Bearbeitung ist mir aus dem Grunde 
nicht leicht geworden, weil unter den Mathematikern, auf deren Autorität ich 
mich gern berufe, kein einziger sich mit dem Kontinuum in dem Sinne genauer 
beschäftigt hat, wie ich es hier nötig habe.‘ 

Naturgemäß ruht Cantors Behandlung des Problems zu einem wesentlichen 
Teil auf den methodischen Gedanken, die von Forschern wie CAUCHY, BOLZANO, 
WEIERSTRAsS in die Analysis eingeführt worden sind und sich dort bereits 
durchgesetzt hatten. — Für das Verhältnis dieser ganzen mathematischen Kon- 

_tinuitätstheorie zur Erfahrung vergleiche man etwa das fünfte Kapitel von 
RusseL [7]. 

In neuester Zeit, etwa seit Beginn dieses Jahrhunderts und namentlich im 
letzten Jahrzehnt, sind freilich erneut ernstliche und bis heute nicht restlos ge- 
klärte Bedenken erhoben worden, die sich gegen den Begriff des Kontinuums 
als der fertigen Gesamtheit aller reellen Zahlen (Punkte) richten und damit 
auch Cantors Betrachtung entscheidend treffen. Hierfür ist auf $ 14 (beson- 


ders S. 237ff.) zu verweisen. 
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a und 5 unvergleichlich viel dünner gesät sein als die Elemente 
von C. 

Nun können wir die geordnete Menge C ihrer Anordnung nach 
in der folgenden Weise etwas genauer beschreiben: Eine Teilmenge 
von C ist die Menge R aller ihrer Größe nach angeordneten rationalen 
Zahlen (bzw. rationalen Punkte) zwischen e und €; wir wollen dabei 
© und © selbst nicht zur Teilmenge R rechnen, wodurch wir erreichen, 
daß sich 7 als der Ordnungstypus von R ergibt. Diese Teilmenge, 
die zwar unendlich, aber abzählbar ist, hat die Eigenschaft, daB zwi- 
schen irgend zwei Elementen der Menge C stets Elemente der Teil- 
menge R gelegen sind; in der Tat liegen ja, wie in der Fußnote auf 
S.149 gezeigt wurde, zwischen irgend zwei verschiedenen reellen Zahlen 
stets rationale Zahlen. Ferner ist C stetig (vgl. die Fußnote auf S. 160) 
und enthält ein erstes Element c und ein letztes c. Die geordnete 
MengeC läßt sich also durch Feststellung der folgenden drei Eigen- 
schaften beschreiben: 


1. Die geordnete Menge C ist stetig!; 

2. sie enthält sowohl ein erstes als auch ein letztes Element; 

3. sie enthält eine abzählbare Teilmenge R derart, daß zwischen 
je zwei Elementen von C stets mindestens ein Element der Teil- 
menge R liegt; oder kurz: in C ist eine abzählbare Teilmenge 
dicht gelegen. (Demnach ist im besonderen C, ebenso wie R, 
auch dicht.) 


Durch diese drei Eigenschaften, die den auf S.151 angeführten 
Eigenschaften des Ordnungstypus 7 in gewisser Weise analog sind, 
ist die Menge C in bezug auf ihren Ordnungstypus nun auch vollständig 
beschrieben. Mit anderen Worten: jede geordnete Menge — gleich- 
viel ob Teilmenge von M oder nicht —, welche die drei Eigen- 
schaften besitzt, ist unserer Menge C ähnlich; diese Eigenschaften 


enthalten also eine in bezug auf die Anordnung erschöpfende Charakte- 


risierung des Linearkontinuums. Namentlich sind, da die drei Eigen- 
schaften unabhängig sind von der besonderen Wahl der Intervall- 
endpunkte c und ©, abgeschlossene Intervalle von verschiedener Länge 
stets einander ahnlich. wie sich freilich auch direkt, entsprechend wie 
in Beispiel 4 auf S. 130 (vgl. auch Abbildung 4 auf S. 51), ergibt. 
Der Ordnungstypus der Zahlen- oder Punktmenge C, den man kurz 


den Ordnungstypus des beiderseits begrenzten Linearkontinuums nennen . 
kann, wird mit © bezeichnet; der Ordnungstypus © ist also rest-: 
los bestimmt durch die drei angeführten Eigenschaften, von denen 


t Man kann an die Stelle von „stetig“ auch ‚‚perfekt‘‘ (vgl. nachstehend S. 159) 
setzen, ohne daß sich dadurch etwas an den im nächsten Absatz angeführten Tat- 
sachen ändert. CANToR hat mit „perfekt“ operiert (vgl. indes die Fußnote 1 
auf S.158). — Vgl. (zu Eigenschaft 3) auch etwa KurATowskı [3], bes. S. 214. 
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übrigens keine entbehrt werden kann. CAnToRs Beweis dieser grund- 
legenden Tatsache soll hier wenigstens in den Grundzügen noch ent- 
wickelt werden (CAnTor [121], S. 510—512). 


Ist K eine ganz beliebige geordnete Menge, die im Verein mit einer abzählbaren 
Teilmenge N unsere drei Eigenschaften besitzt und deren erstes Element k, deren 


letztes % ist, so wollen wir vor allem aus der Teilmenge N das Element k bzw. k 
bzw. beide entfernt denken, falls sie etwa von vornherein in N enthalten sein 
sollten; die so veränderte Menge N hat dann weder ein erstes noch ein letztes 
Element. Überdies ist N wegen Eigenschaft 3 (von K) dicht; N besitzt also die drei 
auf S. 151 aufgezählten Eigenschaften und hat demnach den Ordnungstypus 9, den 
auch die Teilmenge R von C besitzt. ® seieine beliebige, aber von nun an bestimmte 
ähnliche Abbildung zwischen den Mengen R und N; durch ® wird dann jedes 
in N vorkommende Element von K einer gewissen zu R gehörigen Zahl von C, 
d.h. einer rationalen Zahl zwischen c und 7, zugeordnet und umgekehrt. Ist 
dagegen A ein nicht zu N gehöriges Element von K, so betrachten wir den Schnitt 
in N (nicht etwa in K!), dessen erste Hälfte alle und nur diejenigen Elemente 
von N enthält, die in X dem Element k vorangehen; diesem Schnitt entspricht 
vermöge der Abbildung ® ein Schnitt © in der Menge R und damit auch ein ein- 
deutig zugehöriger Schnitt in der Menge C (nämlich der, dessen erste Hälfte die- 
jenigen Elemente von C und nur sie enthält, die irgendwelchen — ohnehin zu C 
gehörigen — Elementen der ersten Hälfte des Schnittes © in R vorangehen). 
Dieser Schnitt in C wird wegen der Stetigkeit von C durch eine bestimmte 
reelle Zahl c von C erzeugt; eben diese reelle Zahl ordnen wir dem Element k von X 
zu. Daß diese Zuordnung umkehrbar eindeutig ist, erkennen wir leicht, indem wir 
die Umkehrung in folgender Weise direkt angeben: ist eine reelle Zahl c aus C 
vorgelegt, so betrachten wir den zu c gehörigen Schnitt in der Menge R, dessen 
erste Hälfte also von denjenigen rationalen Zahlen von R gebildet wird, 
welche kleiner sind als c; diesen Schnitt entspricht vermöge der Abbildung ® 
ein gewisser Schnitt in der Menge N und somit ein zugehöriger Schnitt in der 
Menge K, der — da K eine stetige Menge ist — durch ein einziges bestimmtes 
Element k von K erzeugt wird; das so festgelegte Element * ist dann der reellen 
Zahl c zuzuordnen. Die hierdurch hergestellte Abbildung zwischen den geord- 
neten Mengen C und K ist schließlich ähnlich; davon überzeugt man sich, wenn 
zwei beliebige reelle Zahlen c, und c, von € (c, kleiner als c,) gegeben sind und ihnen 
die Elemente k, und %, von K entsprechen, durch den Nachweis, daß ganz ebenso, 
wie c, zu der ersten Hälfte des durch c, erzeugten Schnittes in C gehört, auch 
k, in der ersten Hälfte des durch %, erzeugten Schnittes in K vorkommt, so daß 
wirklich in K gilt: k, S hy. 

Man erkennt an Hand der Definition des Ordnungstypus ©, daß 
die Ordnungstypen 6, 0 +9 =09:-2, 0-3, .... ©: w usw. alle von- 
einander verschieden sind. Denn da jede Menge vom Ordnungstypus ©. 
ein erstes und ein letztes Element besitzt, weist z. B. jede Menge vom 
OrdnungstypusO +0 „in der Mitte‘“ einen Sprung auf, während im 
Kontinuum wie in jeder stetigen Menge keine Sprünge vorkommen. 
Ebenso erhält man, wenn man in einer Menge vom Ordnungstypus © 
ein Element fortläßt, eine Menge von einem anderen Ordnungstypus; 
es entsteht dann nämlich, wenn der fortgelassene Punkt nicht gerade 
einer der beiden Endpunkte ist, wie in Beispiel 3 auf S. 146 eine 
„Lücke“, die die Menge wiederum der Stetigkeit beraubt. Dagegen 
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verliert eine Menge vom Ordnungstypus n durch Weglassung eines 
einzelnen Element keine der drei auf S. 151 angeführten nz 
behält also ihren Ordnungstypus bei. 

Eine ausführliche und leicht verständliche Schilderung des Ord- 
nungstypus des Kontinuums (wie auch der Ordnungstypen ® und n) 
findet man bei HuNnTInGTon [4]. 


5. Häufungspunkt und daran anschließende Begriffsbildungen. 
War in den Begriffsbildungen der Definitionen 1 und 2 und den 
darauf gestützten Beispielen und Anwendungen die Ordnungsbeziehung 
der maßgebende und leitende Gesichtspunkt, so wollen wir jetzt einige 
ganz andere Begriffe in bezug auf Punktmengen einführen, die sich 
wesentlich auf den Begriff der Entfernung auf der Zahlengeraden grün- 
den!. Diese neuen Begriffe gelten also unverändert auch für die Punkt- 
mengen in mehrdimensionalen Räumen, insbesondere für diejenigen 
in der Ebene und im dreidimensionalen Raum, da hier der Begriff der 
Entfernung gleichfalls unmittelbar sinnvoll ist; wir werden ‘uns indes 
nach wie vor auf die linearen Punktmengen beschränken. Man beachte, 
daß durch die Ausschaltung des Ordnungsbegriffs die nächstfolgen- 
den Ausführungen einen Charakter haben, der grundverschieden ist 
von dem des bisherigen Inhalts dieses Paragraphen! 


Definition 3. Unter einer Umgebung? (genauer: d-Umgebung) eines 
Punktes P auf der Zahlengeraden versteht man die Menge der- 
jenigen Punkte der Punktmenge M, deren Entfernung von P kleiner 
ist als eine gegebene positive Größe d (Strecke bzw. positive reelle 
Zahl. Ein Punkt P heißt Häufungspunkt einer Punktmenge N 


1 CAnTor hat gerade in seiner letzten und abschließenden einschlägigen Ver- 
öffentlichung [121] nicht nur den Begriff ‚‚dicht‘“, sondern, wie zuweilen in Ver- 
gessenheit gerät, auch die im folgenden entwickelten Begriffe (abgeschlossen, 
insichdicht usw.) auf die Ordnungsbeziehung gegründet und noch die 2. Auflage 
des vorliegenden Buchs war ihm hierin gefolgt. Die mehr grundsätzlich als prak- 
tisch abweichende Art, in der die folgenden Definitionen vorgehen, hat sich indes 
durch ihre hohe Bedeutung für die Anwendungsgebiete mehr und mehr durch- 
gesetzt. Dagegen schien es nicht bloß aus historischen Gründen, sondern nament- 
lich für die Anwendungen in den Nrn. 3 und 4 zweckmäßig, die Definition 1 (und 2) 
in dem ursprünglichen, auch von HAUSDORFF [4] beibehaltenen Sinne CANToRs zu 
belassen, welcher auf die Theorie der geordneten Mengen zugeschnitten ist. 

® Man kann die Umgebung auch ohne Benutzung des Entfernungsbegriffs 
einführen, nämlich als ein P enthaltendes (offenes) Intervall. Obgleich ein solches 
metrikfreies Verfahren an sich vorzuziehen ist, wird für den Anfänger die obige 
Definition anschaulicher sein. — Hervorgehoben sei noch zum Nachfolgenden, daß 
der Begriff des Häufungspunktes und die darauf gestützten Begriffsbildungen 
nicht absoluten, sondern relativen Charakter tragen, nämlich abhängig sind von 
der als Bezugssystem dienenden Punktmenge, dem „Raum“; bei dem elemen- 
taren Charakter dieses Paragraphen, der nur einer ersten und vorläufigen Orien- 
tierung dienen will, wird von jener Relativität durchweg abgesehen, nämlich ein 
für allemal die Ausgangsmenge M als „Raum“ zugrunde gelegt. 
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(d.h. einer beliebigen Teilmenge von M), wenn sich in jeder (noch 
so engen) Umgebung von P (kurz: „in der Nachbarschaft von P‘‘) 
mindestens ein von P verschiedener Punkt der Punktmenge N 
befindet. 

In den Beispielen von Nr. 2 (S. 145ff.) ist demnach jeder- beliebige 
Punkt der jeweils betrachteten Menge N auch ein Häufungspunkt 
von N. Indes braucht ein Häufungspunkt einer Menge N nicht auch 
ein Punkt von N zu sein, d. h. nicht notwendig zu N als Element 
zu gehören; z. B. hat die Menge {0, 3, 2, 3,5, ...} den einzigen Häu- 
fungspunkt 1, der der Menge nicht angehört. Dagegen besitzt die Menge 
aller ganzzahligen Punkte0, —1, + 2,... von M offenbar überhaupt 
keine Häufungspunkte. 

In jeder (noch so engen) Umgebung eines. Häufungspunktes P der 
Punktmenge N. (d.h. in jeder d-Umgebung, wie klein auch d sein möge) 
liegen unendlichviele Punkte von N. Um sich davon zu überzeugen, 
braucht man nur die Größe d in geeigneter Weise immer kleiner 
und kleiner werden zu lassen; ist z. B. P, ein (durch Definition 3 
gesicherter) Punkt der d-Umgebung von P und wird die Entfernung 
zwischen P und P, mit d, bezeichnet, so muß in der d,-Umgebung 
von P (um so mehr also in der d-Umgebung) ein von P, verschiedener 
Punkt P, liegen, usw. 

Definition 4. Unter der Ableitung N’ einer Punktmenge N ver- 
steht man die Menge aller Häufungspunkte von N. Ist N’ eine Teil- 
menge von N, d.h. ist jeder Häufungspunkt von N auch ein 
Punkt von N, so heißt die Menge N abgeschlossen; ist andererseits 
N eine Teilmenge der Ableitung N’, d.h. ist jeder Punkt von N zugleich 
ein Häufungspunkt von N, so heißt die Menge N insichdicht. Schließlich 
kann es vorkommen, daß eine Punktmenge N mit ihrer Ableitung zu- 
sammenfällt, d.h. daß N gleichzeitig abgeschlossen und insichdicht 
ist; dann nennt man N eine derfekte Punktmenge. 

Eine Punktmenge N braucht weder abgeschlossen noch insichdicht 
zu sein, da im allgemeinen (so z.B. für die oben erwähnte Menge 
N={0,3, 3, 2,5,..}) weder N’ Teilmenge von N noch umgekehrt 
N Teilmenge von N’ sein wird. Eine endliche Menge N und allge- 
meiner eine Menge N ohne Häufungspunkte (wie die Menge aller ganz- 
zahligen Punkte) ist übrigens stets abgeschlossen, da ihre Ableitung 
die Nullmenge und somit Teilmenge jeder Menge ist. Infolge der völlig 
verschiedenen Grundlage, auf der die Definitionen 1 und 2 einerseits 
(Ausgangspunkt die Anordnung!), 3 und 4 andererseits (Ausgangspunkt. 
die Entfernung!) sich aufbauen, weichen die Begriffe einer ‚dichten‘ 
und einer ‚insichdichten‘‘ Menge wesentlich voneinander ab; nicht nur 
gibt es (Beispiel 4 auf S. 161 ff.) insichdichte Mengen, die nicht dicht 
sind, sondern es kann auch eine im Sinn der Definition 1 „dichte“ 
Menge dennoch nicht insichdicht sein (vgl. Aufgabe 8, S. 165). 
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6. Beispiele. 1. N sei (wie in Beispiel 1 auf S. 145.) ein Intervall, d.h. 
die Menge aller Punkte zwischen zwei festen Punkten P, und P, unserer 
Geraden. Wenn die Endpunkte P, und P, zu N gerechnet werden, so 
ist N eine nicht nur insichdichte, sondern auch abgeschlossene, also per- 

-fekte (und ferner stetige) Menge. Daß nämlich jeder Punkt von N gleich- 
zeitig Häufungspunkt von N ist, leuchtet unmittelbar ein; aus der Theorie 
der reellen Zahlen bzw. aus dem CANTOR-DEDEKInDschen Axiom für die 
Punkte einer Geraden (Fußnoten auf S. 144f. und 143) folgt aber auch, 
daß jeder Häufungspunkt von N dieser Punktmenge angehört. Ist 
ferner N,|N, irgendein Schnitt in N, so daß alle Punkte von N, links 
von allen Punkten von N, liegen, so gibt es, wie die Anschauung nahe- 
zulegen scheint, auf der Geraden einen einzigen Grenzpunkt Q zwischen 
den Teilmengen N, und N,, der also zur Menge N und somit entweder 
zu N, oder zu N, gehört; Q erzeugt den Schnitt N,|N,, da jeder links 
von Q gelegene Punkt zu N,, jeder rechts von Q gelegene Punkt zu N, 
gehört. Der Schnitt N,|N, ist also weder ein Sprung noch eine Lücke, 
d.h. die Menge N ist auch stetig. Da die nämlichen Überlegungen 
auf die Menge M aller Punkte unserer Geraden anwendbar sind, so ist 
auch diese Punktmenge perfekt und stetig. 

Läßt man dagegen die Endpunkte ?, und P, des Intervalls oder 
auch nur @inen von ihnen fort, so verliert die Menge die Eigenschaft, 
abgeschlossen (und somit auch perfekt) zu sein; denn ?, und P, sind 
ja Häufungspunkte der neuen Menge, gehören ihr aber nicht an. Man 
bezeichnet daher ein Intervall mit beiden Endpunkten als abgeschlosse- 
nes Intervall, während ein Intervali, dem beide Endpunkte fehlen, ein 
offenes Intervall genannt wird. 

2. Ist N wie in Beispiel 2 (S. 146) die Menge aller rationalen 
Punkte zwischen P, und P,, wo P, und P, zwei beliebige Punkte der 
Geraden bedeuten, so ist diese Menge nicht nur dicht, sondern auch 
insichdicht, da in der Nachbarschaft jedes rationalen Punktes un- 
endlich viele weitere rationale Punkte liegen. Dagegen ist N nicht ab- 
geschlossen. In der Tat liegen z. B. in der Nachbarschaft des Punktes y2 
der Menge M, der nach Beispiel 5 (S. 148) der Menge N nicht angehört, 


1 Diese Tatsache, die unserer Anschauung vom Wesen einer „kontinuierlichen“ 
geraden Linie zu entsprechen scheint, ist geometrisch nicht beweisbar, sondern 
der Ausdruck des mehrfach erwähnten geometrischen Axioms, das sich mit Be- 
nutzung der Ausdrucksweise von Definition 2 so aussprechen läßt: M weist keine 
Lücken auf. Dagegen wird die entsprechende Tatsache für die Menge der reellen 
Zahlen beweisbar, falls man durch Definition den Begriff der reellen Zahl ent- 
sprechend weit faßt, so weit nämlich, daß sich die obige Tatsache für die Menge 
aller reellen Zahlen (ev. zwischen zwei festen Zahlen) nachweisen läßt (vgl. Fußn. 
auf S. 144f. sowie etwa die Darstellung bei Knorr [1], 1. Kapitel, oder bei 
Loewy [1], 3. Kapitel). Betrachtet man also die gerade Linie nicht eigentlich 
als geometrisches Gebilde, sondern als Abbild der Gesamtheit der reellen Zahlen 
(Zahlengerade), so wird die obige Tatsache in dem angegebenen Sinne beweisbar: 


$ 10. Lineare Punktmengen. 161 


unendlichviele rationale, also zu N gehörige Punkte; um sich davon 
zu überzeugen, kann man etwa- von der Dezimalbruchentwicklung 
y2 =1,4142... ausgehen und dann in jeder noch so engen Umgebung 
des Punktes y2 rationale Punkte dadurch finden, daß man nach 
hinreichend vielen Stellen rechts vom Komma die Dezimalbruch- 
entwicklung von y2 abbricht; der so entstehende endliche Dezimal- 
bruch bestimmt einen rationalen Punkt der gewünschten Art und 
bei Abbruch an noch späteren Stellen erhält man weitere solche 
Punkte. Der (irrationale) Punkt y2 ist also Häufungspunkt der Menge N. 
Das nämliche gilt offenbar von sämtlichen zwischen P, und P, gelegenen 
irrationalen Punkten; da sie alle nach der Definition von N dieser Menge 
nicht angehören, so ist N nicht abgeschlossen. Die Bezeichnung ‚‚ab- 
geschlossen‘ erklärt sich ähnlich wie die mit ihr in enger Beziehung 
stehende Bezeichnung ‚Lücke‘ (vgl. Beispiel 5 auf S. 148 ff.) dadurch, daß 
eine Menge N von der hier betrachteten Art gewissermaßen nach der Ver- 
vollständigung verlangt, die ihr durch Hinzunahme ihrer Häufungspunkte 
(hier: der irrationalen Punkte) zuteil werden könnte; durch solche Ver- 
vollständigung entsteht eine Menge (hier: das abgeschlossene Intervall 
zwischen P, und ?,), die keine gleichartige Ergänzung mehr verträgt. 

3. N sei eine unendliche Menge von Punkten auf unserer Geraden, 
unter denen jeder von dem nächsten gleich weit entfernt sei; N kann 
also z. B. als die Menge der ‚„ganzzahligen“ Punkte ..., —3, —2, 
—1,0,1,2,3,... betrachtet werden. Die Menge ist weder dicht noch 
auch insichdicht, da keiner ihrer Punkte Häufungspunkt der Menge ist. 
Dagegen ist N eine abgeschlossene Menge; denn da N überhaupt keine 
Häufungspunkte hat, so ist die Ableitung N’=0 und daher Teilmenge 
von N. Ist ferner NıIN; irgendein Schnitt in N, so enthält die Teil- 
menge N, einen letzten Punkt P,, ebenso die Teilmenge N, einen ersten 
Punkt P,, nämlich den unmittelbar auf P, folgenden Punkt von N. 
Kein Schnitt in N ist also eine Lücke, vielmehr jeder ein Sprung; die 


Menge ist somit nicht stetig. 

4. Endlich soll noch ein Beispiel 'einer Punktmenge N angeführt werden, 
die zwar insichdicht und abgeschlossen, also perfekt, nicht aber dicht oder stetig 
ist; diese Menge ist sogar „nirgends dicht“, d.h. innerhalb jedes Intervalls auf 
dem in Betracht kommenden Teile (von 0 bis 9) der Zahlengeraden gibt es Teil- 
intervalle, in denen kein einziger Punkt der Menge N liegt, oder (was hier auf 
dasselbe hinauskommt) zwischen je zwei beliebigen Punkten der Menge N gibt es 
weitere (eventuell mit jenen zusammenfallende) Punkte P, und P, von N, so daß 
die Teilmenge aller zwischen P, und P, gelegenen Punkte von N völlig leer ist. 
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Abb. 13. 
Diese der Anschauung nicht leicht zugängliche Punktmenge N wollen wir, um 


eine bestimmte Vorstellung zu gewinnen, folgendermaßen erklären in einer sehr 
speziell aussehenden, der Sache nach aber höchst allgemeinen Art (vgl. Abb. 13): Wir 


Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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fassen auf unserer geraden Linie zunächst die Strecke vom Punkte 0 biszum Punkte9 
ins Auge. Das mittlere Drittel dieser Strecke, also die Strecke von 3 bis 6, möge 
auf irgendeine Weise (etwa durch starkes Ausziehen) markiert werden; es bleiben 
also die Strecke von 0 bis 3 und diejenige von 6 bis 9 unmarkiert. Auf diesen bei- 
den unmarkierten Strecken soll wiederum je das mittlere Drittel markiert werden, 
also die Strecken von 1 bis 2 und von 7 bis 8; unmarkiert bleiben dann vier Strecken 
zurück, nämlich von 0 bis 1, von 2 bis 3, von 6 bis 7 und von 8 bis 9. Abermals 
möge auf diesen vier unmarkierten Strecken je das mittlere Drittel markiert werden, 
d.h. die Strecken von # bis %, von 24 bis 2%, von 64 bis 6% und von 8% bis 83, so 
daß acht unmarkierte Strecken übrigbleiben. Dieses Verfahren wollen wir 
unbegrenzt fortgesetzt denken; bei jedem folgenden Schritt soll also auf jeder 
Strecke, die beim vorhergehenden Schritt noch unmarkiert geblieben ist, das 
mittlere Drittel markiert werden. Nach gedanklicher Vollendung dieses Pro- 
zesses wollen wir unter N die geordnete Punktmenge verstehen, die erstens die 
beiderseitigen Endpunkte aller markierten Strecken und zweitens alle nicht auf 
markierten Strecken gelegenen Punkte zwischen den Punkten 0 und 9 unserer 
Geraden (diese beiden Punkte eingeschlossen) enthält. 

Diese Menge ist zunächst nirgends dicht. Es seien nämlich P, und P, irgend 
zwei Punkte unserer Punktmenge N; P, liege links von P,. Es kann der Fall 
sein, daß P, und P, die beiden Endpunkte einer und derselben markierten Strecke 
sind; dann liegt zwischen P, und P, kein weiterer Punkt von N. In jedem anderen 
Fall dagegen liegen zwischen beiden Punkten sicher mehrere (sogar unendlich- 
viele) markierte Strecken. Denn das Teilungsverfahren, das wir zur Herstellung 
der Menge N anwandten, erstreckt sich auf jedes Stück unserer Geraden zwischen 
Ound 9, das nicht völlig durch eine markierte Strecke ausgefüllt ist; die Länge der 
jeweils entstehenden markierten Strecken nimmt mit der Fortsetzung des Teilungs- 
verfahrens unbegrenzt ab. Denken wir uns daher genügend viele Schritte des 
Verfahrens gemacht, so werden zvrischen P, und P, mehrere markierte Strecken. 
zu liegen kommen (deren Zahl übrigens durch die weitere Fortsetzung des Teilungs- 
verfahrens noch unbegrenzt vermehrt wird). Sind Q und R die beiden (zu N ge- 
hörigen) Endpunkte irgendeiner zwischen P, und P, gelegenen markierten Strecke 
(wobei auch Q mit P, oder R mit P, zusammenfallen kann), so liegt zwischen 
Q und R kein Punkt von N (nach der Definition von N); die Punktmenge N 
ist also zwischen den (ganz beliebig angenommenen) Punkten P, und P, nicht 
dicht, wie diese — leicht zu verschärfende — Betrachtung zeigen sollte. 


Dagegen ist die Menge N insichdicht. Ein beliebiger Punkt P von N kann 
nämlich höchstens Einer markierten Strecke als Endpunkt angehören; auf der 
dieser Strecke entgegengerichteten Seite von P — bzw., falls P nicht Endpunkt 
einer markierten Strecke ist, auf jeder der beiden Seiten von P — müssen aber 
gemäß der Definition von N innerhalb jeder noch so engen Umgebung von P 
jedenfalls markierte Strecken anfangen, deren Ausgangspunkte also Elemente 
von N sind. In der Nachbarschaft des Punktes P liegen also sicher weitere Punkte 
von N, d.h. jeder Punkt von N ist gleichzeitig Häufungspunkt von N. 


Daß N nicht dicht und dennoch insichdicht ist, liegt wesentlich daran, daß 
zwar wohl in der Nachbarschaft eines jeden Punktes von N ein weiterer Punkt 
von N liegt (und daher sogar unendlichviele weitere Punkte von N), daß dies 
aber unter Umständen nur nach der @inen Richtung hin gilt. Ist nämlich P z.B. 
der linksseitige Endpunkt einer markierten Strecke, so ist die Menge in der 
Richtung von P aus nach rechts hin nicht dicht, sondern P besitzt einen unmittelbar 
nachfolgenden Punkt: den rechtsseitigen Endpunkt der betreffenden markierten 
Strecke. Das Umgekehrte gilt für die rechtsseitigen Endpunkte markierter Strecken. 
Für die Eigenschaft einer Menge, insichdicht zu sein, ist solche einseitige Dichtig- 
keit hinreichend; nicht aber für die Eigenschaft, dicht zu sein. (Die grundsätz- 
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liche Verschiedenheit der Ausgangspunkte für die Definitionen 1 und 3/4 spielt 
in diesem Fall keine Rolle.) 

Um endlich zu zeigen, daß unsere Punktmenge N abgeschlossen ist, bemerken 
wir vor allem, daß jeder Häufungspunkt unserer Punktmenge N sicher ein Punkt 
des (abgeschlossenen) Intervalls von 0 bis 9 auf der Geraden ist. Denn jeder Punkt 
von N ist um so mehr Punkt des Intervalls, und die Häufungspunkte des Inter- 
valls gehören nach Beispiel l auf S.160 dem Intervall an. Ein Häufungspunkt von N 
kann andererseits nicht im Innern einer der markierten Strecken liegen; denn 
da eine markierte Strecke, abgesehen von ihren Endpunkten, keinen Punkt von 
N enthält, so ist für einen Punkt Q im Innern der Strecke eine genügend 
enge Umgebung frei von Punkten aus N, also Q keinesfalls Häufungspunkt 
von N. Jeder Häufungspunkt P von.N ist also ein nicht im Innern einer 
markierten Strecke gelegener Punkt des abgeschlossenen Intervalls von O bis 9, 
d.h. nach der Definition von N: P gehört der Punktmenge N an, die somit ab- 
geschlossen und daher auch perfekt ist. 

Es sei noch ohne Beweis vermerkt, daß diese merkwürdige Punktmenge N 
— wie übrigens jede perfekte Punktmenge — die Mächtigkeit des Kontinuums 
besitzt. Die Menge aller markierten Strecken zwischen den Punkten 0 und 9 
ist zwar gleichfalls unendlich, aber nur abzählbar, wie man leicht erkennt. Punkt- 
mengen dieser Art sind zuerst von H. J. St. SMITH, in arithmetischer Form bald 
darnach von CAnTor (SMITH [1], S. 147f; Cantor [7V], S. 590) und seitdem 
vielfach behandelt worden. 


7. Schlußbemerkung über die Theorie der Punktmengen und ihre An- 
wendungen. Zum Abschluß dieses Paragraphen sei bemerkt: Wir haben 
unsin den ersten Nummern (1—4) mit linearen Punktmengen hauptsäch- 
lich in dem Sinne beschäftigt, daß wir sie als Beispiele zu den im vorigen 
Paragraphen behandelten geordneten Mengen auffaßten, und haben 
dabei die Begriffsbildungen bevorzugt, welche es CANTOR ermöglichten, 
die über die Grenzen der Mathematik hinaus interessierende Frage nach 
der Natur bzw. dem Ordnungstypus des Linearkontinuums zu beant- 
worten. Mit alledem ist aber noch nicht einmal andeutungsweise die 
ungeheure Bedeutung gekennzeichnet, die die Theorie der Punktmengen 
seit CANTORs ersten Arbeiten mehr und mehr gewonnen hat; diese 
Theorie ist nicht nur zum wichtigsten Anwendungsgebiet der Mengen- 
lehre, sondern zu einer der wesentlichsten mathematischen Disziplinen 
überhaupt geworden, namentlich zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel 
auf den verschiedensten Gebieten der Analysis wie auch der Geometrie 
(vgl. W.H.Young [2]). Schon CANTor hat neben seinen Arbeiten über die 
abstrakten Mengen, die den Gegenstand der $$ 3—9 sowie 11—12 dieses 
Buches ausmachen, eine Reihe von Sätzen über insichdichte, abge- 
schlossene und perfekte Punktmengen aufgestellt und bewiesen; Sätze, 
die erst durch die gleichsam unendliche Scharfsichtigkeit ermöglicht 
werden, zu der uns die Brille der Mengenlehre befähigt. Auch andere, 
für die methodische Untersuchung der Punktmengen wesentliche Be- 
griffsbildungen stammen von CANTOR; mit weiteren, die in der Folge von 
entscheidender Bedeutung wurden, hat er gerungen, wenn auch noch 


ohne vollen Erfolg. 
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Bei den einschlägigen Betrachtungen kommt keineswegs nur die 
Auffassung der Punktmengen als geordneier Mengen. zur Geltung, 
sondern gerade auch Betrachtungen, die von der Ordnungsbeziehung 
absehen und dem Begriff der „Menge schlechthin‘ andere Grundbegriffe 
(wie den der Umgebung) zur Seite stellen, gewinnen eine besondere 
Bedeutung (vgl. die Definitionen 3 und 4 auf S. 158f.). Ebenso werden 
neben den linearen natürlich auch die ebenen Punktmengen sowie die 
in den Räumen von drei und mehr Dimensionen gelegenen in Betracht 
gezogen. Namentlich innerhalb der Theorie der reellen Funktionen hat 
diese mengentheoretische Betrachtungsweise wahre Triumphe gefeiert 
und hier sogar z. B. den klassischen (von RIEMAnN endgültig begründe- 
ten) Integralbegriff zugunsten eines sozusagen verfeinerten Integral- 
begriffs (LEBESGUE) in den Hintergrund gedrängt. 

Für das Studium dieser Anwendungsgebiete der Mengelehre, denen: 
es an modernen Darstellungen nicht mangelt und deren Behandlung 
in dem vorliegenden, der ‚abstrakten‘ Mengenlehre gewidmeten Buch 
nicht beabsichtigt ist, werde der Leser auf die einschlägigen Lehrbücher 
verwiesen, etwa auf BAIRE [2], BoREL [1]—[3], CARATHEODORY [1], 
HAuHn [2], HAUSDORFF [3] und [4], Hosson [2], KAmke [1], LEBESGUE 
[1] und) [2], PIERPONT [1], SCHLESINGER-PLESSNER [1], DE LA VALLEE- 
Poussiın [2], W. H. and GR. CH. YouncG [1]!, ferner auf die enzyklo- 
pädischen Stoffsammlungen in SCHOENFLIES [1] und [8] sowie in ROsSEN- 
THAL-BoREL [1], schließlich auf die mehr allgemein gehaltenen und 
historischen Schilderungen SCHOENFLIES [4] und W.H. Young [2]. 


Aufgaben. 1. Man zeige, dßn?—=n! 

2. Man entnehme der ersten Hälfte des für den Ordnungstypus 7 
geführten Beweises die folgenden beiden Tatsachen: Jede geordnete 
abzählbare Menge läßt sich als geordnete Teilmenge einer Menge vom 
Ordnungstypusn auffassen; jede dichte Menge enthält eine Teilmenge 
vom Ordnungstypus n. 

3. Es gibt nur 4 verschiedene Ordnungstypen von abzählbaren 
dichten Mengen, nämlich n,1+n,n +1,1+n-+1. Beweis! 

4. Man führe den die Ähnlichkeit der Mengen C und K betreffenden 
Schluß des Beweises auf S. 157 vollständig aus! 

5. Man zeige an Hand von Beispielen, daß sowohl beim Ordnungs- 
typusn wie bei © keine der je drei zugehörigen Eigenschaften entbehrt 
werden kann, wenn eine vollständige Festlegung bezweckt werden 
soll! (Bei © für die dritte Eigenschaft nicht ganz leicht einzusehen.) 


6. Man versuche sich über die Natur des Ordnungstypus ©? ein 
Urteil zu bilden! 


1 Als das erste eigentliche Lehrbuch der Theorie der Punktmengen (einschl. 
der Elemente der abstrakten Mengenlehre) ist dieses Werk des englischen 
Forscherehepaares von besonderer Bedeutung gewesen. 
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7. Welches ist die Ableitung a) der Menge aller rationalen Punkte, 
b) eines offenen (d. h. ohne seine Endpunkte genommenen) Intervalls ? 

8. Eine dichte Menge braucht nicht insichdicht zu sein. Man zeige 
dies an Hand der Punktmenge N, die außer den rationalen (oder auch 
allen) Punkten zwischen 0 und 1 sowie zwischen 3 und 4 — die Grenzen 
jeweils ausgeschlossen — noch den Punkt 2 enthält, und man mache 
sich den inneren Grund klar, der mit der Verschiedenheit der Aus- 
gangspunkte bei den Definitionen 1 und 3|]4 zusammenhängt! 

9. Man zeige, daß die in Beispiel 4 auf S. 161 ff. angeführte perfekte, 
nirgends dichte Menge unendlichviele Sprünge, aber keine Lücken 
‘ aufweist! 

10. Man beweise, daß allgemein eine abgeschlossene Punktmenge 
keine Lücken besitzt! 

11. Man überzeuge sich, daß der in Beispiel 4 auf S. 161ff. angeführ- 
ten Menge auf der Zahlengeraden diejenige Zahlenmenge entspricht, 
die bei Darstellung der reellen Zahlen durch triadische Brüche (d.h. 
Grundzahl3 statt der bei den Dezimalbrüchen verwendeten Grundzahl 10, 
vgl. S.110) diejenigen triadischen Entwicklungen enthält, in denen 
nach dem Komma nur die Ziffern O0 und 2 auftreten, nicht aber die 
Ziffer 1 (während vor dem Komma die Zahlen 0, 2, 6, 8 stehen)! 
(Z. B. wird Punkt 1 durch die triadische Entwicklung 0,222 .... dar- 
gestellt, vgl. S. 44 oben.) 


$ 11. Allgemeine Theorie der wohlgeordneten Mengen. 
Von den endlichen Mengen. 


1. Grundbegriffe und Grundtatsachen. Unter den geordneten Mengen, 
mit denen wir uns in den letzten beiden Paragraphen beschäftigt haben, 
gibt es spezielle Mengen, die durch die besondere — wenn man will: 
besonders einfache — Art der Anordnung ihrer Elemente bemerkenswert 
sind und die man als ‚wohlgeordnet‘ bezeichnet. Im Reiche der wohl- 
geordneten Mengen herrschen besonders einfache Verhältnisse, die in 
vielen Hinsichten an die uns wohlvertrauten Eigenschaften der ge- 
wöhnlichen Zahlenreihe erinnern. Dementsprechend werden wir in den 
Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen eine Klasse ‚‚unendlicher 
Zahlen‘‘ kennenlernen, die viele Eigenschaften der endlichen Zahlen 
aufweisen und uns daher einen weniger fremden Eindruck machen, 
als ihn die unendlichen Kardinalzahlen und namentlich die Ord- 
nungstypen unendlicher geordneter Mengen zunächst erwecken mögen. 

Ist schon hiermit ein besonderes Eingehen auf die Theorie der 
wohlgeordneten Mengen hinreichend gerechtfertigt, so werden gewisse 
Eigenschaften dieser Mengen doppelt bedeutungsvoll dadurch, daß sie 
sich auf ganz beliebige Mengen übertragen lassen. Im ersten Jahrzehnt 
dieses Jahrhunderts ist nämlich der strenge Nachweis der schon von 
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CANTOR mit Sicherheit vermuteten Tatsache gelungen, daß die Ele- 
mente jeder beliebigen (geordneten oder überhaupt nicht geordneten) 
Menge sich zu einer wohlgeordneten Menge umordnen bzw. anordnen 
lassen; dieser Nachweis gestattet uns, wichtige Vereinfachungen für die 
Theorie der unendlichen Kardinalzahlen herzuleiten. Da insofern die 
Lehre von den Kardinalzahlen zum Teil — mindestens dem Wesen 
nach — abhängig ist von der Theorie der wohlgeordneten Mengen 
und ihrer Ordnungstypen, so kann man ernstlich daran denken, diese 
früher als die Kardinalzahlen zu behandeln; doch sprechen für den 
von uns eingeschlagenen Weg andere, namentlich auch didaktische 
Erwägungen. 

Wir sind zu Beginn des $9 davon ausgegangen, daß die Kardinal- 
zahlen der Mengenlehre zwar eine Verallgemeinerung des Begriffs der 
endlichen Zahl als Anzahl darstellen, daß man aber, um der Bedeutung 
der endlichen Zahlen für den Zählprozeß, d.h. der Verwendung der 
Zahl als Ordnungszahl gerecht zu werden, auch die Reihenfolge der 
Elemente in einer geordneten Menge beachten muß; das hat uns zu 
den Ordnungstypen als Verallgemeinerungen der endlichen Ordnungs- 
zahlen geführt. Der Zählprozeß ist jedoch von weit speziellerer Art, als 
es dem Ordnungstypus einer beliebigen geordneten unendlichen Menge 
entspricht. So beginnt das Zählen namentlich stets mit einem ersten, 
d. h: zuerst gezählten Ding; ferner folgt beim Zählprozeß jedem gezähl- 
ten Ding, das nicht etwa überhaupt das letzte ist, ein weiteres Ding 
als unmittelbarer Nachfolger, d.h. auf n-tens folgt sofort (n + 1)-tens. 
Von beiden Eigenschaften ist bei beliebigen Ordnungstypen keine Rede. 
Z. B. gibt es in einer nach dem Typus *w oder nach dem Typus ge- 
ordneten Menge kein erstes Element; und in einer ‚dichten‘ Menge 
(S. 144), z. B.in der Menge aller rationalen oder aller reellen Zahlen 
in der gewöhnlichen Reihenfolge, besitzt kein Element einen unmittel- 
baren Nachfolger, sondern zwischen irgend zwei Elementen liegen 
immer noch unendlichviele andere. Um den gewöhnlichen Zähl- 
prozeß in das Gebiet des Unendlichen hinein fortzuführen, bedarf 
man demnach einer Spezialisierung des Begriffs des Ordnungstypus, 
also einer Beschränkung auf geordnete Mengen von besonderen An- 
ordnungseigenschaften. Die Erkenntnis von der Bedeutung einer der- 
artigen speziellen Klasse von Ordnungstypen und geordneten Mengen hat 
zu den frühesten und folgenreichsten Errungenschaften CANTORS ge- 
hört, der zu diesem Zweck von „wohlgeordneten“ Mengen und von 
„Ordnungszahlen‘ spricht (CAnTorR [7 V], 88 2£.; [12 II], $12). Diese 
Begriffsbildung gehört zu den weitesttragenden der Mathematik über- 
haupt und hat sich weit über die Grenzen der Mengenlehre und 
selbst der. Analysis hinaus bis in das Reich der Arithmetik und 
Algebra als fruchtbar, ja sogar als unentbehrlich erwiesen. 

An die Spitze stellen wir: 
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\ Definition 1. Eine geordnete Menge M heißt wohlgeordnet, 


, wenn jede von der Nullmenge verschiedene Teilmenge von M (im be- 
) sonderen also auch M selbst) ein erstes Element enthält. 

Ist a ein beliebiges Element der wohlgeordneten. Menge M, so 
sei M’ die Teilmenge aller auf a folgenden Elemente m von M (d. h. die 
Teilmenge derjenigen Elemente m, für die a < m gilt); sollte a etwa das 
letzte Element von M sein, so ist natürlich M’=0. Nach der Definition 
der wohlgeordneten Menge besitzt die Teilmenge M’, wenn sie von 0 
verschieden ist, ein erstes Element d; auch für dieses gilt natürlich 

.@Sb. Dann gibt es kein Element c in M, das zwischen a und Db läge, 
also die Beziehungen a3c3b erfüllte; denn c müßte, weil auf a 
folgend, zur Teilmenge M’ gehören, kann aber dann doch deren erstem 
Element 5 nicht vorangehen. Wörtlich dieselben Schlüsse ergeben sich, 
wenn man statt von einem einzigen Element a vielmehr von einer be- 
liebigen Teilmenge der wohlgeordneten Menge M ausgeht; man erhält 
dann das erste unter denjenigen Elementen von M, die sämtlichen 
Elementen der Teilmenge nachfolgen — vorausgesetzt, daß nachfol- 
gende Elemente überhaupt vorhanden sind. Es gilt also: 

Satz 1. In einer wohlgeordneten Menge M gibt es zu jedem Element von M, 
ausgenommen das etwaige letzte — und allgemeiner zu jeder Teilmenge 
von M, deren sämtlichen Elementen überhaupt noch ein Element von 
M nachfolgt — ein einziges unmittelbar nachfolgendes Element. 

Hiernach besitzt eine wohlgeordnete Menge nicht bloß ein erstes, 
sondern auch ein zweites, drittes, ..., n-teS Element, falls die Menge 
nicht schon nach weniger als » Schritten erschöpft ist. 

Beispiele wohlgeordneter Mengen sind zunächst alle endlichen (ge- 
ordneten)! Mengen, ferner die Menge aller natürlichen Zahlen in der 
gewöhnlichen Reihenfolge der Größe nach; denn in jeder Menge von 
natürlichen Zahlen gibt es ja eine kleinste Zahl. Auch die Menge aller 
rationalen Zahlen in‘der auf S.31f. gegebenen Anordnung ist wohl- 
geordnet, wie überhaupt jede abgezählte Menge (d.h. jede Menge, 
die der Menge der ihrer Größe nach angeordneten natürlichen Zahlen 
ähnlich ist) wohlgeordnet ist; dies gilt aber keineswegs von jeder ab- 
zählbaren Menge, eine solche braucht ja überhaupt nicht geordnet zu 
sein. Auch eine nicht abgezählte unendliche Menge kann wohlgeordnet 
sein; so ist die Menge aller ganzen Zahlen nicht nur in der abgezählten 
Anordnung {0, 1, — 1,2, —2,....} wohlgeordnet, sondern auch z.B. 
in der nicht abgezählten Anordnung: 

A ee a Be HE 
Ebenso ist die Menge aller positiven rationalen Zahlen z. B. auch in 
der folgenden, nicht abgezählten Anordnung wohlgeordnet: 


1315 roman erstes: 
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1 Vgl. die Bemerkung in Beispiel 1 von S. 128. 
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Eine andere wohlgeordnete Menge ist die folgende (nicht abgezählte) 
Menge: 
(UMS BE HE -PeEE ve Pe de Du ee) 

Nicht wohlgeordnet ist dagegen beispielsweise die Menge aller 

ganzen Zahlen in der natürlichen Reihenfolge 

...,—3, —, —1L,0,12,3,...} 

da diese Menge ebensowenig wie z. B. die Teilmenge der negativen 
Zahlen ein erstes Element besitzt. Auch die Menge aller rationalen 
oder reellen Zahlen zwischen 0 und 1 (oder zwischen irgendwelchen 
anderen Grenzen oder ohne Grenzen) ist nicht wohlgeordnet, wenn man 
die Zahlen der Größe nach ordnet; z. B. enthält die Teilmenge aller 
rationalen bzw. reellen Zahlen, die größer sind als 3, kein erstes (klein- 
stes) Element, weil zwischen 3 und jeder (um noch so wenig) größeren 
Zahl immer noch rationale bzw. reelle Zahlen liegen. 

Unmittelbar aus der Erklärung der wohlgeordneten Mengen fließt 
(bei Übertragung der Ordnung einer Menge auf deren Teilmengen) 
der Satz: R 

Jede Teilmenge einer wohlgeordneten Menge ist selbst wohlgeordnet. 

Um diesem Satz allgemeinste Gültigkeit zu sichern, bezeichnet man 
formal auch die Nullmenge als wohlgeordnet, da sie ja als Teilmenge 
jeder Menge gilt; diese Festsetzung steht mit Definition 1 im Einklang 
und wird sich weiterhin als nützlich erweisen. Ferner folgt in Ver- 
bindung mit dem Begriff der Ähnlichkeit sofort: 

Jede geordnete Menge, die einer wohlgeordneten Menge ähnlich ist, 
ist selbst wohlgeordnet. 

Eine charakteristische Eigenschaft der wohlgeordneten Mengen 
können wir leicht und anschaulich aussprechen, wenn wir uns der fol- 
genden Ausdrucksweise bedienen, die sich ohne Änderung auch auf 
beliebige geordnete (nicht wohlgeordnete) Mengen ausdehnen läßt: 

Definition 2. Eine Teilmenge A der (wohl)geordneten Menge M 
heißt ein Anfangsstück von M, wenn mit einem beliebigen Element a 
von A gleichzeitig auch jedes in M vor a stehende Element der Teil- 
menge A angehört. Im besonderen heißt die Teilmenge A aller der- 
jenigen Elemente von M, die einem festen Element m von M voran- 
gehen, ein Abschnitt vonM oder genauer: der durch m bestimmte 
Abschnitt von M. 

Hiernach ist auch die Nullmenge ein Anfangsstück und ein Ab- 
schnitt jeder wohlgeordneten Menge M, nämlich der durch das erste 
Element von M bestimmte Abschnitt. Jede Menge ist ein Anfangsstück 
von sich selbst. Ein Abschnitt eines Abschnitts von M ist wiederum 
ein Abschnitt von M; Entsprechendes gilt für die Anfangsstücke. 

Aus Definition 2 folgt unmittelbar sogar für beliebige geordnete 
Mengen, daß ein Abschnitt immer auch ein Anfangsstück ist. Indes 
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gilt. im allgemeinen keineswegs die Umkehrung. Z.B. ist für die ge- 
ordnete Menge 


ae ar BB. ar en A EA Be. 
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die Teilmenge aller ungeraden Zahlen zwar ein Anfangsstück, nicht aber 
ein Abschnitt; denn es gibt hier keine Zahl, der alle ungeraden Zahlen 
und nur diese vorangehen. Ebenso ist für die geordnete Menge aller 
Punkte der Zahlengeraden z. B. die Teilmenge, die einen beliebigen 
festen Punkt und alle links davon gelegenen Punkte enthält, kein 
Abschnitt, wohl aber ein Anfangsstück. 

Die hervorzuhebende Eigenschaft der wohlgeordneten Mengen liegt 
demgegenüber in folgender Tatsache: 


Satz 2. Jedes von M selbst verschiedene Anfangssiück A der wohlgeord- 
neten Menge M ist ein Abschnitt von M, wird also durch ein Element von 
M bestimmt (und umgekehrt). 

Wegen der Natur eines Anfangsstückes müssen nämlich die nicht 
zu A gehörigen Elemente von M notwendig sämtlichen Elementen 
von A nachfolgen. Daher gibt es nach Satz 1 ein einziges auf sämtliche 
Elemente des Anfangsstücks A nächstfolgendes Element m von M: 
(nämlich das erste Element derzu A ‚‚komplementären‘“ Teilmenge von 
M). Dannist A der durch m bestimmte Abschnitt von M. Denn jedes 
Element dieses Abschnitts muß, da es nach der Definition von » nicht 
sämtlichen Elementen von A nachfolgen kann, entweder selbst ein Ele- 
ment von A sein oder in M einem Element von A vorangehen; es ist aber 
auch im letzteren Fall ein Element von A, da A ein Anfangsstück von M 
sein sollte. Daß A keine weiteren (dem durch m bestimmten Abschnitt 
nicht zugehörigen) Elemente enthalten kann, ist die unmittelbare Folge 
der Definition von m. 


2. Die Vergleichbarkeit der wohlgeordneten Mengen. Bevor wir 
weitere Eigenschaften der wohlgeordneten Mengen entwickeln und 
namentlich an den Begriff des Abschnittes weitreichende Schlußketten 
anknüpfen, wollen wir sogleich den Vorzug der wohlgeordneten Mengen 
kennenlernen, der innerhalb der allgemeinen Theorie im Mittelpunkt 
steht und die überragende Bedeutung der wohlgeordneten Mengen auch 
für die Theorie der ungeordneten Mengen begründet: den Vorzug der 
Vergleichbarkeit. Sollten die nächsten Überlegungen dem einen oder 
anderen Leser als schwierig erscheinen, so beginne er etwa sogleich bei 
Satz 3 und hole den folgenden Beweis erst gegen Ende des Paragraphen 
nach?! 


1 Die wesentlichen Anregungen zu der in dieser Nummer angewandten Methode 
verdanke ich Herrn Pressner. Andersartige Herleitungen der Vergleichbarkeit 
findet man bei Cantor [12 II], BaırkeE [2], W. H. Young [1], HessenBerg [3] 
(S. 58££.) und (unter Verwendung der Ordnungszahlen) bei HAUSDORFF [3] und [4]. 
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Sind M und N einander ähnliche wohlgeordnete Mengen, so muß 
offenbar durch eine ähnliche Abbildung zwischen beiden Mengen das erste 
Element der einen Menge dem ersten der anderen zugeordnet werden 
(vgl. S. 128 unten). Ebenso leuchtet ein — was im folgenden nicht 
benutzt und nur zur Erhöhung der Anschaulichkeit angeführt wird —, 
daß die ins Auge gefaßte ähnliche Abbildung zwischen M und N jeden- 
falls folgende Eigenschaft besitzt: sind » und n einander zugeordnete 
Elemente beider Mengen und sind M bzw. N die durch m bzw. n be- 
stimmten Abschnitte von M bzw. N, so enthält N alle diejenigen Ele- 
mente von N und nur sie, die vermöge der ähnlichen Abbildung den 
Elementen des Abschnittes M entsprechen. Man kann das auch dahin 
umkehren, daß n gerade dasjenige Element von N ist, das auf sämtliche 
den Elementen von M zugeordneten Elemente von N unmittelbar 
nachfolgt. 

Ohne den Beweis für diese sehr anschauliche Tatsache anzuführen, 
wollen wir sie nur als Leitstern für die Angabe einer Zuordnungsregel 
bei beliebigen (nicht mehr als ähnlich vorausgesetzten) wohlgeordneten 
Mengen benutzen; einer Regel, die uns unmittelbar die allgemeine 
V.rgleichbarkeit der wohlgeordneten Mengen liefern wird. 

M und N seien also beliebige wohlgeordnete Mengen. Wir ordnen 
dann soweit als möglich jedem Element m von M durch folgende Doppel- 
regel je ein einziges Element » von N zu, das wir das Bild von m in N 
nennen: 

A) dem ersten Element von. M werde das erste Element von N 
zugeordnet; 

B) es bedeute m ein beliebiges Element von M, ferner M den durch 
m bestimmten Abschnitt von M, und es sei für sämtliche Elemente des 
Abschnitts M die Zuordnung je eines Bildes in N schon erfolgt; die 
Menge.dieser Bilder heiße N. Wenn dann überhaupt noch ein.-Element 
von N den sämtlichen Elementen der Teilmenge N nachfolgt, so werde 
das ihnen gemäß Satz 1 nächstfolgende Element n von N dem Element m 
von M als Bild zugeordnet. 

Man beachte, daß Regel B) auch versagen kann; nicht jedem Ele- 
ment von M ordnet sie notwendig ein Bild in N zu. Dagegen ist gemäß 
Regel B) die Menge der Elemente von M, denen überhaupt Bilder in N 
entsprechen, jedenfall; ein Anfangsstück von M (hierin ist immer auch 
M eingeschlossen); denn durch B) wird ja zu m nur dann ein Bild defi- 
niert, wenn schon alle vor m stehenden Elemente Bilder besitzen. 

Bevor wir die Eigenschaften dieser grundlegenden Zuordnung all- 
gemein untersuchen, wollen wir uns eine grobe Vorstellung von ihr ver- 
schaffen, indem wir die ersten Elemente der Menge M ins Auge fassen. 

Während das erste Element m, von M nach Regel A) das erste 
Element », von N zum Bild hat, suchen wir das Bild des zweiten Ele- 
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ments m, nach RegelB). Der durch m, bestimmte Abschnitt von M 
ist die Menge M = {m,}, deren einzigem Element m, schon n, als Bild 
entspricht; also ist N = {n,}. Auf die Elemente von N (d.h. auf n,) 
folgt in N unmittelbar das zweite Element », von N, das also nach B) 
als Bild von m, zu gelten hat. Ebenso findet man, daß dem dritten 
Element von M das dritte Element von N als Bild entspricht usw., 
allgemein dem A-ten das k-t® (R beliebige natürliche Zahl), falls nicht 
M oder N schon nach weniger als k Schritten erschöpft ist. Besitzen 
beide Mengen unendlichviele Elemente und ist M bzw. N nicht etwa 
schon erschöpft durch die Teilmenge M, bzw. N „ die das erste, zweite, 
dritte Element usw. enthält, so folgt nach Satz 1 unmittelbar darauf 
ein weiteres Element, das mit m, bzw. n,, bezeichnet sei. Um das Bild 
von m,, zu suchen, übernehmen wir aus dem Vorstehenden die Tatsache, 
daß die Bilder aller Elemente des durch m, bestimmten Abschnitts 
M= M, von M gerade sämtliche Elemente der Menge N, sind, also 
N=N 0 wird; nach B) ist also das auf N, nächstfolgende Element »,, 
von N, das Bild von m. 

Nunmehr zu einer scharfen und allgemeinen Zergliederung unserer 
Doppelregel übergehend, weisen wir für sie zwei grundlegende Eigen- 
schaftennach. Hierbei bezeichnet stets M’ ein (sonst beliebiges) Anfangs- 
stück von M, zu dessen sämtlichen Elementen gemäß unserer Regel 
Bilder in N existieren, und N’ die Menge all dieser Bilder; wir nennen M’ 
kurz ein abbildbares Anfangsstück und N’ die zugehörige Bildermenge, 
die alsc Teilmenge von N ist. 

I. Sind m und m Elemente von M', n und n ihre Bilder in N’, so 
folgt aus m Sm (in M) stets n Zn (in N) und umgekehrt. Unsere 
Regel stellt also eine ähnliche Abbildung zwischen jedem abbildbaren 
Anfangsstück von M und der zugehörigen Bildermenge her. 

In der Tat folgt nach Regel B) das Bild n von m all den Elementen 
aus N nach, die Bilder eines Elements des durch m bestimmten Ab- 
schnittes von M sind; zu diesen Elementen aus N gehört auch n (als 
Bild von m), so daß wirklich »n < n. Zwei verschiedenen Elementen von 
M'’ entsprechen also wiederum zwei verschiedene Elemente von N’, 
d.h. die Zuordnung zwischen M’ und N’ ist umkehrbar eindeutig und 
ähnlich. 

II. Die zu irgendeinem abbildbaren Anfangsstück M’ von M gehörige 
Bildermenge N’ ist ihrerseits ein Anfangsstück von N. 

Den Beweis führen wir in zwei Schritten. Zunächst werde vorausgesetzt, 
daß die nachzuweisende Tatsache schon für jeden Abschnitt von M' 
bekannt sei, daß also die zu jedem solchen Abschnitt gehörige Bilder- 
menge ein Anfangsstück von N darstelle; wir folgern daraus die näm- 
liche Tatsache für das ganze Anfangsstück M’ selbst. Bei diesem 
ersten Schritt unterscheiden wir zwei Fälle: 
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«) Besitzt erstens M’ ein letztes Element m, so entsteht durch dessen 
Fortlassung ein Abschnitt M’”’ von M’. Die Bilder der Elemente von 
M’' bilden nach der gemachten Voraussetzung ein Anfangsstück N’ 
von N; nach Regel B) ist dann gerade das auf die Elemente von N” 
nächstfolgende Element n das Bild von m. Durch die Aufnahme von n 
in die Menge N’ entsteht aber wiederum ein Anfangsstück N’ von N, 
das nun die Bilder aller Elemente von M’ enthält, wie zu zeigen war. 

ß) Besitzt zweitens M’ kein letztes Element, so hat man, wenn % 
das. Bild eines beliebigen Elementes m von M’ bezeichnet. sich zum Be- 
weis von II gemäß dem Begriff des Anfangsstücks nur davon zu über- 
zeugen, daß jedes vor n in N vorkommende Element ebenfalls Bild eines 
gewissen Elementes von M’ ist. Zu diesem Nachweis werden wir in M' 
gewissermaßen noch ein Stück über m hinausgehen, nämlich bis zu 
einem späteren Element m; wir erreichen so, daß m sich schon in 
einem (nämlich dem zu m gehörigen) Abschnitt von M’ befindet, und 
können dann vermöge dieser Vorverlegung die gewünschte Tatsache 
direkt aus der Voraussetzung entnehmen, die wir im vorletzten Absatz 
für die Abschnitte von M’ gemacht haben. 

Die Durchführung dieses Gedankens gestaltet sich folgendermaßen: 
Da M’ kein letztes Element hat, so gibt es in M’ jedenfalls noch ein 
auf m nachfolgendes Element m; dem durch m bestimmten Abschnitt 
von M’, der u.a. das Element m enthält, entspricht aber nach der 
gemachten Voraussetzung als Bildermenge jedenfalls ein Anfangsstück N 
von N, das u.a. auch das Element » (als Bild von m) enthält. Die 
Bildermenge N enthält schließlich (als Anfangsstück) mit dem Element n 
gleichzeitig auch jedes diesem vorangehende Element von N, d.h. 
jedes derartige Element ist gleichfalls Bild eines Elementes von M’, wie 
behauptet. 

Als zweiter und letzter Schritt zum Beweis von {list also nur noch zu 
zeigen, daß wirklich die Bilder der Elemente jedes Abschnitts von M’ 
ein Anfangsstück von N ausmachen; dann ist ja nachı dem Bewiesenen 
auch die Menge N’ der Bilder aller Elemente von M’ ein Anfangsstück 
von N. Enthielte M’ nun überhaupt Elemente m, so daß dem durch m 
bestimmten Abschnitt von M’ eine Bildermenge gegenüberstände, die 
nicht Anfangsstück von N wäre, so sei m = m, das erste derartige 
Element der wohlgeordneten Menge M’ (oder M) und M/ der durch m, 
bestimmte Abschnitt von M’. Da dann allen Aalen von My, als 
Bildermengen nach Annahme lauter Anfangsstücke von N es 
so ist für M’= M, wiederum die Voraussetzung erfüllt, von der oben 
(im letzten Absatz a vorigen Seite) die Rede war; also müßte nach 
dem im ersten Schritt Bewiesenen auch der Menge M! ı als Bildermenge 
ein Anfangsstück von N zugehören, womit die Existenz eines Elements 
m = m, der bezeichneten Art widerlegt und somit II vollends be- 
wiesen ist. 
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Auf Grund der Hilfssätze I und II gelangen wir nun unmittelbar 
zur Vergleichbarkeit der wohlgeordneten Mengen. Wir verstehen 
nämlich wiederum unter M und N zwei ganz beliebige wohlgeordnete 
Mengen. Dann sei vor allem in Erinnerung gebracht, daß die Menge M’ 
aller überhaupt abbildbaren Elemente von M ein Anfangsstück von M 
— also ein ‚„abbildbares Anfangsstück‘“ — darstellt (vgl. die an Regel B) 
angeschlossene Bemerkung); nach II ist daher auch die Menge N’ 
aller Bilder ein Anfangsstück von N. Ferner sind die wohlgeordneten 
Mengen M' und N’ nach I einander ähnlich. 

Es sind nun zwei Fälle möglich: Entweder fällt das Anfangsstück 
M' mit der ganzen Menge M zusammen (M’ = M), die somit auf ein 
Anfangsstück N’ von N ähnlich abgebildet wird. Dann lassen sich noch 
die beiden Unterfälle unterscheiden, daß erstens. auch N’ mit der 
ganzen Menge N zusammenfallen kann (N’=N), so daß M und N 
selbst einander ähnlich sind, oder zweitens N’ verschieden von N und 
somit als Anfangsstück von N auch ein Abschnitt von N ist (nach 
Satz 2); dann ist M=N’, d.h. M einem Abschnitt von N ähnlich. 
In diesem zweiten Unterfall erweist sich bei der geschilderten Zuord- 
nung also N als die umfassendere Menge; nach Durchlaufung aller 
Originalelemente von M bleiben noch Elemente in N übrig, die nicht 
mehr als Bilder brauchbar sind, die vielmehr den sämtlichen (in N’ ver- 
einigten) Bildern aller Elemente von M nachfolgen. Oder aber (zweiter 
Hauptfall) das Anfangsstück M’ ist von M verschieden, also nach 
Satz2 ein Abschnitt von M. Dann ist aber unter allen Umständen 
die zugehörige Bildermenge N’ identisch mit der ganzen Menge N, also 
N einem Abschnitt M’ von M ähnlich. Denn wäre N’ nur ein Ab- 
schnitt von N, so hätte nach B) das den Abschnitt N’ von N be- 
stimmende Element n aus N als das Bild des den Abschnitt M’ von 
M bestimmenden Elementes m aus M zu gelten, d. h. die Mengen M’ bzw. 
N’ wären (mindestens) um die ihnen nicht angehörigen Elemente m bzw. 
n zu vergrößern, entgegen der zu Beginn des vorigen Absatzes ge- 
machten Annahme über M’ und N’. Unter Koordinierung der beiden 
Unterfälle des ersten Hauptfalls mit dem zweiten Hauptfall können 
wir alle drei Möglichkeiten übersichtlich in dem folgenden Schema 
unterbringen: 


NN | N’ Abschnitt von N 
M'=M M ähnlich einem Abschnitt 
von N 
M’ Abschnitt von M | N ähnlich einem Abschnitt - 


Der rein gedanklich noch in Betracht kommende vierte Fall, daß M' 
von M und N’ von N verschieden wären, ist nach dem Gesagten auf 
Grund unserer Zuordnungsregel ausgeschlossen. Wir erhalten demnach: 
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Satz 3. (Hauptsatz 1 der Theorie der wohlgeordneten Mengen.) 
Zwei wohlgeordnete Mengen sind entweder einander ähnlich oder eine von 
ihnen ist einem Abschnitt der andern ähnlich. 

Um die Bedeutung dieses Satzes recht zu würdigen, müssen wir ihn 
namentlich im Lichte eines Problems betrachten, das mit Ordnung und 
wohlgeordneten Mengen überhaupt nichts zu tun hat, das uns vielmehr 
in der Theorie der Äquivalenz und der Kardinalzahlen ($ 6) beschäftigte 
und damals einer befriedigenden Lösung nicht zugeführt werden konnte. 
Bei der Vergleichung von Mengen hinsichtlich ihrer Kardinalzahlen 
stellten wir (S.71) ein analoges Schema möglicher Fälle auf Grund 
logischer Disjunktion auf wie auf der vorigen Seite. Auch damals ließen 
sich die drei ersten Fälle vollständig erledigen, und zwar der erste (dem 
jetzigen Fall M = N entsprechende) Fall im Sinn der Äquivalenz der 
beiden Mengen M und N. Dagegen blieb der vierte Fall offen und unge- 
klärt, der Fall nämlich, daß M keiner Teilmenge von N und N keiner 
Teilmenge von M äquivalent sein sollte; dieser Fall würde die Unver- 
gleichbarkeit der beiden Mengen hinsichtlich ihrer Kardinalzahlen be- 
deuten und somit zwei verschiedene Kardinalzahlen auftreten lassen, 
von denen keine kleiner wäre als die andere. 

Wenigstens für wohlgeordnete Mengen scheidet nun glücklicherweise 
jene vierte Möglichkeit auf Grund des Satzes 3 ganz aus (während wir 
die Frage für beliebige Mengen im nächsten Paragraphen nochmals 
aufnehmen). 

Es seien nämlich M und N zwei beliebige wohlgeordnete Mengen. 
Sind M und N ähnlich, so sind sie (vgl. S. 127) um so mehr äquivalent, 
ihre Kardinalzahlen also gleich. Im anderen Fall ist nach Satz 3 die 
eine der beiden Mengen (etwa M) einem Abschnitt der anderen (N) 
ähnlich. Daß M einem Abschnitt von N ähnlich ist, besagt im besonde- 
ren, daß M einer Teilmenge von N äquivalent ist; von den vier auf S. 71 
aufgezählten Möglichkeiten kommen also in diesem Fall nur die erste 
und die dritte in Betracht, d.h. die Kardinalzahl von M ist entweder 
gleich derjenigen von N oder kleiner als sie (wie dies auch aus Satz 5 
auf S. 76 folgt). Wir erhalten so den 

Satz 4. (Hauptsatz 2 der Theorie der wohlgeordneten Mengen.) 
Wohlgeordnete Mengen sind in bezug auf ihre Kardinalzahlen stets 
vergleichbar: die Kardinalzahlen zweier wohlgeordneter Mengen sind ent- 
weder gleich oder eine von ihnen ist kleiner als die andere. Sind nämlich 
M und N wohlgeordnete Mengen und ist M einem Abschnitt von N ähn- 
lich, so ıst die Kardinalzahl von M gleich oder kleiner als die Kardinal- 
zahl von N. 


3. Addition und Multiplikation. Ordnungszahlen. Nach Feststellung 
der in Satz3 ausgedrückten wichtigsten Eigenschaft der wohlgeord- 
neten Mengen wollen wir jetzt diese Mengen (und ihre Ordnungstypen) 
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auch in anderen Hinsichten, sozusagen auf ihre Einzelzüge, näher unter- 
suchen, ohne dabei übrigens Satz 3 zu benutzen, den wir erst im nächsten 
Paragraphen heranziehen. Wir beginnen beim Rechnen mit wohlgeord- 
neten Mengen. 

Zu Ende des $9 (Definition 3 auf S. 137) haben wir eine Methode 
kennengelernt, um aus einer geordneten Menge M, deren Elemente 
selbst lauter geordnete und paarweise elementefremde Mengen A, B, C 
usw. sind, durch eine naturgemäße Ordnung der Vereinigungsmenge 
eine „geordnete Summe‘ der Mengen A, B, C usw. zu bilden. Die 
Vermutung liegt nahe und soll jetzt bewiesen werden, daß diese geord- 
nete Summe 5 von selbst wohlgeordnet ist, falls das nämliche nicht nur 
von den einzelnen Summanden A, B, C usw., sondern auch von der ge- 
ordneten Menge M gilt, die jene Summanden als Elemente umfaßt. 
Der einfachste Spezialfall hiervon, an dem sich der Leser den nach- 
stehenden Beweis zunächst einmal verdeutliche, liegt vor, wenn die 
Menge M nur zwei Elemente A und B (oder allgemeiner nur endlich- 
viele Elemente) enthält. 


Um zu zeigen, daß die geordnete Summe S wohlgeordnet ist, hat man nach 
Definition 1 nachzuweisen, daß in jeder beliebigen Teilmenge S, von S ein erstes 
Element vorkommt. Es werde nochmals daran erinnert, daß für die An- 
ordnung zweier Elemente a und b von M, die zu verschiedenen Summanden, 
etwa zu A und B, als Elemente gehören, die Reihenfolge von A und B in der 
Menge M maßgebend sein sollte (S. 137). In der beliebigen Teilmenge S, von S 
können nun Elemente aus verschiedenen, wenn auch nicht notwendig aus allen 
Summanden A, B, C usw. vorkommen; die Menge derjenigen Summanden, die 
überhaupt einen Beitrag von Elementen zu S, liefern, ist jedenfalls eine Teilmenge 
der wohlgeordneten Menge M aller Summanden und enthält daher ein erstes 
Element, das E heiße. In S, tritt also mindestens ein Element von E auf, aber 
kein Element aus einem der Summanden, die in M vor E stehen. Ebenso muß 
es unter den in $S, vorkommenden Elementen von E wiederum ein erstes e, geben, 
weil diese Elemente eine Teilmenge der wohlgeordneten Menge E ausmachen. 
Dann ist aber, wie aus der Anordnungsregel für die Summe S hervorgeht, e, das 
erste Element der Teilmenge S, von S. S ist hiermit als wohlgeordnet erwiesen, 
ach, es gilt: 


Satz5. Ist M eine wohlgeordnete Menge von paarweise elementefremden 
wohlgeordneten Mengen und wird deren Vereinigungsmenge im Sinne 
der Definition 3 von S. 137 geordnet, so ist diese geordnete Summe von 
selbst wohlgeordnet. Insbesondere ist also die geordnete Summe von zwei 
oder endlichvielen wohlgeordneten Mengen stets eine wohlgeordnete Menge. 

Um die Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen gegenüber 
anderen Ordnungstypen hervorzuheben, bezeichnet man sie als Ordinal- 
zahlen oder Ordnungszahlen, im besonderen die Ordnungstypen 
unendlicher wohlgeordneter Mengen als unendliche oder transfi- 
nite Ordnungszahlen. Jede wohlgeordnete Menge M besitzt also 
eine eindeutig bestimmte Ordnungszahl u, die gleichzeitig die Ordnungs- 
zahl jeder zu M ähnlichen Menge ist, während die Ordnungszahl jeder 
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zu M nicht ähnlichen Menge von u verschieden ist. Wie die anderen 
Ordnungstypen werden auch die Ordnungszahlen in der Regel durch 
kleine griechische Buchstaben bezeichnet. Die Ordnungszahlen stellen 
eine naturgemäße Verallgemeinerung der endlichen Zahlen in Rück- 
sicht auf den Zählprozeß dar, mit den Eigenschaften, wie sie auf S. 166 
als wünschenswert verlangt worden sind. Wir sprechen vorläufig von 
Ordnungszahlen nur in unmittelbarer Beziehung zu den Mengen, deren 
Ordnungstypen sie sind; die eingehende Behandlung der Ordnungs- 
zahlen an und für sich bleibt dem nächsten Paragraphen vorbehalten. 


Bei einer endlichen! Menge entsprechen Kardinalzahl, Ordnungs- 
typus und Ordnungszahl einander umkehrbar eindeutig; sie werden 
daher einheitlich, nämlich durch die natürlichen Zahlen, bezeichnet. 
In der Tat können ja die Elemente einer endlichen Menge ohne weiteres 
angeordnet, die Menge also in eine geordnete Menge verwandelt wer- 
den; und wie immer diese Ordnung vorgenommen wird, stets entsteht 
eine Menge vom nämlichen Ordnungstypus, der daher durch die Kardi- 
nalzahl (d.i.in diesem Fall die Anzahl der Elemente der Menge im 
gewöhnlichen Sinn) bezeichnet werden kann (S. 123). Da weiter jede 
geordnete endliche Menge wohlgeordnet ist, so ist der Ordnungstypus 
gleichzeitig eine (endliche) Ordnungszahl. (Daß natürlich dennoch 
Kardinalzahl und Ordnungszahl auch bei endlichen Mengen begriff- 
lich verschieden sind, braucht wohl kaum betont zu werden; die Aus- 
sage „die Menge {1, 2, 3} enthält drei Elemente‘ ist sicher begrifflich 
verschieden von der Aussage ‚die Menge enthält ein erstes, ein zweites 
und ein drittes Element‘.) 


Ganz anders ist die Sachlage bei unendlichen Mengen. Da es für 
die Äquivalenzeigenschaften einer Menge auf eine etwaige Anordnung 
ihrer Elemente nicht ankommt und jede Menge sich selbst äquivalent 
ist, gehört zu jeder (unendlichen oder endlichen) Menge eine einzige 
Kardinalzahl. Die Elemente jeder unendlichen Menge lassen sich aber, 
wenn überhaupt (S. 195 und 319f.), dann auf mannigfache Weise an- 
ordnen, d. h. man kann aus der nämlichen Menge eine Fülle verschiedener 
geordneter Mengen bilden; im allgemeinen werden verschiedene dieser 
aus der nämlichen Menge hervorgehenden geordneten Mengen auch ver- 
schiedene Ordnungstypen besitzen. Endlich kann es sein — das ist 
sogar, wie sich zeigen wird (S. 195), szets der Fall —, daß sich unter 
diesen geordneten Mengen auch wohlgeordnete befinden; deren Ordnungs- 
typen sind dann gleichzeitig Ordnungszahlen. Ist z. B. die Menge aller 


natürlichen Zahlen gegeben, so ist a ihre Kardinalzahl. Von den ver- . | 


schiedenen geordneten Mengen, die sich aus dieser Menge bilden lassen, 
seien hier nur einige wenige angegeben: 


1 Man verstehe „endlich‘‘ vorläufig etwa im naiven Sinn (S.22). Über die 
Verhältnisse bei anderer Deutung vgl. S. 182 und 321. 
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Tenor 1.2, 6,5,4,/8, 2,1), {1,3,8,..1.9,4 cc, 
mer 3u0,|,3,. FO A218, 301, 25, 
ee 2 2.0.10,... 3,7, 11,0..4,8, 12... 


endlich die (aus dem quadratischen Anordnungsschema der natür- 
lichen Zahlen in Beispiel 1 auf S. 138 hervorgehende) geordnete Menge: 


a 5338.12...,6,9,13,18,...; 10,14, 19,25, 5... } 


Die Ordnungstypen dieser acht geordneten Mengen sind der Reihe nach 
(vgl. S. 135ff.): 


o, *w, 2, *w-2, + *w, *w+w, w4, ww. 


Unter den acht geordneten Mengen sind endlich die erste, dritte, siebente 
und achte wohigeordnet, d.h. die Ordnungstypen w, &:2, 4, '® 
sind unendliche Ordnungszahlen, die übrigen dagegen nicht; z. B. ist 
die fünfte der angeschriebenen Mengen nicht wohlgeordnet, weil in ihr 
die Teilmenge der geraden Zahlen kein erstes Element besitzt (im 
Gegensatz zur entsprechenden Teilmenge der dritten Menge). 

Die hier und im folgenden angewandte Addition und Multiplikation 
der Ordnungszahlen bedarf keiner besonderen Erklärung, da diese 
Operationen in dem (in $9, S. 134ff. definierten) Rechnen mit Ordnungs- 
typen von selbst mit enthalten sind. Für dieses Rechnen ziehen wir 
aus Satz 5 (durch Übergang von den wohlgeordneten Mengen zu ihren 
Ordnungszahlen) die Folgerung: 

Satz 6. Eine Summe von Ordnungszahlen ist, falls die Summanden 
in wohlgeordneter Anordnung auftreten, wiederum eine Ordnungszahl. 
Daher stellt namentlich jede Summe von endlichvielen Ordnungszahlen 
und jedes Produkt zweier (oder endlichvieler) Ordnungszahlen eine Ord- 
nungszahl dar. 

Die letzte Aussage des Satzes6 erhält man, wenn man entspre- 
chend wie auf S. 139 eine Summe von lauter gleichen (in wohlgeord- 
neter Folge auftretenden) Ordnungszahlen ins Auge faßt. Bezeichnet 
man weiter, unter u eine beliebige Ordnungszahl verstehend, die 
Ordnungszahl u -# mit „?, dann #?-u mit „° usw., allgemein u” - u 
mit u”*+1, so steht man beim einfachsten Fall der Potenzierung von 
Ordnungszahlen, nämlich dem, wo der Exponent eine endliche Ord- 
nungszahl ist; von der Ausdehnung auf den Fall gewisser unendlicher 
Exponenten wird auf S. 189f. die Rede sein. 

Daß’ die Addition und die Multiplikation von Ordnungszahlen (wie 
von Ordnungstypen überhaupt) nicht kommutativ ist, das Resultat 
vielmehr im allgemeinen von der Reihenfolge der Summanden bzw. 
Faktoren abhängt, wurde schon in $ 9 (S. 135 und 139f.) an Bei- 
spielen illustriert, die der Leser nochmals nachschlage. Im übrigen 
sei für die. Arithmetik im Bereich der transfiniten Ordnungszahlen 

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 


178 i Ordnungstypen und Ordnungszahlen. 


namentlich auf JacoBstHaL [1] und [2] verwiesen, wo statt der Her- 
leitung von den Mengen vielmehr formale Gesichtspunkte für die Ein- 
führung maßgebend sind, unter Voranstellung der transfiniten Induk- 
tion (S. 191£.) als methodisches Werkzeug. 


4. Eigenschaften der wohlgeordneten Mengen und ihrer Abschnitte. 
Eine unmittelbare Folge der Definition des Abschnittes ist: 


Satz 7. Zwei Abschnitte der nämlichen wohlgeordneten Menge sind ent- 
weder miteinander identisch oder einer vonihnenistein Abschnitt des anderen. 

In der Tat: ist die Menge M wohlgeordnet und wird der durch 
das Element a aus M bestimmte Abschnitt von M mit A, der durch 
das Element b aus M bestimmte Abschnitt mit B bezeichnet, so ist 
entweder a mit b identisch oder in der Anordnung der Elemente von 
M steht a vor b oder b vor a. Im ersten Fall sind die Abschnitte A und 
B identisch; im zweiten gehört a und um so mehr jedes a vorangehende 
Element aus M dem Abschnitt B an, d.h. A ist ein Abschnitt von B; 
im dritten Fall ist ebenso B ein Abschnitt von A. 

Satz 7 kann als ein ganz elementarer Spezialfall des Satzes 3 auf- 
gefaßt werden. Er drückt für den besonderen Fall, daß zwei wohl- 
geordnete Mengen A und B als Abschnitte einer und derselben Menge 
darstellbar sind und somit jedenfalls ‚im Anfang‘ die nämlichen Ele- 
mente aufweisen, die Tatsache der Vergleichbarkeit von A und B aus, 
welche von Satz 3 ganz allgemein behauptet wird. Man kann denn 
auch zum Beweise des Satzes 3 zunächst von Satz 7 ausgehen. 

Wie wir sahen, ist w eine unendliche Ordnungszahl. Darüber hinaus 
erkennen wir aber sofort, daß jede unendliche wohlgeordnete Menge 
abgezählte Teilmengen, d.h. solche von der Ordnungszahl w besitzt. Denn 


ist z. B. m, das erste Element der wohlgeordneten Menge M, so ent- 


hält M nach Satz 1 auf S. 167 ein einziges auf m, unmittelbar folgen- 
des Element m,, ebenso ein auf m, folgendes m,, ein nächstes m, usw.; 
dieses Verfahren, bei dem zu jedem Element sein Nachfolger heraus- 
gegriffen wird, kann ohne Ende fortgesetzt werden, da M unendlich sein 
sollte (vgl. das — nicht so gesetzmäßig festgelegte — Verfahren von 
S. 26 oben). Die Menge der so herausgegriffenen Elemente {m,, m, ms, 
Ma, ...} ist aber eine Teilmenge: von M und besitzt die Ordnungs- 
zahl w, womit unsere Behauptung als richtig erwiesen ist. Wir können 
sie nun schärfer so ausdrücken: 

Satz 8. Jede unendliche wohlgeordnete Menge M läßt sich — und zwar 
offenbar nur auf eine einzige Art — als geordnete Summe in der Form 
M=M,+M, schreiben, worin das Anfangsstück M, abgezählt, d.h. _ 
vom Ordnungstypus » ist (und die wohlgeordnete Menge M, evtl. auch die 
Nullmenge sein kann). 

M sei eine unendliche wohlgeordnete Menge und M=M,+M, 
ihre Darstellung gemäß Satz 8, so daß sämtliche Elemente von M, 
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denen von M, nachfolgen. Nun läßt sich die wohlgeordnete Menge M, 
auf eine eigentliche Teilmenge M/ ähnlich abbilden durch die Vorschrift, 
daB jedem Element von M, das ihm nachfolgende zugeordnet werden 
soll; M{ enthält dann alle Elemente von M 0 mit Ausnahme des ersten m), 
das gleichzeitig auch das erste Element der ursprünglichen Menge M ist. 
Ordnet man noch jedes Element von M, sich selber zu und bezeichnet 
M, + M, mit M’, so erhält man (vgl. S.26) eine ähnliche Abbildung der 
beliebigen unendlichen wohlgeordneten Menge M auf die eigentliche Teil- 
menge M’ von M, wobei gewisse (sogar unendlichviele) Elemente von M 
je ihrem Nachfolger entsprechen. Solche Abbildungen sind also für unend- 
liche wohlgeordnete Mengen stets möglich. Ist z. B. M die wohlgeordnete 
Menge {1,3,5,...2,4,6,...}, so wirdM, = 1,3, 8,2: Mel; 
BEE Yund Mi=13,55758, 4:8, ...}3 die be- 
treffende ähnliche Abbildung zwischen M und M’ läßt sich dann fol- 
gendermaßen andeuten: 


Be Be, ee 
Dr 
Man 7 7248 


Demgegenüber gilt der folgende von ZERMELO stammende Satz, 

der für die wohlgeordneten Mengen charakteristisch ist (vgl. HESSEN- 
BERG [3], S. V): 
Satz 9. Niemals kann bei irgendeiner ähnlichen Abbildung einer wohl- 
geordneten MengeM aufeine TeilmengeN (N=M selbstnicht ausgeschlossen) 
der Fall vorkommen, daß ein Element m von M einem Element n von N 
zugeordnet ist, das ihm in der Menge M vorangeht. Oder positiv: Das 
Bildelement n in der Teilmenge folgt dem Originalelement der ursprüng- 
lichen Menge in dieser stets nach, sofern nicht beide Elemente identisch 
sind. 

Gibt es nämlich zu einer beliebig gegebenen Abbildung Elemente m 
in M, deren Bild rn vor m in M steht, so bilden diese Elemente m eine 
von 0 verschiedene Teilmenge, in der es wegen der Grundeigenschaft 
der wohlgeordneten Mengen ein erstes Element geben muß. Es sei 
also a das erste Element von M, dem ein ihm vorangehendes 5 zugeord- 
net ist; 5 gehört sowohl zu N wie zu M. Entspricht dann weiter dem 
Element 5b von M das (in N wie auch in M enthaltene) Element c, so 
wird, wenn die Abbildung zwischen M und N ähnlich sein soll, die in 
M geltende Beziehung b 3 a die Beziehung c Sb in N nach sich ziehen; 
daher giltc< 5 auch in M. Es wird also 5 durch die Abbildung dem 
ihm in M vorangehenden Element c von N zugeordnet. Das wider- 
spricht aber unserer Voraussetzung, wonach das (auf d nachfolgende) 
Element a von M das erste Element mit dieser Eigenschaft sein sollte. 
Der erhaltene Widerspruch zeigt, daß bei unserer Ausgangsannahme 
die gegebene Abbildung keinesfalls ähnlich sein kann. 
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Man beachte, wie wesentlich sich dieser Beweis darauf stützt, daß 
jede wie immer geartete Teilmenge von M ein erstes Element aufweist! 

Wir haben hier wie auch schon beim Beweis des Satzes 3 — nämlich 
beim zweiten Schritt zum Nachweis des Hilfssatzes II, siehe S. 172 — 
eine charakteristische (im Kern indirekte) Beweismethode der Theorie 
der wohlgeordneten Mengen vor uns. Sie besteht darin, daß zwecks 
Nachweises der Unmöglichkeit einer gewissen Eigenschaft für die Ele- 
mente einer wohlgeordneten Menge zunächst angenommen wird, es 
gebe Elemente von der fraglichen Eigenschaft; dann muß nach Defi- 
nition 1 in der Teilmenge aller derartigen Elemente ein erstes existie- 
ren, d.h. ein erstes Element von der fraglichen Eigenschaft; für dieses 
besondere Element ist meist die Unmöglichkeit der Eigenschaft leicht 
nachzuweisen auf Grund der Tatsache, daß alle vorangehenden Ele- 
mente sie nicht besitzen. Dann kann die Menge also überhaupt kein 
Element von der fraglichen Eigenschaft enthalten. Der Nachdruck des 
ganzen Verfahrens liegt bei der — auf Grund der Wohlordnung mög- 
lichen — Auswahl eines besonderen Elementes unter allen etwa mög- 
lichen von der betreffenden Eigenschaft. 

Satz 9 zeigt gleich vielen Sätzen über wohlgeordnete Mengen ein 
ausgesprochen unsymmetrisches Gepräge, insofern als aus dem ihm vor- 
angestellten Beispiel hervorgeht, daß der umgekehrte Fall bei wohl- 
geordneten Mengen sehr wohl auftreten kann (bei unendlichen sogar 
immer auftritt). Diese Unsymmetrie ist notwendig; sie liegt an der Un- 
symmetrie des Begriffs der wohlgeordneten Menge, deren Teilmengen 
je ein erstes (nicht etwa auch ein letztes) Element aufweisen müssen. 

Mittels des Satzes 9 kann man viele weitere Eigenschaften der wohl- 
geordneten Mengen elementar herleiten, ohne die tieferliegende Ver- 
gleichbarkeit (Satz 3) zu benutzen; einige unter ihnen heben wir in 
den folgenden Sätzen hervor. 

Satz 10. Eine wohlgeordnete Menge ist keinem ihrer Abschnitte ähnlich. 

Es sei nämlich A ein beliebiger Abschnitt der wohlgeordneten Menge 
M und. das Element von M, durch das der Abschnitt A (im Sinn der Defi- 
nition 2) bestimmt ist und das daher allen Elementen des Abschnittes 
nachfolgt. Dann können M und A nicht ähnlich sein; denn durch eine 
ähnliche Abbildung zwischen beiden wohlgeordneten Mengen würde 
das Element a von M jedenfalls einem Element von A, d.h. einem ihm 
in M vorangehenden Element zugeordnet, was nach Satz 9 unmöglich ist. 

Satz 11. Eine wohlgeordnete Menge kann nur auf eine einzige Weise 
auf sich selbst oder auf eine ähnliche Menge ähnlich abgebildet werden. 

Bei einer ähnlichen Abbildung der wohlgeordneten Menge M auf - 
sich selbst muß nämlich entweder jedes Element sich selbst zugeordnet 
sein oder es muß Elemente geben, die vorangehenden Elementen 
entsprechen; der letztere Fall würde dem Satze 9 widersprechen und 
ist daher ausgeschlossen, es gibt also nur die erstgenannte, die 
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„identische“ Abbildung. Daher kann eine wohlgeordnete Menge M 
auch nicht auf zwei verschiedene Arten auf eine andere Menge N ähn- 
lich abgebildet werden; denn durch Kombination der beiden Abbildun- 
gen (Zuordnung je zweier dem nämlichen Element von N entspre- 
chender Elemente von M zueinander) könnte man eine ähnliche Ab- 
bildung von M auf sich selbst herstellen, bei der nicht jedes Element 
von M sich selbst entspricht. 

Die Eigenschaft des Satzes 11 ist aber nicht etwa charakteristisch 
für die wohlgeordneten Mengen; z.B. kann man auch die geordnete Menge 
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nur mittels der identischen Abbildung ähnlich auf sich selbst ab- 
bilden. Vgl. auch Aufgabe 6 auf S. 184. 


5. Über die endlichen Mengen und die natürlichen Zahlen. Zum 
Abschluß dieses Überblicks über die wichtigsten Eigenschaften der 
wohlgeordneten Mengen sei bemerkt, daß vom Boden dieser Theorie aus 
auch ein Weg zur Begründung der Theorie der endlichen Mengen und 
der gewöhnlichen endlichen (natürlichen) Zahlen führt. 

In folgerichtiger Weise bezeichnet man nämlich als doppelt wohl- 
geordnet eine geordnete Menge, deren Teilmengen sämtlich sowohl 
ein erstes wie ein letztes Element besitzen!. Diese Definition beseitigt 
die Unsymmetrie, die auf Grund der Definition 1 von S. 167 die ganze 
Theorie der wohlgeordneten Mengen durchzieht (vgl. besonders Satz 9), 
und es erscheint im ersten Augenblick verlockend, den Teil der Mengen- 
lehre näher zu studieren, der die doppelt wohlgeordneten Mengen be- 
handelt. Indes kann man zeigen, daß nicht nur jede endliche Menge 
zu einer doppelt wohlgeordneten Menge angeordnet werden kann (vgl. 
S.128), sondern daß auch umgekehrt jede doppelt wohlgeordnete Menge 
endlich ist. Die Theorie der doppelt wohlgeordneten Mengen beschränkt 
sich also auf die Lehre vom Endlichen; aus ihr läßt sich die Arith- 
metik der natürlichen Zahlen ohne besondere Schwierigkeit ableiten, 
so namentlich der Satz .von der umkehrbar eindeutigen Beziehung 
zwischen endlichen Kardinalzahlen und endlichen Ordnungszahlen (vgl. 
S.123) und der (z. B. auf S. 152f. benutzte) Satz von der vollstän- 
digen Induktion, wonach eine Menge, die die kleinste endliche Zahl 
(l bzw. 0) enthält und der gleichzeitig mit irgendeiner Zahl stets auch 
die nächstgrößere angehört, alle endlichen Zahlen umfaßt?. 


1 Fordert man für jede Teilmenge nur die eine oder die andere Eigenschaft, 
d. h. betrachtet man die Mengen, von denen jede Teilmenge ein erstes oder ein. 
letztes Element besitzt, so erhält man eine (nur geringfügige) Verallgemeinerung 
der wohlgeordneten Mengen; vgl. STECKEL [1]. 

2 Wegen des Verhältnisses dieses „Satzes“ zum Begriff der natürlichen Zahl 
selbst, besonders in der axiomatischen Prägung durch PEAno und PIERI, ver- 
gleiche man FanpoA [4]. 
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Auf das hiermit angeschnittene Problem der Begründung der Theorie 
der natürlichen Zahlen und endlichen Mengen unter dem Gesichtswinkel 
der allgemeinen Mengenlehre gehen wir hier nicht näher ein (vgl. auch 
S.320ff.); der sich hierfür interessierende Leser werde auf GRELLING [1] 
und ZERMELO [4] sowie auf die zusammenfassenden Darstellungen bei 
TArRsKI [4] und FRAENKEL [10] (S. 141—147 und 159—161) verwiesen, wo 
weitere Literatur angeführt ist. Nur einige Bemerkungen allgemeiner 
Art mögen hier noch Platz finden. Die anschauliche und scheinbar einer 
Zergliederung nicht mehr bedürftige (‚induktive‘‘) Vorstellung von der 
Endlichkeit einer Menge geht auf den Begriff der natürlichen Zahl (voll- 
ständige Induktion) zurück (vgl. S.22). Will man also die Lehre von den 
endlichen Mengen aus der allgemeinen Mengenlehre herleiten, so kann 
dies nur dann einen Sinn versprechen, wenn die Mengenlehre ihrerseits 
unabhängig von den natürlichen Zahlen begründet wird; das ist bei. der 
bisherigen Entwicklung in diesem Buche, die sich im wesentlichen an 
CANTOR anschloß, jedenfalls nicht der Fall. Übrigens braucht man für 
den vorliegenden Zweck nicht die Mengenlehre als Ganzes heranzu- 
ziehen; es genügt die einfachsten Grundbegriffe (Menge, Teilmenge, evtl. 
Ordnung usw.) zu benutzen und auf sie dann eine Definition zu gründen, 
wonach eine Menge endlich heißen soll, wenn sie sich ‚‚doppelt wohl- 
ordnen“ läßt. Diesen Gedanken findet man in ganz elementarer Weise 
z. B. im ersten Abschnitt des Lehrbuchs WEBER-EPSTEIN [1] durch- 
geführt (vgl. auch noch ENRIQUES [3]) ; wesentlich ist dabei die anschau- 
lich unmittelbar einleuchtende Tatsache, daß jede Ordnung einer endlichen 
Menge von selbst eine Wohlordnung ist (vgl. S. 128 und 166). 

Indes ist die doppelt wohlgeordnete Menge nicht der einzig mögliche 
Ausgangspunkt für eine derartige Theorie der endlichen Mengen und 
Zahlen. Man kann auf mannigfache Weise eine andere Definition der 
Endlichkeit zugrunde legen und von ihr aus eine entsprechend andere 
Theorie der endlichen Mengen entwickeln, wobei sich schließlich natür- 
lich immer die nämlichen Ergebnisse zeigen müssen. Je nach den Ge- 
sichtspunkten, unter denen man die Einfachheit einer solchen Theorie 
beurteilt — Anschaulichkeit der Definition, elementarer Charakter der 
in die Definition eingehenden Begriffe, Einfachheit der Beweise usw. —, 
wird man der einen oder anderen Definition den Vorzug geben. Es ist 
bemerkenswert, daß die nächst der induktiven Kennzeichnung der end- 
lichen Mengen älteste und am meisten verbreitete Definition, nämlich 
die (erste) DEDEKINDsche (S. 24), den meisten neueren Definitionen an 
Einfachheit in einem objektiven und geradezu ausschlaggebenden Sinne 
unterlegen ist (vgl.S. 298 und 320f.), was vor allem an ihrem negativen 
Charakter liegt. Es gibt übrigens trotz der elementaren Natur des Be- 
griffs ‚‚endliche Menge‘ auf diesem Gebiete eine Reihe noch ungelöster 
Probleme (vgl. FRAENKEL [10] a. a. O.), namentlich solche, die mit dem 
„Auswahlprinzip‘ (S. 283) zusammenhängen. i 
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Wenn man die elementare Theorie der endlichen Mengen nicht bloß 
für sich allein entwickeln und zum Aufbau der Arithmetik benutzen will, 
sondern sie als ein Teilgebiet der allgemeinen Mengenlehre aufzufassen 
und systematisch in diesen Rahmen hineinzustellen wünscht, so erhebt 
sich die Frage, ob ein solches Verfahren sachlich gerechtfertigt erscheint 
oder überhaupt ohne Zirkelschluß möglich ist. In der ersteren Richtung 
regt sich das (freilich von Geschmacksmomenten abhängige oder psy- 
chologisch-didaktisch gefärbte) Bedenken, die einfachen Tatsachen der 
Arithmetik auf die so viel schwierigeren und abstrakteren der Mengen- 
lehre zu gründen; die Erwägung also, ob man mit Fug und Recht das 
Reich der allgemeinen Mengen erschließt und kennenlernt, ohne die 
Unterscheidung zwischen Endlichem und Unendlichem vorauszusetzen 
oder überhaupt definiert zu haben, und gewissermaßen gegen Ende 
der Entdeckungsreise diesen Unterschied begrifflich festlegt, um dann 
in einer bescheidenen Ecke des unabsehbaren Gebietes den endlichen 
Mengen und den natürlichen Zahlen zu begegnen. Dieser nament- 
lich von POINCAR£ betonte Gesichtspunkt ist schon deshalb nicht 
maßgebend, weil es ja nicht darum geht, die natürlichen Zahlen 
auf diese Art erst „einzuführen“ oder zu „begründen“, sondern 
um ihre systematische Einordnung in einen größeren Zusammen- 
hang. In der zweitgenannten Beziehung fragt es sich, ob nicht 
überhaupt schon jeder Aufbau der Mengenlehre den Begriff der 
endlichen Zahl ausdrücklich oder verhüllt voraussetzt. Hierbei 
ist überdies noch zu unterscheiden, ob man beim Aufbau der 
Mengenlehre nur die Benutzung der allgemeinen Theorie der natür- 
lichen Zahlen zu vermeiden wünscht, oder ob man etwa sogar 
auch auf die Eigenschaften spezieller natürlicher Zahlen (namentlich 
der kleinsten: 1, 2, 3) zunächst verzichten zu müssen und zu 
können glaubt und solche Zahlen nach Bedarf unabhängig zu de- 
finieren versucht. 

In bezug auf diese Fragen ist das letzte Wort noch nicht ge- 
sprochen. Die Zweifler, zu denen beim gegenwärtigen Stand der 
Wissenschaft auch der Verfasser sich rechnet, können sich vor allem 
auf PoIncAr£& berufen (vgl. [5], 2. und 3. Kapitel, sowie die in 
$ 14 genannte intuitionistische Literatur, worunter SKOLEM [3], Nr. 7, 
hervorgehoben sei). Aber auch die positiven Verfechter einer der- 
artigen Begründung der Zahlenlehre haben ganz gewiß nicht geringere 
Autoritäten, von DESCARTES bis FREGE und ZERMELO, auf ihrer 
Seite (vgl. auch S. 321 und 378f. sowie Weyr [7], S. 38). Für die 
Stellungnahme der Forschung (besonders auch der philosophischen) 
zu diesen und verwandten Fragen sei verwiesen auf die Aus- 
führungen und Literaturangaben bei BETscH [1], BRUNscHVvIcQ [1], 
CAsSIRER [1], CouTuRAT [1] und [2], HESSENBERG [7], MOLLERUP [2], 
MüÜLrer [1], NATorP [1], RusseLL [5], STAMMLER [1]. 
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Aufgaben. 1. Man zeige, daß eine geordnete Menge dann und nur _ 


dann wohlgeordnet ist, wenn bei jeder Darstellung von M als geordneter 
Summe zweier Summanden M = M, + M, (M, verschieden von 0) 
M, ein erstes Element besitzt (m. a. W. wenn jedes von M verschie- 
dene Anfangsstück von M gleichzeitig ein Abschnitt von M ist)! 

Man erhält so eine (die Aussage von Satz 2 enthaltende) neue 
Definition der wohlgeordneten Menge, die an die Stelle der Defi- 
nition 1 gesetzt werden kann. 

2. Man zeige ebenso, daß die wohlgeordneten Mengen sich als die- 
jenigen geordneten Mengen definieren lassen, welche keine Teilmengen 
vom Ordnungstypus *w (invers zu w) besitzen! 

3. Sind m und »n zwei einander entsprechende Elemente der ähn- 
lichen wohlgeordneten Mengen M und N, so ist der durch m bestimmte 


Abschnitt von M ähnlich dem durch » bestimmten Abschnitt von N _ 


(vgl. S. 170). Man beweise diese sehr einfache Tatsache und mache sich 
klar, daß man von ihr in naturgemäßer Weise zu der Zuordnungsregel 
geführt wird, die den Grundgedanken des Beweises von Satz 3 ausmacht! 

4. In jeder Menge A von Abschnitten einer wohlgeordneten Menge 
gibt es einen kleinsten Abschnitt, d.h. einen solchen, der Durchschnitt 
sämtlicher Elemente von A ist. Beweis und Gegenbeispiel für Ab- 
schnitte einer nicht wohlgeordneten Menge! 

5. N sei eine beliebige (nicht notwendig geordnete), M eine wohl- 
geordnete Menge und es mögen die folgenden Bedingungen erfüllt sein: 

a) N enthält das erste Element von M; 

b) wenn N alle irgendeinem Element m von M vorangehenden 
Elemente von M enthält, so enthält N stets auch m selbst als Element. 

Man zeige, daß dann N alle Elemente von M enthält, und unter- 
suche die Beweise des laufenden Paragraphen auf Stellen, wo diese 
grundlegende Tatsache bzw. ihre Herleitung verwendet wird! 

6. Man überzeuge sich, daß im Gegensatz zur Tatsache des Satzes 11 
z.B. zwischen (gleichen oder verschiedenen) geordneten Mengen vom 
Ordnungstypus n sogar unendlichviele verschiedene ähnliche Abbil- 
dungen möglich sind, und man verdeutliche sich den tieferen Grund 
dieses Gegensatzes! 

7. Man beweise die Sätze 10 und 11 (ohne Benutzung des Satzes 9) 
mit Hilfe der Bemerkung, daß für jede ähnliche Abbildung zwischen zwei 
wohlgeordneten Mengen die Zuordnungsregeln A) und B) von S. 170 
erfüllt sind! 

8. Man versuche, unter Zugrundelegung je einer der drei auf S. 181f. 
erwähnten Definitionen der endlichen Menge (induktive Kennzeich- 
nung, DEDEKINDS Definition, endlich = doppelt wohlgeordnet) jeweils 
die beiden anderen als beweisbare Sätze abzuleiten! 

9. Man mache sich die untereinander sehr verschiedenen Schwierig- 
keiten klar, die je nach Wahl der einen oder anderen unter jenen drei 
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Definitionen der Endlichkeit mit dem Beweis des folgenden sehr ein- 
fach scheinenden (und im Grund — vgl. S. 108 — der Kombinatorik 
angehörigen) Satzes verbunden sind: Ist M eine endliche Menge, so 
ist auch die Potenzmenge UM, d.h. die Menge aller verschiedenen Teil- 
mengen von M, eine endliche Menge. 


$ 12. Ordnungszahlen und Alefs. Die Wohlordnung 
beliebiger Mengen und ihre Bedeutung. 


1. Die Größenanordnung der Ordnungszahlen. Für die Ordnungs- 
zahlen, d. h. die Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen, ist die Gleich- 
heit (wie für die Ordnungstypen überhaupt) dadurch erklärt, daß die 
Ordnungszahlen ähnlicher Mengen (und nur solcher) als gleich gelten. 
Wir führen nunmehr auch eine Größenanordnung der Ordnungszahlen ein: 

Definition 1. Ist die wohlgeordnete Menge M einem Abschnitt 
der wohlgeordneten Menge N ähnlich, so heißt die Ordnungszahl u 
von M kleiner als die Ordnungszahl» von N, umgekehrt v größeralsu; 
in Zeichen: u <» und gleichbedeutend v > u.! 

Hiernach ist eine beliebige Ordnungszahl u stets kleiner als die Ordnungs- 
zahl ı, + 1, oder genauer: u + 115 die nächstgrößere Ordnungszahl zu u ; 
denn eine Menge von der Ordnungszahl u + 1 besitzt offenbar stets 
ein letztes Element und der durch dieses bestimmte Abschnitt ist von 
der Ordnungszahl u. 

Aus Definition 1 gewinnen wir eine Größenanordnung der Ordnungs- 
zahlen, ganz wie wir in $6 eine Anordnung der Kardinalzahlen nach 
ihrer Größe durchgeführt haben; nur ist die Größenanordnung der Ord- 
nungszahlen, wie wir bald sehen werden, sehr viel durchsichtiger, als die 
der Kardinalzahlen pisher erschien. Wir haben uns vor allem davon zu 
überzeugen, daß die gegebene Erklärung der Größenanordnung der Ord- 
nungszahlen die drei (auf S. 125 angeführten) Eigenschaften besitzt, 
die man von jeder Anordnungsbeziehung vorauszusetzen pflegt. 

Sind M und N zwei ähnliche wohlgeordnete Mengen, so ist nach 
Satz 10 des vorigen Paragraphen keinesfalls die eing (etwa N) einem Ab- 
schnitt der andern ähnlich; also kann die Ordnungszahl von N, die 
gleich derjenigen von M ist, nicht gleichzeitig kleiner sein als letztere 
(1. Eigenschaft von S. 125). Ist ferner A einem Abschnitt der wohl- 
geordneten Menge B und B einem Abschnitt der wohlgeordneten Menge C 
ähnlich, so ist offenbar auch A einem Abschnitt von C ähnlich; auf die 
Ordnungszahlen übertragen, besagt dies: ist die Ordnungszahl von A 
kleiner als diejenige von B und diese wiederum kleiner als die von C, 


1 Diese Bezeichnungen und Zeichen für die Größenanordnung der Ordnungs- 
zahlen sind also dieselben wie die in $6 für die Größenanordnung der Kardinal- 
zahlen eingeführten. Verwechslungen sind hieraus nicht zu befürchten (außer 
etwa bei endlichen Kardinal- und Ordnungszahlen, wo es nichts ausmacht). 
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soist auch die Ordnungszahl von A kleiner als diejenige von € (3. Eigen- 
schaft, Transitivität der Anordnung). Die nämliche Überlegung zeigt 
endlich, wenn wir C mit A zusammenfallen lassen, daß eine Ordnungs- 
‚zahl nicht gleichzeitig kleiner und größer als die nämliche andere Ord- 
nungszahl sein kann (2. Eigenschaft, Asymmetrie der Anordnung); 
denn das würde besagen, daß A einem Abschnitt von B und B einem 
Abschnitt von A, also A einem Abschnitt von sich selbst ähnlich wäre, 
entgegen dem erwähnten Satz 10. Die Größenanordnung der Ord- 
nungszahlen nach Definition 1 besitzt also jene drei Eigenschaften. 

Vor allem aber ist wie für jede Ordnungsbeziehung (vgl. Definition 1 
des $9, S. 125) auch für unsere Größenanordnung der Ordnungszahlen 
erforderlich, daß von je zwei verschiedenen Ordnungszahlen stets eine die 
kleinere sei; dies ist gerade das Ziel, das wir im entsprechenden Falle 
der Größenanordnung der Kardinalzahlen vergebens anstrebten (S. 71 
und 76). Im vorliegenden Fall ist das Ziel bereits erreicht durch Satz 3 
des vorigen Paragraphen, wonach von zwei wohlgeordneten Mengen, die 
einander nicht ähnlich sind, eine einem Abschnitt der anderen ähnlich 
ist, also jene eine kleinere Ordnungszahl besitzt als diese. Es wird damit 
klar, weshalb jener Satz 3 auch als der ‚Satz von der Vergleichbarkeit‘ 
bezeichnet wird; er drückt die ausnahmslose Vergleichbarkeit je zweier 
Ordnungszahlen aus (die durch Satz 7 des vorigen Paragraphen nur 
unter der Bedingung gesichert wäre, daß die beiden zu vergleichenden 
Ordnungszahlen kleiner sind als eine und dieselbe dritte Ordnungszahl). 
Satz 3 des vorigen Paragraphen läßt sich nunmehr so ausdrücken: 

Satz 1. Zwei verschiedene Ordnungszahlen sind stets vergleichbar, d. h. 
eine von ihnen ist kleiner als die andere. 

Der Leser überzeugt sich leicht, daß die aus Definition 1 folgende 
Anordnung der endlichen Ordnungszahlen mit der gewöhnlichen 
Größenanordnung der natürlichen Zahlen (und also auch derjenigen 
der endlichen Kardinalzahlen) übereinstimmt. Z.B. besitzt der Ab- 
schnitt {1} der wohlgeordneten Menge {l, 2} die Ordnungszahl 1, der 
Abschnitt {1, 2} der Menge {l, 2, 3} die Ordnungszahl 2, d. h. die Ord- 
nungszahl 1 ist kleiner als 2, 2 kleiner als 3 usw. Die Ordnungszahl 0 
entspricht dem durch das erste Element einer beliebigen wohlgeordneten 
Menge bestimmten Abschnitt, d.h. der Nullmenge, und ist somit die 
kleinste Ordnungszahl. 

Weiter folgt aus Definition 1, daß w die kleinste unendliche Ordnungs- 
zahl ist. M bedeute nämlich irgendeine unendliche wohlgeordnete 
Menge und M=M,+M, sei die Darstellung von M gemäß Satz 8 
auf S. 178, so daß M, das Anfangsstück von der Ordnungszahl « ist; 
dann ist M, entweder mit M identisch oder ein Abschnitt von M. Ist 
nämlich M, von M verschieden, so sei a das erste Element der von 
0 verschiedenen Menge M,;; M, ist dann der durch a bestimmte Ab- 
schnitt von M. Demnach ist & nach Definition 1 entweder (im Fall 
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M,= M) selbst die Ordnungszahl von M oder kleiner als sie, wie dies 
unsere Behauptung ausdrückt. 

Offenbar ist nicht nur jeder Abschnitt einer abgezählten Menge M, 
endlich, sondern es läßt sich auch umgekehrt jede geordnete endliche 
Menge als. Abschnitt einer derartigen Menge M, auffassen, d.h. jede 
endliche Ordnungszahl ist kleiner als &; das besagt in Verbindung mit 
dem Ergebnis des vorigen Absatzes, daß im Sinn unserer Definition 
jede endliche Ordnungszahl kleiner ist als jede unendliche Ordnungszahl. 
Von dem tieferliegenden Satz 1 haben wir hierbei keinen Gebrauch 
gemacht. 


2. Das sukzessive Bildungsgesetz der Ordnungszahlen. Wesentlich 
für die nächsten Überlegungen ist der folgende Satz: 

Satz 2. Ist u eine beliebige Ordnungszahl und wird die Menge all der 
Ordnungszahlen, die kleiner als u sind, nach der Größe der Ordnungszahlen 
geordnet, so daß sie mit 0, 1,2,... beginnt, so ist diese Menge W(u) 
wohlgeordnet und von der Ordnungszahl u. 

Wünscht man — wie es für viele Anwendungen nützlich ist — Satz 2 
so auszusprechen, daß im Vordersatz bei der Erklärung der Menge W (u) ° 
zunächst «u gar nicht vorkommt, so kann man sich offenbar so aus- 
drücken: Ist W eine Menge von Ordnungszahlen mit der Eigenschaft, 
daß gieichzeitig mit irgendeiner Ordnungszahl x aus W auch jede 
kleinere Ordnungszahl als « in W vorkommt!, so ist die nach der Größe 
der Ordnungszahlen geordnete Menge W wohlgeordnet und die Ord- 
nungszahl u der Menge W stellt die nächstgrößere Ordnungszahl zu 
den Ordnungszahlen aus W dar (d.h. die kleinste Ordnungszahl, die 
größer ist als jede in W als Element vorkommende Ordnungszall «). 
W = W (u) ist also die Menge aller Ordnungszahlen bis zu u aus- 
schließlich. 

Für „kleines“ u trifft die Behauptung des Satzes 2 ganz gewiß zu. 
Z.B. ist die Menge W (3) = {0, 1, 2} von der Ordnungszahl 3; ebenso 
für beliebige endliche Mengen. (Man erkennt gleichzeitig, daß die for- 
male Zuerkennung des Prädikates „Ordnungszahl“ an die Null eine 
gebieterische Notwendigkeit auch für die allgemeine Geltung des Satzes 2 
ist, wie sie sich schon im Hinblick auf Definition 1 als zweckmäßig 
herausstellte.) Aber auch für u =w z. B. ist Satz 2 zutreffend; denn 
da ® nach S.186 die kleinste unendliche Ordnungszahl ist, stellt 
W (w) die Menge aller endlichen Ordnungszahlen in der gewöhnlichen 
Reihenfolge {0, 1, 2, 3, ...} dar; die Ordnungszahl dieser Menge ist 
aber in der Tatw. Ähnlich für © +1 usw. 


1 Die kürzere Ausdrucksweise; „Ist W ein beliebiges Anfangsstück der 
Menge aller (nach ihrer Größe angeordneten) Ordnungszahlen“ ist deshalb nicht 
angängig, weil gegen die Zusammenfassung aller Ordnungszahlen zu einer 
Menge Bedenken bestehen, wie wir noch sehen werden (S. 212). 


188 Ordnungstypen und Ordnungszahlen. 


Der allgemeine Beweis des Satzes 2, den wir jetzt führen wollen, 
steht in engster Beziehung zum Beweise des grundlegenden Satzes 3 
vom vorigen Paragraphen (S. 170 ff.) ; es ist im wesentlichen die dort ver- 
wandte Zuordnungsregel, die uns auch hier zum Ziele führt. Man kann 
denn auch, wenn man in der Theorie der wohlgeordneten Mengen so- 
gleich mit Ordnungszahlen operieren will, den vorliegenden Satz 2 
zum Beweise jenes allgemeineren Satzes 3 von der Vergleichbarkeit (und 
somit des hier vorausgegangenen Satzes 1) heranziehen (so z. B. bei 
HAuSDORFF [3] und [4]). Unter diesen Umständen ist hervorzuheben, 
daß der nachstehende Beweis den Satz 1 und seine Herleitung nicht 
benutzt. 


Es sei M eine beliebige wohl geordnete Menge von der Ordnungszahl u, während 
W (u) die Menge aller Ordnungszahlen, die kleiner als u sind, bezeichne. Da je 
zwei Ordnungszahlen aus W (x) nach Satz 7 des vorigen Paragraphen vergleich- 
bar sind, so kann und soll W (u) nach der Größe der darin enthaltenen Ordnungs- 
zahlen geordnet werden, so daß die in W (u) geltende Ordnungsbeziehung «3 ß 
gleichwertig ist mit der im Sinn der Definition ] gemachten Aussage «< ß. Wir 
weisen die durch Satz 2 behauptete Ähnlichkeit zwischen den (jedenfalls geord- 
neten) Mengen M und W (u) dadurch nach, daß wir eine ähnliche Abbildung 
zwischen ihnen angeben. Zu diesem Zweck definieren wir zunächst über- 
haupt eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen beider 
Mengen, um dann nachzuweisen, daß diese Zuordnung ähnlich ist. a sei ein be- 
liebiges Element von M. ‚Um die ihm zuzuordnende Ordnungszahi von W (u) 
anzugeben, bezeichnen wir den durch a bestimmten Abschnitt von M mit A, 
seine Ordnungszahl mit &; nach Definition 1 ist dann & kleiner als u, also & ein 
Element von W (u). Diese Ordnungszahl & von W (u) soll dem Element a von M 
zugeordnet werden. Dann entspricht gemäß dieser Festsetzung auch umgekehrt 
jeder Ordnungszahl & von W (u), d.h. jeder Ordnungszahl & < u, eindeutig ein 
Element a der Menge M (die die Ordnungszahl u besitzen sollte). Denn nach 
Definition 1 besagt «< u, daß & die Ordnungszahl einer einem Abschnitt von 
M ähnlichen Menge — oder einfacher: die Ordnungszahl eines Abschnittes A 
von M — darstellt. Ist ein solcher Abschnitt A durch das Element a bestimmt, 
so ist a nach der obigen Festsetzung ein der Ordnungszahl «x von W (u) ent- 
sprechendes Element von M; ein zweites, von a verschiedenes derartiges Element 
kann in M nicht vorkommen, weil ein solches nach Satz 7 des vorigen Paragraphen 
einen zu A nicht ähnlichen Abschnitt von M bestimmen würde. Schließlich ist 
die so hergestellte Abbildung zwischen M und W (u) ähnlich. Denn sind a und 5 
zwei Elemente von M, A und B die durch sie bestimmten Abschnitte und & und ß 
deren Ordnungszahlen, so folgt aus «3b nach Satz 7 und dem Beweis dazu, 
daß A ein Abschnitt von B, also nach Definition 1 « < ß ist; diese Betrachtung 
läßt sich offenbar umkehren. W (u) ist also in der Tat wohlgeordnet und von 
der Ordnungszahl u, wie Satz 2 es behauptet. 


Wir können hiernach die Elemente einer beliebigen wohlgeord- 
neten Menge M sämtlich durch ‚Indizes‘ bezeichnen, also in der 
Form m, schreiben, wobei der Index « nicht nur wie sonst in der Mathe- 
matik die natürlichen Zahlen, sondern alle endlichen und unendlichen 
Ordnungszahlen bis zur Ordnungszahl von M ausschließlich durch- 
läuft. Man hat zu diesem Zweck als Index jedes Elements von M 
die Ordnungszahl zu wählen, die ihm bei der soeben hergestellten Ab- 
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bildung zugeordnet wurde. Damit ist eine Art „Normaldarstellung“ jeder 
wohlgeordneten Menge: 


f 
NG My My, ... Mo, Matti, +: Mo:2, Mwn-2 +1» | 


ermöglicht, die sich für mancherlei Zwecke als nützlich und anschau- 
lich erweist. 


3. Die Reihe der Ordnungszahlen. Transfinite Induktion. Sind alle 
Ordnungszahlen bis zu ‚einer gewissen Stelle‘ bekannt, so hat man, 
um die nächstgrößere Ordnungszahl u zu gewinnen, gemäß Satz 2 
nur die geordnete Gesamtheit jener Ordnungszahlen als Menge zu 
betrachten; « ist dann die Ordnungszahl dieser Menge. Fährt man, 
mit 0, 1, 2 usw. beginnend, nach diesem einheitlichen sukzessiven 
Bildungsgesetz unbegrenzt fort, so erhält man die folgende völlig 
bestimmte Reihe, die gewissermaßen eine Fortsetzung der gewöhnlichen 
Zahlenreihe über das Unendliche hinaus bedeutet! und eine der kühnsten 
Schöpfungen CANTOoRSs darstellt: 


BEZIEHEN Ze 
w4,... oo m+n, ...0?(=w'o), w:+l, ...o2+w, 
o+w*'2,....0:+wm+n, ...0%.2, ...o®m+twn-+b.... 
Dre ne 
ori m. 3, +9"? m „+ tom +M.=»-. 


Hierbei bedeuten die Summanden und Faktoren m, n, , m„_ı USw. 
ebenso wie die Exponenten n, n— 1 usw. endliche Ordnungszahlen. 
Die Einführung der Potenzen w®, w®,..., "steht gemäß Satz 2 
im Einklang mit der oben (S. 177) gegebenen Definition der Potenzen 
von Ordnungszahlen mit endlichen Exponenten, wie der Leser unschwer 
überlegen wird; so hat z.B. die Menge aller der Ordnungszahl w? 
vorangehenden Ordnungszahlen (die sämtlich von der Form wm + n 
sind) die Ordnungszahil & ®=w?, weil lauter Abzählungen (festes m, 
veränderliches ») in abgezählter Reihenfolge (veränderliches m) aufein- 
ander folgen. In einer sinngemäßen, auf Seite 191 noch kurz zu er- 
örternden Verallgemeinerung? dieses Potenzbegriffs (auf den Fall 


1 Vgl. das CAanTtor-Zitat auf S. 3. Auch in philosophischer Betrachtung 
werden zuweilen die transfiniten Zahlen als natürliche oder sogar notwendige 
Krönung des Gebäudes der Arithmetik angesehen; siehe z. B. Wäsche [1], 
S. 40 (vgl. auch S. 36). 

2 Für den Zusammenhang mit dem zu Ende von $9 andeutungsweise er- 
wähnten allgemeinen Potenzbegriff siehe HAusporFF [3], S. 117ff. (vgl. auch 
etwa HESSENBERG [4]). Es sei nochmals (vgl. S. 142) hervorgehoben, daß 
die Potenzierung von Ordnungszahlen etwas ganz und gar anderes bedeutet und 
bezweckt, als die in $8 behandelte Potenzierung der Kardinalzehlen. So ist 
z.B. eine Menge von der Ordnungszahl ®® (oder von jeder anderen der oben 
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unendlicher Ordnungszahlen als Exponenten) legt man der wohlgeord- 
neten Menge aller Ordnungszahlen von der oben angeschriebenen Form 
die Ordnungszahl ®&” bei und führt das Schema der Ordnungszahlen 
folgendermaßen unbegrenzt fort: 


are]. 090, Mana Fairer 


2 (007 


a®" 
TER ET Eee a a RE 


Die hier mit & bezeichnete Ordnungszahl hat offenbar die Eigenschaft, 
daß w® = e&; sie ist die erste Ordnungszahl, die man, ausgehend von 
und den endlichen Ordnungszahlen, mittels Addition, Multiplikation 
und Potenzierung in endlicher Schreibweise nicht mehr darstellen kann; 
sie erfordert daher eine neue Bezeichnung (e). CANTOR hat allgemein 
die Ordnungszahlen &, die der Beziehung ®® = & genügen, als EPsilon- 
zahlen bezeichnet; hiernach ist e die kleinste Epsilonzahl. 

Diesem Schema der Ordnungszahlen wird schließlich durch den 
Vergleichbarkeitssatz 1 seine Einzigkeit und volle Bedeutung gesichert, 
insofern als es wirklich allen Ordnungszahlen Raum gibt. Es ist danach 
ausgeschlossen, daß der unbegrenzt ausgedehnte Stamm, an dem sich _ 
die Ordnungszahlen wohlgeordnet aneinander reihen, sich etwa irgendwo 
nach verschiedenen Ästen gabelte, deren Ordnungszahlen miteinander 
unvergleichbar wären, oder daß ganz losgelöst vom Hauptstamm sich 
noch Sondersysteme von Ordnungszahlen vorfänden. So ist der geniale 
Gedanke aus einer frühen Schaffensperiode CANToRs (vgl. [7 V]), den 
Zählprozeß über die Folge der endlichen Zahlen hinaus fortzusetzen, 
von ihm bis zu Ende klar und rein durchgeführt. Ohne daß für Mehr- 
deutigkeiten und unbestimmte Unendlichkeitsbegriffe Platz oder gar 
Bedürfnis bliebe, folgt die Fortführung des Zählprozesses an jeder 
Stelle dem nämlichen, in Satz 2 ausgedrückten Gesetz, wonach die gerade 


und im folgenden angeführten Ordnungszahlen) abzählbar und nicht etwa von 
der Kardinalzahl a@—= c des Kontinuums. 

Um z. B. die Menge der natürlichen Zahlen nach der Ordnungszahl ®&» anzu- 
ordnen, kann man mit HESSENBERG jede Zahl als Produkt ihrer Primfaktoren 
darstellen und diese Produkte in erster Linie nach der wachsenden Anzahl der 
(gleichen oder verschiedenen) Faktoren anordnen; bei gleicher Anzahl der — in 
der Reihenfolge nach ihrer Größe anzuschreibenden — Faktoren soll, unter Außer- 
achtlassung etwa beiderseits gleicher Faktoren, die Größe der zunächst kommenden 
verschiedenen Faktoren für die Anordnung der Produkte maßgebend sein. Hier- 


nach ergibt sich folgende Anordnung der (abzählbaren!) Menge der natürlichen 
Zahlen: 


1, 2, 3, 5,7, 11,. .; (alle Primzahlen); 4, 6, 10, 14, ...: GSV sy re 
8,.12,.20,,28, „n,3:18,.50, 42, 60,00 200.0 22070 4 Ba OS 
16,:24, 40, 56, ...;... 


Man mache sich dieses Bildungsgesetz klar und überzeuge sich zu diesem Zwecke 
namentlich, daß z.B. die Menge aller der Zahl 2* hier vorangehenden Zahlen 
die Ordnungszahl ®*-1 besitzt! 
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fällige Zahl durch die Gesamtheit der ihr vorangegangenen eindeutig 
bestimmt ist. Weiterhin erlaubt dieser endlose Zählprozeß, die Elemente 
jeder noch so umfassenden wohlgeordneten Menge, weit über den 
Typus ® hinaus, gewissermaßen ‚„abzuzählen‘, sie nämlich einheitlich 
mit Indizes zu versehen, die dann freilich nicht nur endliche Zahlen, 
sondern beliebige Ordnungszahlen sind. 

Im Sinn unseres bisherigen Mengenbegriffs (S.4) hätten wir 
die Gesamtheit aller Ordnungszahlen des obigen, endlos fortgesetzt ge- 
dachten Schemas (bei der getroffenen Anordnung nach der Größe 
der Ordnungszahlen) als eine wohlgeordnete Menge aufzufassen; aus 
welchen Gründen diese Auffassung als unzulässig betrachtet werden 
muß und wie demgemäß der in $2 eingeführte Begriff der Menge ab- 
zuändern ist, das wird uns in den nächsten Paragraphen beschäftigen. 


Für die Leser, denen aus der Arithmetik der natürlichen Zahlen das — z.B. in 
den Beweisen von S. 74f. und 152f. benutzte — Verfahren der ‚vollständigen In- 
duktion‘“ (auch „Schluß von » auf n + 1“ genannt; vgl. S. 181) nicht fremd ist, sei 
bemerkt, daß die einfache Natur und Aufeinanderfolge der Ordnungszahlen eine 
Verallgemeinerung jenes Verfahrens auf beliebige Ordnungszahlen gestattet. Dieses 
—-hieralstransfinite Induktion bezeichnete — Verfahren besagt, daß eine Be- 
hauptung ® über Ordnungszahlen für alle Ordnungszahlen zutrifft, falls sie erstens 
für die (kleinste) Ordnungszahl O richtig ist und zweitens allgemein aus ihrer Gültig- 
keit für alle Ordnungszahlen bis zu einer beliebigen «& (ausschließlich) auch noch ihre 
Gültigkeit für die Ordnungszahl «& selbst folgt. Ist nämlich ß irgendeine Ordnungs- 
zahl, so sei W die (wohlgeordnete) Menge derjenigen Ordnungszahlen bis ein- 
schließlich ß, für die die Behauptung ®B nicht zutrifft; W ist demnach Teil- 
menge von W (ß +1). Dann ist W die Nullmenge, d.h. ® gilt z.B. für ß; 
denn anderenfalls hätte das Anfangselement ß, von W, das nach der ersten 
Bedingung keinesfalls die Zahl 0 ist, entgegen der zweiten Bedingung die Eigen- 
schaft, daß für alle kleineren Ordnungszahlen als ß, die Behauptung ® zutrifft. 
(Man vergleiche hierzu den Satz von Aufgabe 5 auf S. 184!) 

Weniger elegant, aber im allgemeinen handlicher für den praktischen Gebrauch 
stellt sich das Verfahren der transtiniten Induktion dar, wenn man von der fol- 
genden Unterscheidung von zweierlei Ordnungszahlen ausgeht: Eine beliebige 
Ordnungszahl hat entweder eine unmittelbare Vorgängerin (nächstkleinere Ord- 
nungszahl) oder nicht; wenn wir von O absehen, so ist w die kleinste Ordnungs- 
zahl der zweiten Art. Man nennt die Zahlen der zweiten Art (mit Ausnahme 
von 0) Limeszahlen und bezeichnet eine Limeszahl A aueh durch die Schreibweise 
A=lim«,, wo &, die Elemente einer Menge von Ordnungszahlen zu durchlaufen 
hat, zu denen A die nächstgrößere Ordnungszahl darstellt. Z. B. ist demnach 


o=ims»s =im2r nr=0, L,2...); 


oo” =limo" =lim(or.-n„ +n) n,n,%=0,1,2,.... 


Nach dieser Vorbereitung kann man, wie leicht ersichtlich, die transfinite In- 
duktion als Beweisverfahren so ausdrücken: Eine Behauptung ® trifft für jede 
Ordnungszahl zu, wenn 

erstens ® für die Ordnungszahl 0 gültig ist, 

zweitens aus der Gültigkeit von B für irgendeine Ordnungszahl « stets die 
Gültigkeit für die nächstfolgende Ordnungszahl & + 1 folgt, 

drittens aus der Gültigkeit von B für alle Zahlen «, einer gewissen DR. 
von Ordnungzahlen stets die Gültigkeit für die Limeszahl lim «&, folgt. 
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Wie in der Arithmetik der natürlichen Zahlen liegt auch hier die Bedeutung 
des Induktionsschlusses in seiner Brauchbarkeit nicht nur zur Ermöglichung 
von Beweisen, sondern ebensosehr zur Einführung von Definitionen: kann man 
eine gewisse Eigenschaft € für jede Ordnungszahl & mittels Zurückführung auf 
die Ordnungszahlen, die kleiner als « sind, formulieren und € überdies z. B. für 
die Zahl 0 ausdrücken, so ist damit die Definition von & für alle Ordnungszahlen 
getroffen. So läßt sich z. B. die Definition der Potenzierung von Ordnungszahlen, 
wie sie oben bei der Schreibweise ®® usw. zugrunde gelegt worden ist, folgender- 
maßen induktiv ausdrücken: 1.’ =1; 2. ß**! = ß*.ß; 3. B!"% — lim ß®v. Hier- 
mit ist, wie man sich an Beispielen verdeutlicht, die Potenz ß” allgemein, also für 
beliebige Ordnungszahlen ß und «& definiert. 

Die transfinite Induktion gehört zu denjenigen Verfahren der Mengenlehre, 
die für die praktische Verwendung auch in anderen Gebieten der Mathematik am 
wichtigsten sind; innerhalb der Ordnungstheorie kann sich mit ihr wohl kein an- 
deres Verfahren nach dieser Richtung messen. Als ein Beispiel, das zu besonderer 
historischer Bedeutung und nachhaltiger Wirkung außerhalb der Mengenlehre, 
nämlich in der. Algebra, gelangt ist, sei der Beweis genannt, nach dem jeder 
gegebene Körper zu einem algebraisch abgeschlossenen erweitert werden kann 
(Steinızz [1], $$ 19—2]). 

4. Alefs. Zu jeder Ordnungszahl u gehört eine eindeutig bestimmte 
Kardinalzahl, nämlich die Kardinalzahl einer wohlgeordneten Menge von 
der Ordnungszahl u. Welche wohlgeordnete Menge hierbei genommen 
wird, ist gleichgültig, da wohlgeordnete Mengen von der nämlichen 
Ordnungszahl ähnlich, also um so mehr äquivalent sind. (Z. B. gehört 
zu der kleinsten unendlichen Ordnungszahl » die Kardinalzahl a der 
abzählbaren Mengen.) Man bezeichnet die Kardinalzahlen unend- 
licher wohlgeordneter Mengen als Alefs; nach Satz 4 auf S. 174 sind die 
Alefs untereinander ausnahmslos vergleichbar. 

Umgekehrt gehört zwar zu jeder endlichen Kardinalzahl gleichfalls 
eine eindeutig bestimmte (gleichbezeichnete) Ordnungszahl (S. 167); zu 
jedem Alef dagegen gehören unendlichviele verschiedene Ordnungszahlen. 
Ist nämlich M eine unendliche wohlgeordnete Menge von der Ordnungs- 
zahl u und der Kardinalzahl m und wird zu M ein einziges Element 
als letztes hinzugefügt, so besitzt die dadurch neu entstehende wohlge- 
ordnete Menge die von u verschiedene Ordnungszahl u +1 (S. 185); 
die Kardinalzahl m dagegen bleibt bei einer solchen Hinzufügung un- 
verändert (Satz 6 auf S. 42). Entsprechend gehören zu der Kardinalzahl 
m z.B. auch noch die Ordnungszahlen u +2, u +3, u +4 usw. sowie 
#+o, u+@-+1l usw., da die Kardinalzahl einer unendlichen Menge 
sich nach dem eben angeführten Satz durch Hinzufügung abzählbar 
unendlichvieler Elemente nicht ändert. Man bezeichnet die (nach der 


Größe der Ordnungszahlen geordnete) Menge aller zu einem Alef gehöri- _ 


gen Ordnungszahlen als die Zahlenklasse dieses Alefs. Eine wichtige 
Rolle spielt die kleinste zum betreffenden Alef gehörige Ordnungszahl, 
die Anfangszahl der Zahlenklasse. 

Geht man in dem Schema aller Ordnungzahlen von der kleinsten 
unendlichen Ordnungszahl » aus und bildet man, im Sinne wachsender 
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Ordnungszahlen fortschreitend, zu jeder Ordnungszahl das zugehörige 
Alef, so erhält man zwar immer zu unendlichvielen verschiedenen Ord- 
nungszahlen je ein und dasselbe Alef; dennoch gibt es schließlich zu 
jedem auftretenden Alef und sogar zu jeder beliebigen Menge von 
Alefs ein größeres, und zwar genauer ein nächstgrößeres. 


. Zum Beweis! bilde man, wenn n, ein beliebiges Alef ist bzw. die Alefs 
der gegebenen Menge durchläuft, die (wohlgeordnete) Menge M aller 
Ordnungszahlen, deren zugehörige Kardinalzahlen gleich oder kleiner 
als „sind. Die Ordnungszahl x von M ist nach Satz2 größer als 
jede in M vorkommende Ordnungszahl, nämlich gerade die nächstgrößere 
Ordnungszahl. Nach der Definition der Menge M gehört daher zu u nicht 
mehr n, oder ein kleineres Alef als Kardinalzahl, sondern ein größeres 
Alef. Dieses muß schließlich das auf x, unmittelbar folgende x.,, sein?, 
weil zu jeder kleineren Ordnungszall als u höchstens die Kardinalzahl x, 
gehören sollte; u» ist die kleinste zu x.,, gehörige Ordnungszahl, also die 
Anfangszahl der Zahlenklasse von Na;,- 


Hiernach ist z. B. die (wohlgeordnete) Menge aller verschiedenen 
Ordnungszahlen von endlichen und abzählbaren Mengen (Kardinal- 
zahl Zn,) nicht mehr abzählbar, sondern sie besitzt als Kardinalzahl® 
das zweitkleinste Alef s,, als Ordnungszahl die Anfangszahl der Zahlen- 
klasse von x,. Weiter läßt sich auf Grund der skizzierten Überlegung 
z. B. x, (siehe unten) erklären als die Kardinalzahl der wohlgeordneten 
Menge aller Ordnungszahlen, deren zugehörige Kardinalzahl irgendein 
x„ (rn endlich) oder eine endliche Kardinalzahl ist. 


Man bezeichnet die sich derart ergebenden Kardinalzahlen der 
Reihe nach mit x, N, Na, - - - Na, Nayy - - „, Indem man zur Numerie- 
rung die Ordnungszahlen als Indizes benutzt; die so geordnete 
Gesamtheit aller Alefs wäre im Sinn unseres bisherigen Mengenbegriffs 
wiederum als eine wohlgeordnete Menge anzusprechen, was indes 
gleichartigen Bedenken begegnet, wie auf 5. 191 oben erwähnt. Im 
besonderen fällt x,, da zu der kleinsten unendlichen Ordnungszahl 
® (und zu®-+1, ®+2 usw.) gehörig, mit der uns wohlbekannten 
Kardinalzahl a der abzählbaren Mengen zusammen. Geht in der Reihe 
der Alefs die Kardinalzahl x, der Kardinalzahl s, voran, d.h. ist die 
Ordnungszahl u kleiner als die Ordnungszahl », so ist natürlich N, 
auch im Sinne der Größenordnung der Kardinalzahlen (S. 65) kleiner 
als x,, wie folgende Überlegung noch ausdrücklich zeige: Ist A eine 


1 Man könnte zum Beweis auch den Satz 1 des $ 8 heranziehen, 

2 Die Frage, ob nu,1, =2"“ oder nicht, ist bis heute nicht nur für « = 0 (Kon- 
tinuumproblem, vgl. S.67 und 300f.), sondern für sämtliche Alefs ungelöst. 
Vgl. hierzu auch LINDENBAUM-TARsKkI [1], S. 313f. 

3 Dagegen besitzt die Menge aller verschiedenen Ordnungstypen von (endlichen 
und) abzählbaren, wie immer geordneten Mengen die Mächtigkeit € oder 200, die 
möglicherweise (vgl. die vorige Fußnote) größer ist als x;. 


Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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wohlgeordnete Menge von der Ordnungszahl « und der Kardinalzahl n,, 
B eine wohlgeordnete Menge von der Ordnungszahl ß und der Kardinal- 
zahl n,, so muß, wenn x, in der Reihe der Alefs vor n, steht, auch «& 
in der Reihe der Ordnungszahlen vor ß stehen, also « kleiner sein als ß. 
Das besagt, daß A einem Abschnitt der wohlgeordneten Menge B ähn- 
lich, um so mehr also einer Teilmenge von B äquivalent ist. Daher kann 
nach Satz 5 auf S.76 A nur entweder eine kleinere oder die nämliche 
Kardinalzahl besitzen wie B, und da u, von u, verschieden sein sollte, 
ist in der Tat n, kleiner als s,. 

Es würde für den Rahmen dieser Darstellung zu weit führen, näher 
auf die von CANToR geschaffene Theorie der Ordnungszahlen und der 
Alefs einzugehen, die HILBERT geradezu als ‚die bewundernswerteste 
Blüte mathematischen Geistes und überhaupt eine der höchsten Lei- 
stungen rein verstandesmäßiger menschlicher Tätigkeit‘ bezeichnet 
(HiLBERT [9], S.167). Auch die vorangehenden, das Schema der 
Ordnungszahlen und das der Alefs betreffenden Ausführungen sollten nur 
eine andeutende Übersicht über.die Verhältnisse und nicht eine syste- 
matische Entwicklung geben. Der Leser findet ausführliche Darstel- 
lungen außer bei CAnToR [7 V] und [12 II] namentlich in den Büchern 
von HESSENBERG [3], HAUSDORFF [3] bzw. [4] und SCHOENFLIES [8] 
(in letzterem mit besonderer Rücksicht auf die historische Entwicklung) ; 
vgl. ferner die Angaben auf S. 374f. Für die Arithmetik im Bereich. 
der Alefs, die naturgemäß einfacher ist als die Arithmetik im Bereich 
der nicht als Alefs vorausgesetzten Mächtigkeiten ($$ 7/8), vergleiche 
man überdies noch etwa TARsKI [6]. 


5. Das Problem der allgemeinen Vergleichbarkeit. Der Wohlordnungs- 
satz. Nach diesem Ausblick auf die spezielle Theorie der Ordnungszahlen 
und Alefs wollen wir nochmals zu der schon im vorigen Paragraphen 
behandelten allgemeinen Theorie der wohlgeordneten Mengen zurück- 
kehren, indem wir den Begriff der Ordnungszahl in diese Theorie ein- 
führen. Während der erste Hauptsatz (Satz 3 des vorigen Paragraphen) 
schon oben in dem neuen Gewand erschien (Satz 1), läßt sich der zweite 
Hauptsatz (Satz 4 auf S. 174) nunmehr so ausdrücken: 


Satz 3. Wohlgeordnete Mengen sind nicht nur in bezug auf ihreOrdnungs- 
zahlen, sondern auch in bezug auf ihre Kardinalzahlen stets vergleichbar. 
Sind nämlich M und N wohlgeordnete Mengen und ist die Ordnungszahl 
von M kleiner als die Ordnungszahl von N, so ist die Kardinalzahl von M 
gleich oder kleiner als die Kardinalzahl von N (während bei Gleichheit der 
Ordnungszahlen um so mehr die Kardinalzahlen übereinstimmen). 

Die Umkehrung dieses Satzes ergibt offenbar: sind M und N wohl- 
geordnete Mengen und ist die Kardinalzahl von M kleiner (größer) 
als die von N, so ist um so mehr die Ordnungszahl von M kleiner (größer) 
als die von N. Dagegen kann bei gleicher Kardinalzahl von Mund N — 
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ja sogar bei völliger Übereinstimmung dieser beiden wohlgeordneten 
Mengen in bezug auf ihre Elemente, abgesehen von der Ordnung — 
die Ordnungszahl von M immer noch gleich, kleiner oder größer sein 
als die von N (vgl. S. 177). 


Der für wohlgeordneie Mengen somit ausgeschlossene Fall der Un- 
vergleichbarkeit zweier Mengen oder zweier Kardinalzahlen (vgl. S. 76) 
beunruhigt uns indes nach wie vor für ungeordnete oder auch für 
geordnete, nur nicht gerade wohlgeordnete Mengen. Das ist der Grund, 
weshalb CANnTOR und seine Nachfolger die Bezeichnung ‚Mächtigkeit“ 
der näherliegenden ‚„Kardinalzahl‘‘ vorzogen; man trug Bedenken, 
mathematischen Objekten, die sich bezüglich ihrer ‚Größe‘ nicht 
einer ausnahmslosen Rangordnung fügen zu wollen schienen, den 
Ehrennamen einer ‚Zahl‘ zuzuerkennen. Nur die Alefs, die Mächtig- 
keiten der wohlgeordneten Mengen, für die der letzte Satz jedes Be- 
denken beseitigt, sollten als Kardinalzahlen bezeichnet werden. 


Hier klaffte also im Gebäude der Mengenlehre noch eine tiefe Lücke 
zwischen den wohlgeordneten Mengen, deren Gesetze mit aller wün- 
schenswerten Einfachheit und Einheitlichkeit geregelt waren, und 
allen anderen (geordneten oder ungeordneten) Mengen, für die eine so 
grundlegende Frage wie die nach der Vergleichbarkeit ihrer Mächtig- 
keiten offen blieb. Es lag nahe, die Überbrückung der Kluft sich in 
der Weise zu denken, daß man versuchte, entweder zu beliebigen 
Mengen äquivalente wohlgeordnete Mengen zu bilden oder, was wesent- 
lich dasselbe bedeutet, beliebige Mengen durch geeignete Anordnung 
bzw. Umordnung ihrer Elemente selbst zu wohlgeordneten zu gestalten, 
kurz sie „wohlzuordnen“. Dann hätte man mit einem Schlag den 
Ertrag der Theorie der wohlgeordneten Mengen, vor allem den zweiten 
Hauptsatz, für alle Mengen nutzbar gemacht. Dieser Weg hatte denn 
in der Tat CANTOR seit seiner ersten Beschäftigung mit diesen Fragen 
vorgeschwebt; gangbar gemacht wurde er aber erst 1904 durch ZER- 
MELOS Beweis des entscheidenden Schrittes!, den wir aussprechen als 

Wohlordnungssatz. Jede Menge kann wohlgeordnei (d. h. in die 
Form einer wohlgeordneten Menge gebracht) werden. 

Am nächstliegenden scheint es, zum Beweise dieses Satzes fol- 
genden Gedankengang anzuführen: Man greife aus der beliebig ge- 
gebenen Menge ein beliebiges Element heraus, aus der übrigbleibenden 
Teilmenge ein zweites, aus der restlichen Teilmenge ein drittes usw. und 
setze dieses Verfahren so lange fort, bis die gegebene Menge erschöpft 
ist. Ordnet man dann die Elemente der gegebenen Menge in der Reihen- 
folge an, in der sie bei jenem Verfahren herausgegriffen wurden, so 
erhält man eine wohlgeordnete Menge. 


1 Zur Geschichte des Wohlordnungsproblems (wie auch für JOURDAINS ein- 
schlägige Beweisversuche) vergleiche man JOURDAIN [5]. 
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In Rücksicht auf einen derartigen Gedankengang hat CANToR den 
Wohlordnungssatz als ein „grundlegendes und folgenreiches, durch seine 
Allgemeingültigkeit besonders merkwürdiges Denkgesetz“ bezeichnet; 
er hat an der festen Überzeugung von der Wohlordnungsfähigkeit jeder 
Menge auch dann festgehalten, als (1904) die entgegengesetzte An- 
nahme vor der breitesten mathematischen Öffentlichkeit, dem Inter- 
nationalen Mathematikerkongreß, erwiesen schien (auf Grund eines sich 
späterhin als irrig erweisenden Hilfssatzes)!. Einen Beweis des Wohl- 
ordnungssatzes hat er dagegen nicht gegeben. Der obige Gedanken- 
gang ist nicht als eigentlicher — auch nur halbwegs strenger — Beweis 
anzusehen, vor allem deshalb, weil in keiner Weise gezeigt wird, daß 
durch das angegebene Verfahren mit seinem ominösen, bzi mathema- 


tischen Prinzipienfragen immer höchst verdächtigen Wörtchen „usw.“ _ 


(das natürlich nicht etwa eine Beschränkung auf abgezählt unendlich- 
viele Schritte bedeutet) die gegebene Menge wirklich erschöpft werden 
kann. Die Notwendigkeit einer Verschärfung des angegebenen Ge- 
dankengangs erhellt auch aus folgendem: er scheint, oberflächlich be- 
trachtet, nicht nur die Möglichkeit der Wohlordnung zu erweisen, sondern 
darüber hinaus zu jeder beliebigen Menge ein wirkliches Verfahren zur 
Wohlordnung anzugeben; dem steht die Tatsache gegenüber, daß die 
wirkliche Durchführung der Wohlordnung bis heute noch nicht einmal 
bei gewissen einfachsten nichtabzählbaren Mengen gelungen ist (vgl. 
S. 300 ff.). 


Im Jahre 1904 hat ZERMELoO in einer kurzen, aber überaus scharf- 
sinnigen Note [1] einen wirklichen Beweis des Wohlordnungssatzes 
geliefert; vier Jahre später ließ er einen weiteren, methodisch besonders 
bedeutsamen Beweis [2] folgen, der sich einer andersartigen Methode 
bedient und (im Gegensatz zum ersten Beweis) von den Eigenschaften 
der wohlgeordneten Mengen keinen Gebrauch macht, doch immerhin 
letzten Endes auf dem gleichen: Grundgedanken wie der erste Beweis 
beruht. Das gründliche Durchdenken aller Schlüsse der ZERMELOschen 
Beweise, vor allem des zweiten, stellt an den Leser ziemlich erhebliche 
Anforderungen, namentlich wegen der sehr abstrakten Natur der Ge- 
dankenfolge. Dennoch soll der historischen und grundsätzlichen Be- 
deutung wegen (vgl. S.227, 249, 299) der erste dieser Beweise nach- 
stehend dargestellt, der zweite wenigstens dem Grundgedanken nach skiz- 
ziert werden. Es wird jedoch das Verständnis der Beweise erleichtern, 
wenn wir vorher, ohne uns hierbei logische Lückenlosigkeit zum Ziel 
zu setzen, die Begründung des Wohlordnungssatzes mittels eines an- 
schaulicheren Gedankengangs schildern, der an eine von SCHOENFLIES 
(im Anschluß an ZERMELO und den Gedanken des vorletzten Absatzes) 
gegebene Darstellung (SCHOENFLIES [8], S. 172f.) anknüpft. 


I Vgl. ScHoENFLIiEs [11], S. 100£. 
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Es sei M eine beliebig gegebene Menge, die nicht ‚geordnet zu sein 
braucht. In jeder Teilmenge von M, abgesehen von der hier nicht in 
Betracht zu ziehenden Nullmenge, denken wir uns je ein einziges völlig 
beliebiges, aber von nun an festes Element ausgewählt und als das 
ausgezeichnete Element der betreffenden Teilmenge bezeichnet. Dabei 
werden zu verschiedenen Teilmengen natürlich keineswegs stets ver- 
schiedene ausgezeichnete Elemente gehören; im Gegenteil können wir, 
wenn m ein beliebiges Element von M ist, die Auswahl z. B. mit fol- 
gender Festsetzung beginnen: m sei das ausgezeichnete Element aller 
derjenigen Teilmengen von M, in denen m überhaupt vorkommt. 
Übrigens erfordert unser Beweis keineswegs, daß die Auswahl der 
ausgezeichneten Elemente für alle Teilmengen von M durch bestimmte 
Regeln wirklich getroffen ist; es genügt vielmehr, wenn wir uns die 
Auswahl als möglich und irgendwie vollzogen vorstellen können. 
Hiernach geht der Beweis nicht von einer speziellen, sondern von einer 
beliebigen Auswahl aus und gelangt demgemäß zu irgendeiner Wohl- 
ordnung, nicht etwa zu einer individuellen; daher kann man den 
Wohlordnungssatz nur zu Schlüssen über solche Eigenschaften benutzen, 
die sich auf alle wie immer beschaffenen Wohlordnungen der Menge M 
beziehen. Auf die grundsätzlichen Fragen, die mit dem ‚„Auswahl- 
prinzip“, d. h. der Behauptung von der. Möglichkeit der Auswahl 
verknüpft sind, kommen wir später ausführlich zurück (S. 288ff.). 

Der Vorteil, der einer solchen ‚‚gleichzeitigen‘ Auswahl ausgezeich- 
neter Elemente aus allen Teilmengen von M als Ausgangspunkt zu- 
kommt gegenüber der ‚„sukzessiven‘‘ Auswahl von Elementen aus 
gewissen Teilmengen, wie sie oben (S. 195 unten) verwendet wurde, 
liegt vor allem in dem folgenden, mehr psychologisch als mathematisch 
zu wertenden Umstand: Oben setzte jeder einzelne Auswahlakt die 
Gesamtheit aller vorangegangenen Auswahlakte schon voraus, da von 
ihnen die dem gegenwärtigen Akt zugrunde liegende Teilmenge von M 
abhängt; es gewinnt so den Anschein, als sei ein sukzessiv wachsender 
Zeitaufwand für die Auswahlakte erforderlich, womit freilich dem 
- zeitlos zu denkenden Charakter aller mathematischen. Schlußfolgen 
und Operationen nicht Rechnung getragen wird. Die nunmehrige Zu- 
grundelegung einer gleichzeitigen Auswahl aus allen Teilmengen von M 
ist jenem Verfahren zwar nicht in der praktischen Durchführbarkeit 
überlegen, wird aber vielen als psychologisch faßbarer und anschau- 
licher erscheinen. Es fällt demgegenüber nicht ins Gewicht, daß wir 
beim jetzigen, gewissermaßen den Charakter einer Vorratswirtschaft 
tragenden Verfahren zahlenmäßig mehr Auswahlakte als vorhin — 
also überflüssig viele — benötigen, insofern als nur ein verschwindend 
kleiner Bruchteil der Teilmengen von M beim Beweis wirklich heran- 
gezogen wird (nämlich nur so viele, wie die Mächtigkeit von M 
angibt, während die Zahl der auf Vorrat bereitgestellten Aus- 
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wahlakte offenbar der Mächtigkeit der Potenzmenge UM ent- 
spricht). 

Es sei a das ausgezeichnete Element der Menge M selbst; wir be- 
zeichnen die durch Entfernung von a aus M entstehende Teilmenge 
mit A. Weiter sei b das ausgezeichnete Element von A, und B die 
Menge, die aus A durch Weglassung des Elementes b entsteht; dann, 
ist B eine Teilmenge von A wie auch von M selbst; wir können M 
als Vereinigungsmenge der (wohl)geordneten Menge B = {a,b} und 
der Menge B auffassen. Ferner soll N die Bezeichnung einer vor- 
läufig noch nicht bestimmten geordneten Menge sein, von der wir zu- 
nächst nur festsetzen, daß sie a zum ersten Element und 5 zum zweiten 
Element besitzen soll. In gleicher Weise fortfahrend bezeichnen wir 
das ausgezeichnete Element von B mit c, die durch Entfernung von c 
aus B entstehende Menge — eine Teilmenge von M — mit C und 
bestimmen die geordnete Menge N einen Schritt weiter durch: 
N={a,b,c,...}; dann ist M die Vereinigungsmenge der Mengen 
C= {a,b,c}und C, von. denen (& übrigens wohlgeordnet ist. Dieses Ver- 
fahren denken wir uns beliebig fortgesetzt, etwa bis wir zu einer ge- 
wissen Teilmenge R von M gelangt sind, deren ausgezeichnetes Element 
sist. Wir bezeichnen dann die Teilmenge von R, die durch Entfernung 
vons aus R hervorgeht und die gleichzeitig eine Teilmenge der ursprüng- 
lichen Menge M ist, mit S (und ihr ausgezeichnetes Element mit 2). 
Von der geordneten Menge N kennen wir in diesem Augenblick die 
„ersten Elemente‘ bis s einschließlich, d.h. das Elements und alle 
ihm vorangehenden Elemente; bezeichnen wir die Teilmenge von N, 
die s und alle vorangehenden Elemente enthält und die uns daher 
völlig bekannt ist, mit S, so erkennen wir, daß S— a, a s} nicht 
nur eine geordnete, sondern sogar eine wohlgeordnete Menge ist. Zudem 
überzeugen wir uns auf Grund der Vorschrift unseres Verfahren», daß 
die ursprünglich gegebene Menge M sich als die Vereinigungsmenge 
der wohlgeordneten Menge S und der (nicht notwendig geordneten) 
Menge S betrachten läßt, in Formel: M=S +S; jedes Element von - 
M gehört nämlich entweder — wenn es ausgezeichnetes Element irgend- 
einer der bisher aufgetretenen Teilmengen A, B,’C, 2.» Rust zu s 
oder (im anderen Fall) zu S. Jedem einzelnen Schritt unseres Ver- 
fahrens entspricht eindeutig eine Ordnungszahl, nämlich die Ordnungs- 
zahl der gerade ermittelten wohlgeordneten Teilmenge von N (im gegen- 
wärtigen Moment die Ordnungszahl von S). Umgekehrt entsprechen 
auch den „ersten‘‘ Ordnungszahlen je eindeutig bestimmte Schritte 
unseres Verfahrens; so entspricht z.B. der Ordnungszahl 1 bzw. 2 
(als der Ordnungszahl der wohlgeordneten Menge {a} bzw. {a, b}) der 
erste bzw. zweite Schritt. Genau in derselben Art, wie wir die Reihe 
der Ordnungszahlen unbegrenzt fortsetzen konnten, wird dies bis zu 
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einer gewissen Grenze auch für unser Verfahren und für die mit ihm 
verknüpfte Bestimmung einer wohlgeordneten Teilmenge von N gelten!. 

Diese Grenze aber, von der an wir den Ordnungszahlen keine Fort- 
setzung unseres Verfahrens mehr zuordnen können, kann nur dadurch 
erreicht werden, daß sich die gegebene Menge M infolge der sukzessiven 
Entnahme ausgezeichneter Elemente als erschöpft erweist. Schärfer aus- 
gedrückt: stellt sich bei einem bestimmten Schritt die gegebene MengeM, 
als Vereinigungsmenge einer wohlgeordneten und einer beliebigen Menge 
(entsprechend der obigen Beziehung M = S +S) aufgefaßt, 'in fol- 
gender Form dar: M = V + V (V wohlgeordnet, V beliebig), so kann 
die Nichtfortsetzbarkeit des Verfahrens nur daran liegen, daß V die 
Nullmenge ist, also überhaupt kein Element enthält. In der Tat: ent- 
hält V noch Elemente und bezeichnen wir das ausgezeichnete Element 
von V mit w, die durch Entfernung von w aus V entstehende Teilmenge 
mit W und die wohlgeordnete Menge, die aus V durch Hinzufügung 
von w nach allen Elementen von V hervorgeht, mit W, so ist M als Ver- 
einigungsmenge von W und W darstellbar; wir können also unser Ver- 
fahren, solange die Nullmenge nicht erreicht ist, stets noch weiter fort- 
setzen und mit der Ordnungszahl von W eine größere Ordnungszahl 
als die bisherigen erreichen. (Diese beliebige Fortsetzbarkeit des Ver- 
fahrens entspricht dem nämlichen eindeutigen Bildungsgesetz, auf Grund 
dessen wir gemäß Satz 2 die Reihe der Ordnungszahlen schrittweise 
bilden und unbegrenzt fortsetzen konnten.) Wenn also, wie voraus- 
gesetzt, unser Verfahren nichtfortsetzbar geworden ist, so enthält 
die an der Grenze des Verfahrens auftretende Menge V überhaupt 
kein Element; die Beziehung M = 12 + Y lautet M= V. Da endlich 
V eine wohlgeordnete Menge ist (mit der wir jetzt die bisher nicht völlig 
bestimmte Menge N identifizieren können und wollen), so haben wir 
die beliebig gegebene Menge M als eine wohlgeordnete Menge N dar- 
gestellt, also das Ziel des Wohlordnungssatzes erreicht. 

Auf die Einwendungen, die gegen den Wohlordnungssatz erhoben 
worden sind, soll in den $$ 14 — 16 (S. 227, 249 und 299ff.) eingegangen 
werden; dabei wird auch der Unterschied zwischen der wirklichen Her- 
stellung einer Wohlordnung einer gegebenenMenge und der bloßen Möglich- 
keit der Wohlordnung, wie sie der Wohlordnungssatz behauptet, deutlich 
hervortreten. Hier sei in bezug auf die Bedeutung der Wohlordnung 
nur noch bemerkt, daß der Wohlordnungssatz keineswegs allein für 
das Gebiet der Mengenlehre von Wichtigkeit ist; in verschiedenen 
(arithmetischen wie analytischen) Gebieten der Mathematik gibt es 
wichtige Fragen, deren Beantwortung sich nur unter Benutzung des 
Wohlordnungssatzes ermöglichen läßt, vor allem, weil vielfach 


1 Gegen diese Heranziehung der ‚Reihe der Ordnungszahlen‘“, die bei ZER- 
MELO vermieden wird, sind gewisse Einwände möglich; vgl. S. 212. 
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erst durch ihn das Verfahren der vollständigen Induktion (S. 191f.) 
ermöglicht wird. Dieser Satz muß daher, auch abgesehen von dem 
besonderen Reiz der Mengenlehre, in eine Reihe mit den wichtigsten 
und berühmtesten mathematischen Lehrsätzen gestellt werden. 


6. Beweis des Wohlordnungssatzes. Nach der vorangehenden Be- 
trachtung wird es auch dem weniger geübten Leser nicht mehr allzu 
schwer fallen, das volle Verständnis für den ersten ZERMELOschen Beweis 
des Wohlordnungssatzes zu finden, der jetzt in aller Ausführlichkeit 
dargestellt werden soll. Der zweite Beweis ZERMELOs ist zwar grund- 
sätzlich einfacher (und auch in gewissem Sinn bedeutungsvoller), in- 
sofern als er im Gegensatz zu dem nachstehend dargestellten ersten 
Beweis die Theorie der Ordnung (und erst recht die der Wohlordnung) 
nicht heranzieht, sondern mit einigen wenigen der allgemeinsten und 
begrifflich einfachsten Grundbegriffe der Mengenlehre auskommt. Vom 
didaktischen Standpunkt aus steht dem indes als Nachteil gegenüber, daß 
der zweite Beweis, der namentlich von DEDEKINDs Kettentheorie 
Gebrauch macht, ein weit abstrakteres und darum schwierigeres 
Gepräge zeigt; vgl. dazu S. 205ff. 


Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen. Zunächst zwei in der Mengen- 
lehre vielfach übliche Bezeichnungen, die wir bisher ohne Umständlichkeit ver- 
meiden konnten, die aber für den folgenden Beweis sehr nützlich sind. 

Ist N eine Teilmenge der Menge M, so bezeichnen wir die Menge aller nicht 
in N vorkommenden Elemente von M durch 


MEN, 


in naturgemäßer Analogie zur Bedeutung des Minuszeichens in der Arithmetik. Es 
ist also z. B. stets M — 0 = M; ist m ein Element aus M, so bedeutet M — {m} 
die Menge aller von m verschiedenen Elemente aus M. Die früher (S.96) berührte 
Tatsache, daß eine vernünftige Subtraktion zwischen den Kardinalzahlen. sich 
nicht allgemein erklären läßt, wird durch diese (auf Mengen und zwar auf den 
Fall einer Teilmenge N beschränkte) Schreibweise nicht berührt. 

Ferner kennzeichnen wir die Tatsache, daß A ein Abschnitt einer wohl- 
geordneten Menge M ist, durch 

AZM. 


Wir verwenden also das sonst für die Anordnungsbeziehung in geordneten Mengen 
gültige Zeichen 3; ein Mißverständnis wird sich nicht ergeben, um so mehr als 
die hier eingeführte Bezeichnung ja nur für (wohlgeordnete) Mengen M und A 
in Betracht kommt (und übrigens, wenn man an die Ordnungszahlen von A und 
M denkt, gemäß Definition 1 ganz naheliegend erscheinen wird). 

Nachstehend bezeichnet M die durch den folgenden Beweis als wohlordnungs- 
fähig zu erweisende Menge. Wir wollen, wie in der vorangegangenen Beweis- 
skizze, für alle von 0 verschiedenen Teilmengen von M (M selbst eingeschlossen) 
eine Auswahl je eines ausgezeichneten Elements jeder Teilmenge getroffen denken, 
Der mit dem allgemeinen Funktionsbegriff der Mathematik (vgl. S. 105) vertraute 
Leser wird die Gesamtheit dieser Auswahlakte als eine Funktion auffassen, die 
jeder Teilmenge von M (d.h. jedem Elemente von UM) außer 0 ein in ihr ent- 
haltenes Element als Funktionswert eindeutig — übrigens keineswegs umkehrbar 
eindeutig — zuordnet; die unabhängige Veränderliche durchläuft die Teilmengen, 
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die abhängige deren ausgezeichnete Elemente. Dieser Sachverhalt führt uns dazu, 
den Fall, daß n das ausgezeichnete Element der Teilmenge N von M ist, zu be- 
zeichnen durch die Schreibweise 

nl); 


mit / wird hier die Funktion oder Regel (‚‚Auswahlfunktion‘‘) angedeutet, die jeder 
Teilmenge N das ausgezeichnete Element » von N zuweist. Natürlich sind zu 
einer gegebenen Menge M verschiedene Auswahlfunktionen denkbar, unter denen 
eine beliebige fortan zugrunde zu legen ist; die Ermittlung überhaupt einer: Aus- 
wahlfunktion kann wesentlichen Schwierigkeiten begegnen, während es, sobald 
eine solche vorliegt, ein leichtes ist, weitere Auswahlfunktionen anzugeben. 

Als letzte Vorbereitung stellen wir dem zu führenden Beweis die folgende 
Definition von ZERMELO voran: 

Definition. Ist M eine beliebige geordnete oder nicht geordnete Menge, so 
heißt eine Teilmenge I von M eine Gammafolge von M, wenn 

erstens /' geordnet, und zwar wohlgeordnet ist (ohne Rücksicht auf die Nicht- 
ordnung oder eine etwaige Ordnung von M) und 

zweitens für jeden Abschnitt A von J', der durch das Element a aus !'bestimmt 
sei, gilt: 

M—A)=a. 


Der Begriff der Gammafolge! hängt also von der willkürlich zugrunde gelegten 
Auswahlfunktion ab. Die erste dieser Bedingungen bedarf keiner Erläuterung, 
In der zweiten stellt der Abschnitt A der wohlgeordneten Menge 7', die selbst 
eine Teilmenge von M ist, wiederum eine Teilmenge von M dar. Während /’ 
eventuell sämtliche Elemente von M umfassen kann, ist dies für A natürlich un- 
möglich, der Natur eines Abschnitts wegen; z.B. kommt das den Abschnitt A 
bestimmende Element a von I’ (und von M) in A nicht vor. M — A ist daher 
eine von O verschiedene Teilmenge von M; daß ihr ausgezeichnetes Element a 
gerade das den Abschnitt A bestimmende Element von I’sei und somit a in I!" 
den sämtlichen Elementen von A unmittelbar nachfolge, ist die charakteristische 
Bedingung, die die Gammafolgen unter allen wohigeordneten Teilmengen von M 
auszeichnet. 

Als Beispiele seien die einfachsten Gammafolgen angeführt. Setzen wir A=0, 
d. h. betrachten wir den durch das erste Element m, einer Gammafolge I’ bestimm- 
ten Abschnitt, so folgt m, = f({M — 0) = }(M); wir erhalten so das Ergebnis: Das 
erste Element jeder Gammafolge von M ist das ausgezeichnete Element der Menge M 
selbst. Daher ist z. B. die Menge {m,}, die nur dieses ausgezeichnete Element von M 
enthält, eine Gammafolge; ebenso die Menge {m,, m,}, die nach m, noch m, 
— f{M — {m,}) enthält. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens (gemäß der zweiten 
Definitionseigenschaft der Gammafolgen) erhält man, vorausgesetzt daß M eine 
unendliche Menge ist, unendlichviele endliche Gammafolgen {mg, My - . ., Ma}; 
hierbei bedeutet für jeden Index k stets m, das ausgezeichnete Element der Menge 
M— {mo My, ..-, My-ı}. Man schließt aus der Definition unmittelbar, daß 
jede Gammafolge mit diesen Elementen m,, m, usw. der Reihe nach beginnen 
muß, und erkennt danach leicht den Zusammenhang des Begriffs der Gamma- 
folge mit der vorher gegebenen Begründung des Wohlordnungssatzes, 


12 Der Ausdruck ‚‚Folge‘‘ soll eine kurze Bezeichnung für ‚„wohlgeordnete 
Menge“ darstellen. Trotz der Bequemlichkeit dieses Ausdrucks wurde hier sonst 
von seiner Verwendung abgesehen, und zwar in Rücksicht auf seinen spezielleren 
Gebrauch außerhalb der Mengenlehre (im Sinn von „abgezählte Menge‘, 
nur ohne die Bedingung, daß .die einzelnen Elemente alle verschieden sein 
sollen). 
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Wir gehen nun zum Beweis dafür über, daß die beliebig gegebene Menge 
M sich wohlordnen läßt, und zerlegen ihn in vier Teile 1. bis 4., von denen jeder 
dem Nachweis einer an die Spitze des Teiles gestellten Behauptung gewidmet ist. 

1. Von zwei verschiedenen Gammafolgen I’ und I, von M ist Eine ein Abschnitt 
der anderen. 

Beweis: Da jede Gammafolge eine wohlgeordnete Menge ist, muß nach Haupt- 
satz 1 (S. 174) jedenfalls eine der Mengen I; und I, einem Abschnitt der anderen 
ähnlich sein, wenn nicht gar beide einander ähnlich sind. Es sei also etwa 


nOnS 


Fassen wir den zu I} ähnlichen Abschnitt 7‘) von IT, (allenfalls mit I, zusammen- 
fallend) näher ins Auge, so erkennen wir, daß er „im Anfang‘ sogar völlig mit 
I, übereinstimmt; denn beide Mengen haben, wie jede Gammafolge (siehe oben), 
m, = {M) zum ersten Element, ebenso m, = f{M — {m,}) zum zweiten usw. 
Wenn bei der (nach Satz 11 von S. 180 übrigens eindeutig bestimmten) ähnlichen 
Abbildung zwischen IT und I% überhaupt einmal zwei verschiedene Elemente 
einander zugeordnet sind, d.h. wenn beide Mengen nicht ganz und gar mitein- 
ander zusammenfallen, so muß es unter den Elementen der wohlgeordneten Menge 
T, ein erstes a, geben, das bei jener ähnlichen Abbildung einem anderen Element 
a, von I} zugeordnet ist. Da dann alle einander entsprechenden, vor a, bzw. 
a, in I, bzw. T‘} stehenden Elemente paarweise übereinstimmen, ist der durch 
a, bestimmte Abschnitt A, von /\ identisch mit dem durch a, bestimmten Ab- 
schnitt A, von I‘) (oder also von I,). Aus A, = A, folgt aber (nach der zweiten 
Eigenschaft der Gammafolgen) für die Gammafolgen I] und I7: 


a=M—A)=fM—A)=a; 


das widerspricht der Voraussetzung, wonach a, und a, voneinander verschieden 
sein sollten. Die Annahme, daß überhaupt Paare verschiedener einander zugeord- 
neter Elemente aus I und I‘) existieren (und daher ein erstes solches Paar), 
muß also fallen gelassen werden; die wohlgeordneten Mengen I, und /Y% sind so- 
mit nicht nur ähnlich, sondern miteinander identisch, d.h. I, ist wirklich, falls 
überhaupt von /%, verschieden, ein Abschnitt von Ty. 

Das Prinzip des vorstehenden Beweises ist offenbar folgendes: Gleich nach 
der Definition der Gammafolgen wurde oben unter Anführung von Beispielen 
gezeigt, daß alle Gammafolgen von M mit den nämlichen Elementen m,, m}, 

.., M„ beginnen; dieser im ‚„Anfang‘‘ vorhandene einheitliche Bau der Gamma- 
folgen erweist sich auf Grund einer schon im vorigen Paragraphen (vgl. S. 180 
sowie Aufgabe 5 auf S. 184) wiederholt angewandten Beweismethode als nicht 
nur im Anfang, sondern durchgehends zutreffend, d.h. so weit, wie die betrachtete 
Gammafolge überhaupt reicht. 

2. Die Gesamtheit der Elemente aller Gammafolgen der Menge M kann so ge- 
ordnet werden, daß die dadurch entstehende geordnele Menge & wohlgeordnet ist 
und daß überdies die Menge & je zwei ihrer Elemente a, und a, stets in der 
nämlichen Reihenfolge enthält, in der diese Elemente in irgendeiner Gammafolge 
von M, die a, und a, umfaßt, auftreten. Etwas anders ausgedrückt: Bildet man, 
ohne Rücksicht auf die in den Gammafolgen herrschende Ordnung, die Ver- 
einigungsmenge aller Gammafolgen (gemäß Definition 2 des $ 7, S.80 f.), so kann 
diese Vereinigungsmenge so geordnet werden, daß die Ordnungsbeziehungen, wie 
sie in jeder beliebigen Gammafölge gelten, unverändert erhalten bleiben; diese 
Ordnung ist überdies von selbst eine Wohlordnung. 

Durchführung und Beweis: Wir bilden zunächst die (ungeordnete) Ver- 
einigungsmenge S aller Gammafolgen. Um ihr eine Ordnung aufzuprägen, be- 
denken wir, daß nach der Definition der Menge S von irgend zwei Elementen a, 


E 
i 
y 
4 
3 
kr 
4 
{ 


ai 


nn 


$ 12. Ordnungszahlen und Alefs. Der Wohlordnungssatz. 203 


und a, dieser Menge jedes (mindestens) einer Gammafolge angehören muß, etwa a, 
der Gammafolge I und a, der Gammafolge T,. Nach 1. sind diese beiden Gamma- 
folgen entweder identisch, oder eine (etwa J\) ist ein Abschnitt der anderen (73). 
Da I, auch alle Elemente jedes Abschnitts von sich enthält, gehören in jedem 
Falle a, und a, einer und derselben Gammafolge I, an. Wir setzen nun fest: 
Für die Elemente a, und a, von S soll in dieser Menge a, Ja, oder a3 a, 
gelten, je nachdem in der Gammafolge I, a, SZ a, oder a, <a, gilt. Die so aus S 
entstehende geordnete Menge werde mit 2 bezeichnet. 

Diese Festsetzung erscheint zunächst weitgehend willkürlich und vieldeutig, 
insofern als die Gammafolge T,, die für die Ordnung von a, und a, in & maß- 
gebend sein soll, in sehr willkürlicher Weise gewählt war. Wir haben uns also 
vor allem davon zu überzeugen, daß diese Willkür bedeutungslos ist, d.h. daß 
in jeder anderen Gammafolge ]',, in der a, und a, überhaupt vorkommen, beide 
Elemente in derselben Anordnung stehen wie in /,. In der Tat ist nun nach 1. 
von den beiden Gammafolgen /, und I’, wiederum eine ein Abschnitt der andern. 
In einem Abschnitt (wie überhaupt in einer Teilmenge) einer wohlgeordneten 
Menge gelten aber für die Elemente des Abschnitts stets die gleichen Ordnungs- 
beziehungen wie in der Menge selbst. Bei der getroffenen Festsetzung finden sich 
also die Ordnungsbeziehungen, wie sie in jeder Gammafolge von M bestehen, 
in 2 unverändert wieder. — Hieraus ergibt sich: gilt für drei Elemente a, b,c 
aus Z nach unserer Festsetzung etwa a3b, b <3c, so folgt stets ac, wie es 
(vgl. S. 125) für jede Ordnungsbeziehung erfüllt sein muß; denn «a <c gilt ja auch 
in jeder Gammafolge, die a, b, c gleichzeitig enthält. Ferner können wir aus der 
Art der Ordnung in 2 folgern, daß die Menge aller Elemente von &, die einem be- 
liebigen Element a von & vorangehen, zusammenfaällt mit der Menge aller vor a stehen- 
den Elemente einer beliebigen a enthaltenden Gammafolge I' (d.h. mit dem durch 
a bestimmten Abschnitt von /'); denn alle dem Element a vorangehenden Ele- 
mente von 2 müssen nach der Definition von S in irgendwelchen Gammafolgen 

- vorkommen, und zwar (wegen 1. und der festgesetzten Ordnung in 2) in jeder 
a enthaltenden Gammafolge. Das letzte Ergebnis zeigt, daß die Menge &' wenigstens 
„im Anfang‘‘ wohlgeordnet ist, gleich jeder Gammafolge. 


Schließlich bleibt noch zu zeigen, daß die getroffene Festsetzung unsere ge- 
ordnete Vereinigungsmenge 2 zu einer durchwegs wohlgeordneten Menge stempelt. 
Zu diesem Zwecke weisen wir gemäß der Definition der Wohlordnung nach, daß 
eine beliebige (geordnete) Teilmenge T von 2 ein erstes Element besitzt. Ist 
t ein beliebiges Element von T, so gehört i (nach der Definition von &) mindestens 
einer Gammafolge J’an; dann ist nach dem Ende des vorigen Absatzes die Menge 
aller vor ? stehenden Elemente von & ein Abschnitt von T', also die Menge T, 
aller vor £ stehenden Elemente der Teilmenge T von 2% gewiß eine Teilmenge 
von I’ (nämlich Teilmenge eines Abschnitts von I‘). T, hat daher als Teilmenge 
der (wohlgeordneten) Gammafolge I’ ein erstes Element i,. Schließlich ist i, 
gleichzeitig das erste Element von T7, wie aus der Definition von T, (als eines 
Anfangsstückes von T) hervorgeht; die beliebig gewählte Teilmenge T von & 
hat somit ein erstes Element, d. h. X ist wohlgeordnet. — Damit ist der schwierigste 
(und auch entscheidende) Teil des gesamten Beweises überwunden. 


3. Die durch 2. definierte (wohlgeordnete) Menge 2 ist selbst eine Gammafolge 
und daher die größte Gammafolge von M. 

Beweis: Die erste Eigenschaft der Gammafolgen, wohlgeordnet zu sein, ist 
für & bereits als erfüllt nachgewiesen. Zur Prüfung hinsichtlich der zweiten Eigen- 
schaft bezeichnen wir einen beliebigen Abschnitt von & mit A; wird A durch 
das Element a von X bestimmt, so gehört a nach der Definition von einer Gamma- 
folge I’ an; auch in /’ ist (vgl. 2.) A der durch a bestimmte Abschnitt. Da 
T'eine Gammafolge ist, gilt nach der zweiten Eigenschaft jeder solchen: a=f({M—4). 
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Diese für den beliebig gewählten Abschnitt A von % gültige Beziehung zeigt, 
daß X in der Tat eine Gammafolge ist, und zwar die größte überhaupt vorkom- 
mende, da X alle Elemente sämtlicher Gammafolgen umfassen sollte. 

Der Beweis von 3. wie auch des letzten Teiles von 2. beruht ersichtlich dar- 
auf, daß X ‚soweit als man will‘‘ mit einer geeigneten Gammafolge identifiziert 
werden kann und von dieser dann die beiden Eigenschaften jeder Gammafolge 
übernimmt. > 

4. Die wohlgeordnete Menge & umfaßt alle Elemente von M und stellt daher 
eine Wohlordnung von M dar. 

Beweis: Wir gehen genau wie am Ende des zuerst skizzierten Beweises des 
Wohlordnungssatzes vor, überzeugen uns nämlich davon, daß der im Resultat 3. 
zum Ausdruck kommende Abschluß der Bildung von Gammafolgen seinen Grund 
nur in der Erschöpfung der Menge M durch & haben kann; anderenfalls ließe 
sich eine noch umfassendere Gammafolge als & herstellen. In der Tat: I’ sei 
eine beliebige Gammafolge von M, die M nicht erschöpft, d.h. nicht alle Elemente 


von M umfaßt. Dann ist die Menge M —I!' eine sich nicht auf die Nullmenge_ 


reduzierende Teilmenge von M, deren ausgezeichnetes Element wir mit z= (M—T) 
bezeichnen. Bilden wir nun im Sinne der Addition geordneter Mengen die ge- 
ordnete Summe I’ + {z}, d.h. fügen wir den sämtlichen Elementen von I’ ohne 
Änderung ihrer Reihenfolge noch z als letztes Element hinzu, so ist auch die Menge 
T + {z} eine Gammafolge, und zwar eine umfassendere als I‘. Denn T’+ {2} ist 


als Summe zweier wohlgeordneter Mengen nach Satz 5 des vorigen Paragraphen 


(S. 175) selbst wohlgeordnet, Ferner trifft die zweite Eigenschaft der Gamma- 
folgen, die für alle zu I'gehörigen Elemente von J'+ {z} schon wegen des Gamma- 
folgencharakters von J' erfüllt ist, auch für das letzte Element z zu; der durch z 
bestimmte Abschnitt von. I'+ {z} ist nämlich Z’ und wirklich ist ja /(M—I) =z, 
wie es die zweite Eigenschaft erfordert. Zu jeder die Menge M nicht erschöpfenden 
Gammafolge gibt es also noch umifassendere Gammafolgen; da &% nach 3. die 
umfassendste Gammafolge ist, muß sie alle Elemente von M enthalten. Als 
Teilmenge von M (nach Definition der Gammafolgen) fällt 2 demnach mit der 
gegebenen Menge M dem Elementebestand nach zusammen und stellt somit 
in der Tat eine Wohlordnung von M dar. 

Es sei im Hinblick auf $ 16 noch hervorgehoben, daß in diesem Beweis nur 
Mengen benutzt werden, deren ‚Umfang‘ mit dem Umfang der zu ordnenden 
Menge M zusammenhängt (Teilmengen von M, wie z. B. Gammafolgen, und Mengen 
von Teilmengen von M, d.h. Teilmengen der Potenzmenge UM). Z.B. ent- 
spricht (bei Zugrundelegung einer bestimmten Auswahlfunktion) die in 2. her- 
angezogene Gesamtheit aller Gammafolgen von M ersichtlich einer gewissen Teil- 
menge der Potenzmenge UM. Unbestimmt weite Mengen wie die Gesamtheit 
aller Ordnungszahlen kommen dagegen nicht vor. 


1. Der Vergleichbarkeitssatz. Unter den Folgen des Wohlordnungs- 
satzes ist die wichtigste diejenige, die sich auf die Vergleichbarkeit 
beliebiger Mengen hinsichtlich ihrer Kardinalzahlen bezieht. Sind näm- 
lich irgend zwei (nicht notwendig geordnete) Mengen gegeben, so können 
wir sie uns auf Grund des Wohlordnungssatzes in wohlgeordnete Mengen 
verwandelt denken. Nach dem zweiten Hauptsatz (S. 174) sind dann 
beide Mengen nicht nur bezüglich ihrer Ordnungszahlen, sondern auch 
bezüglich ihrer Kardinalzahlen vergleichbar. Der vierte unter den vier 
Fällen, die wir auf S. 71 hinsichtlich des gegenseitigen Verhaltens zweier 
Mengen in bezug auf ihre Kardinalzahlen unterscheiden mußten, wird 
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demnach durch den Wohlordnungssatz ausgeschlossen; vielmehr besteht 
der folgende einfachere Sachverhalt, der von vornherein zu vermuten 
war, aber ohne Heranziehung der Wohlordnung nicht bewiesen werden 
konnte (vgl. S. 76): 

Satz von der Vergleichbarkeit beliebiger Mengen. Zwei beliebige 
Mengen sind entweder äquivalent oder eine von ihnen besitzt eine kleinere 
Kardinalzahl als die andere. Von irgend zwei ungleichen Kardinalzahlen 
ist also (ganz ebenso wie von zwei verschiedenen gewöhnlichen Zahlen) 
stets eine kleiner als die andere. 

Hiermit wird das Bedenken hinfällig, aus dem heraus man sich 
scheute, die Mächtigkeiten als „Zahlen“, nämlich als Kardinalzahlen, 
zu bezeichnen (vgl. S.195). Jede Mächtigkeit ist ein Alef; es besteht 
kein Grund mehr, zwischen den Ausdrücken Mächtigkeit, Kardinal- 
zahl und Alef zu unterscheiden. Es ist freilich eine keineswegs von vorn- 


herein selbstverständliche, vielmehr zum Nachdenken zwingende Er- 


scheinung, daß eine so sehr im Mittelpunkt der Kardinalzahltheorie 
stehende Tatsache wie die Vergleichbarkeit sich nicht mit den Begriffen 
und Hilfsmitteln der Kardinalzahltheorie allein herleiten läßt, sondern 
der Krücken der Ordnungstheorie (nämlich des Wohlordnungssatzes) 
bedarf. Daß dieser Umweg im wesentlichen unvermeidlich ist, bedeutet. 
trotz der größeren Allgemeinheit der Kardinaizahltheorie, die dieser 
bis heute den Vorrang gesichert hat, ein gewichtiges Argument zu- 
‘gunsten der systematischen Voranstellung der Ordnungstheorie; ein 
Argument, das nicht nur mathematisch (vgl. den Aufbau der Mengen- 
lehre bei VON NEUMANN [2] und [4]), sondern auch logisch bedeutsam ist. 

Im besonderen muß nach dem letzten Satz auch das Kontinuum 
einer Wohlordnung fähig sein, also die Mächtigkeit ce des Kontinuums 
unter den Alefs x,, N, ..... irgendwo vorkommen; wo unter ihnen, ist 
freilich noch nicht geklärt (Kontinuumproblem; vgl. S. 67 und 300f.); 
man weiß nur, daß c jedenfalls nicht gleich ı, ist (J. König [1]). Für 
eine Reihe von Fragen, die von der Lösung des Kontinuumproblems 
abhängen, werde auf SIERPINSKI [5] und die dort angegebene Literatur 
verwiesen. 

Wie schon in $9 erwähnt wurde und auf S.316ff. genauer zu erklären sein wird, 
läßt sich der Begriff der Ordnung völlig auf den der Menge zurückführen. Es 
gibt also jedenfalls auch einen Weg zum Beweis des Vergleichbarkeitssatzes, der 
formal die Theorie der Ordnung und Wohlordnung ganz und gar vermeidet; in 
der Tat ist dazu nicht einmal der volle Umweg über eine den Ordnungsbegriff 
umgehende Formulierung des Wohlordnungssatzes nötig, sondern man kann Wege 
einschlagen, die auf eine leichte Abkürzung hinauslaufen. Ein derartiger Beweis, 
dem natürlich vielmehr grundsätzliche als didaktische Bedeutung zukommt, 
soll hier noch angeschlossen werden; er ist auf den geübten Leser berechnet und 
gemäß den Bedürfnissen eines solchen dargestellt. Gleichzeitig führt der nachfol- 
gende Beweis auch in den Gedankenkreis der Kettentheorie (DEDEKINnD [2], HEsSSEN- 
BERG [8], ZERMELO [2]; vgl. auch HAusporrr [4], S. 56f.) sowie des zweiten ZER- 
MELoschen Beweises des Wohlordnungssatzes ein; esist wesentlich eine Umformung 
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dieses grundsätzlich bedeutsamen Beweises,: die uns nachstehend direkt zum Ver- 
gleichbarkeitssatz gelangen läßt!. 

M und N seien die zwei beliebigen Mengen, deren Vergleichbarkeit nachgewiesen 
werden soll; es ist also zu zeigen (S. 76), daß M einer Teilmenge von N äquivalent 
ist oder umgekehrt. Jede Abbildung einer Teilmenge M’ von M auf eine Teil- 


menge N’ von N nennen wir im folgenden eine Teilabbildung p zwischen M und N. 


und bezeichnen sie auch durch N’=g(M’). Offenbar existieren zwischen je 
zwei (von 0 verschiedenen) Mengen M und N stets Teilabbildungen, z.B. die- 
jenigen, die lediglich in gewisses Element von M einem bestimmten Element 
von N zuordnen. Sind N’=@(M’) und N” = y(M”) zwei verschiedene Teil- 
abbildungen zwischen M und N, so heiße y eine Erweiterung von ®, wenn erstens 
M’ eine eigentliche Teilmenge von M” ist und zweitens beide Abbildungen für ihren 
gemeinsamen Argumentbereich M’ übereinstimmende Bilder in N ergeben 
(so daß auch N’ eine eigentliche Teilmenge von N” ist); wir kennzeichnen die 
Tatsache, daß y eine Erweiterung von pist, durch die Schreibweise v>9 (oder 
gleichbedeutend @ C y, „p Teil von y‘‘). Eine Teilabbildung, zu der überhaupt 


noch eine Erweiterung existiert, heiße erweiterungsfähig. Enthält im besonderen - 


M” nur ein einziges nicht schon in M’ vorkommendes Element von M, so werde 
y eine einfache Erweiterung von @ genannt. 

Eine Menge ® von Teilabbildungen zwischen M und‘ N soll monoton heißen, 
wenn von je zwei verschiedenen Elementen (Teilabbildungen) aus ® stets eines eine 
Erweiterung des andern darstellt, mit anderen Worten: wenn für irgendwelche Ele- 
mente 9, und 9, aus ® stets eine (und offenbar nur eine) der Beziehungen 9, —=%3, 
%1 > 93, Pı C 93 gilt. (Es gibt also, wenn man den Begriff der Ordnung heranziehen 
will, in einer monotonen Menge eine sozusagen natürliche Reihenfolge der Elemente 
von engeren zu immer weiteren Teilabbildungen bzw. umgekehrt; daher die Bezeich- 
nung ‚monoton‘, zu der man — wie zu diesem ganzen Gedankengang — auch 
S.316f. vergleiche?.) Ein einzelnes Element p einer Menge ® von Teilabbildungen 
zwischen M und N heiße komparabel in ®, wenn es zu jedem Element y von Din 
einer der Beziehungen = y, > y, CK y steht; © ist also dann und nur dann 
monoton, wenn jedes Element von ® in ® komparabel ist. Schließlich verstehen 
wir unter der Resultante einer gegebenen monotonen Menge ® von Teilabbildungen 
zwischen M und N diejenige Teilabbildung, die jedem Element von M, das überhaupt 
in irgendeiner der Teilabbildungen aus ® herangezogen wird, das (durch sie alle 
übereinstimmend definierte) entsprechende Element von N zuordnet. 

Offenbar gibt es zu jeder Teilabbildung N’ —= @ (M’), solange weder M’= M 
noch N’= N, stets noch einfache Erweiterungen; man erhält solche, indem man 
den Zuordnungsvorschriften von @ noch die Zuordnung zwischen je einem beliebigen 
Element von M— M’ und von N— N’ hinzufügt. Wir brauchen demnach 
zum Beweis des Vergleichbarkeitssatzes nur zu zeigen, daß es unter allen mög- 
lichen Teilabbildungen zwischen M und N mindestens eine gibt, die keiner (einfachen) 


1 Die Anregung zu einem derartigen, gewissermaßen unmittelbaren Beweis des 
Vergleichbarkeitssatzes (mittels des Auswahlprinzips) verdanke ich den Herren 
H. PRÜFER und A. PLESSNER, die mir unabhängig ihre Beweisanordnungen mit- 
teilten. Aus Gründen, die lediglich mit dem Rahmen der vorangehenden Dar- 
stellung zusammenhängen, bin ich im wesentlichen der Anordnung PLESSNERS 
gefolgt, die sich naturgemäß im Kern mit derjenigen PRÜFERS berührt. 

* Die monotonen Mengen von Teilabbildungen lassen sich auffassen als be- 
sondere Vertreter einer allgemeineren Art von Mengen: nämlich der Mengen ®D 
von Teilabbildungen mit der Beschaffenheit, daß jedem Element von M, das in 
mehreren Teilabbildungen aus ® herangezogen wird, durch all diese stets das näm- 


liche Element von N zugeordnet wird. Auch der Begriff der Resultante gilt un- 
verändert für derartige allgeineine Mengen, 
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Erweiterung mehr fähig ist; jede derartige Teilabbildung ordnet dann jedem Element 
einer der gegebenen Mengen umkehrbar eindeutig je ein gewisses Element der 
anderen zu und bildet somit jene auf eine Teilmenge dieser ab. 

Zum Beweis der hervorgehobenen Behauptung legen wir zunächst — ganz wie 
beim Beweis des Wohlordnungssatzes — eine beliebige, aber von nun an fest- 
zuhaltende Auswahl ‚ausgezeichneter‘ Teilabbildungen zugrunde, indem wir uns 
zu jeder erweiterungsfähigen Teilabbildung ® irgendeine bestimmte einfache 
Erweiterung @* von @ gewählt denken; @* werde auch die Nachfolgerin von 
genannt. Eine Menge ® von Teilabbildungen zwischen M und N soll eine Kette 
heißen, wenn 


l. eine bestimmte willkürliche Teilabbildung @, in ® vorkommt!; 

2. gleichzeitig mit irgendeiner erweiterungsfähigen Teilabbildung @ aus ® 
stets auch die Nachfolgerin p* in ® vorkommt; 

3. zu jeder monotonen Teilmenge von ® stets auch deren Resultante in ® 
vorkommt. 


Aus dieser Begriffsbildung folgt unmittelbar, daß der Durchschnitt beliebig 
(endlich oder unendlich) vieler Ketten wiederum eine Kette ist. Es gibt also eine 
kleinste Kette fl, nämlich den Durchschnitt aller Ketten. Unser Ziel ist der Nach- 
weis, daß fl eine monotone Menge ist; von dieser Feststellung werden wir unmittel- 
bar zu dem gewünschten Ergebnis gelangen. Um jenes Ziel zu erreichen, über- 
zeugen wir uns, daß die Menge der in $? komparabeln Elemente selbst eine Kette 
bildet. 

In der Tat zeigt sich: 

a) Jedes von 9, verschiedene Element aus fl ist eine Erweiterung von 995? 
denn gäbe es in fl Teilabbildungen, für die das nicht zutrifft, so könnte man sie aus 
X fortlassen, ohne die Kettennatur zu beeinträchtigen, und erhielte so eine eigent- 
liche Teilmenge von $l, die immer noch eine Kette wäre — entgegen der Definition 
von £. 9@, ist also komparabel in $. 

b) Ist die beliebige erweiterungsfähige Teilabbildung 9 aus fl komparabel in $, 
so gilt das nämliche auch noch für die (in Sl gleichfalls vorkommende) Nach- 
folgerin @* von 9. Zum Nachweis dieser Behauptung genügt es zu zeigen, daß die 
Teilmenge $ derjenigen Elemente y aus 8, für die y © @ oder y 2 p* gilt, eine 
Kette ist; denn nach der Definition von $ fällt dann fl mit fl zusammen, woraus 
unsere Behauptung unmittelbar folgt. Daß nun $t zunächst die Ketteneigen- 
schaften 1. und 3. besitzt, leuchtet ohne weiteres ein. Aber auch Eigenschaft 2. 
ist erfüllt: ist nämlich y C_ @ (also y jedenfalls erweiterungsfähig), so ist auch noch 
y*C_g, da wegen der Komparabilität von @ sonst p* > gelten müßte, was 
y*D@>Dy ergäbe im Widerspruch mit der Definition von 9* (einfache Erweite- 
rung von y); ist aber y.? p*, so ist natürlich umsomehr y* I pt, vorausgesetzt 
daß y* überhaupt existiert. 

c) Ist $, eine monotone Teilmenge von $l, deren Elemente sämtlich in $ 
komparabel sind, so stellt die Resultante p von $, ein wiederum komparables 
Element von $ dar. Zum Beweis hat man nur die Elemente y von $, die Er- 
weiterungen sämtlicher Elemente von $, darstellen, von den übrigen zu unter- 
scheiden, d.h. von den Elementen y, die entweder selbst oder von denen sogar 
Erweiterungen in $£{, vorkommen; erstere sind, soweit von @ verschieden, Er- 
weiterungen von 9, für letztere stellt @ eine Erweiterung dar. 


1 Man kann für p, etwa die (uneigentliche) Abbildung der Nullmenge auf sich 
selbst wählen, oder z. B. die Nachfolgerin dieser Abbildung, die einem bestimmten 
Element von M ein bestimmtes von N zuordnet. 

2 Das versteht sich offenbar von selbst, falls man $, so wählt, wie in der 
vorigen Fußnote an erster Stelle angegeben. 
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Nach a) bis c) bilden die in $! komparabeln Elemente von ft eine Kette, die also 
(gemäß der Definition von $) mit ft zusammenfallen muß. 8 ist demnach eine 
monotone Menge, wie wir zeigen wollten. 

Schließlich ist die Resultante @* der Kette fl gemäß der Ketteneigenschaft 3. 
ein Element von $. Diese Teilabbildung ®* zwischen M und N läßt aber offenbar 
keine Erweiterung mehr zu, denn anderenfalls müßte auch die Nachfolgerin von p* 
in $ auftreten, d.h. 9* wäre nicht Resultante der Gesamtmenge ft. _* ist somit 
eine Teilabbildung, die sämtlichen Elementen einer der Mengen M und N um- 
kehrbar eindeutig Bilder in der anderen Menge zuordnet, womit der Vergleich- 
barkeitssatz bewiesen ist. 


Aufgaben. 1. Sind «, ß, y Ordnungszahlen, so läßt sich aus « < 
zwar stetsy-+a«<y + ß folgern, aber bei Umstellung der Summan- 
den gilt nur noch «+y=sß-+y (Gleichheitszeichen unentbehrlich). 
Beweis! 

2. Sind « und ß Ordnungszahlen und ist «x < ß, so besitzt die Glei- 
chung & + & = ß stets eine einzige Ordnungszahl & als Lösung, während 
die Gleichung & +& = ß entweder unlösbar sein oder auch mehrere 
(im allgemeinen sogar unendlichviele) verschiedene Lösungen aufweisen 
kann. Beweis! 

3. Man zeige (vgl. S.193), daß es zu jeder Menge von Ordnungs- 
zahlen weitere Ordnungszahlen gibt, die größer sind als jede Zahl der 
Menge! 

4. Man beweise, daß jede Menge von Ordnungszahlen bzw. Alefs 
wohlgeordnet ist, falls die Ordnungszahlen bzw. Alefs ihrer Größe nach 
angeordnet werden! 

5. Man zeige (mittels der induktiven Definition der Potenz auf S.191), 
daß für jedes endliche n stets n® = w! (Gegensatz zur Beziehung 
a )) 

6. Man beweise durch transfinite Induktion, daß für Ordnungs- 
zahlen stets gilt: af = aftr! 

7. Auf Grund des Beweises des Wohlordnungssatzes ermittle man 
diejenigen Wohlordnungen der Menge N der natürlichen Zahlen, die je 
einer der beiden folgenden Auswahlfunktionen für die Teilmengen von N 
entsprechen: 

a) In jeder von O verschiedenen Teilmenge von N gilt als ausgezeich- 
netes Element die Zahl, die den kleinsten (von 1 verschiedenen) 
Teiler — m.a. W. den kleinsten Primfaktor — besitzt. Kommen hier- 
nach mehrere Zahlen in Betracht, so hat den Vorzug die Zahl, in der 
jener kleinste Teiler in möglichst niedriger Potenz vorkommt, und 
unter etwa mehreren hiernach noch gleichberechtigten Zahlen ist die 
kleinste auszuzeichnen. 

b) In jeder von O verschiedenen Teilmenge von N gilt als aus- 
gezeichnetes Element die Zahl mit der kleinsten Anzahl von Primfak- 
toren, wobei jeder Primfaktor so oft zu zählen ist, als er in der Zahl 
vorkommt. Erscheinen hiernach mehrere Zahlen als gleichberechtigt, 
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so hat den Vorzug die Zahl, die mit dem kleinsten Faktor beginnt, 
falls man die Primfaktoren der Größe nach anordnet und für den Ver- 
gleich je zweier Zahlen von dem etwa übereinstimmenden Anfang ihrer 
Faktorenzerlegung absieht. 

Man bestimme die Ordnungszahlen der sich so ergebenden Wohl- 
ordnungen von N (vgl. zu b) die Fußnote auf S. 190) und mache sich 
klar, daß man zur Herstellung der Wohlordnung nur je einen (ver- 
schwindend kleinen) Bruchteil der durch obige Funktionen ermöglichten 
Auswahlakte benötigt! 


Viertes Kapitel. 


Erschütterungen der Grundlagen und ihre 
Folgen. 


8$ 13. Die Antinomien der Mengenlehre. 


1. Historisches. Als im vorigen Paragraphen (S. 199) von Einwänden 
die Rede war, die gegen den Wohlordnungssatz erhoben worden sind, 
mag mancher Leser den Kopf geschüttelt und sich gefragt haben: 
sind denn Einwände gegen mathematisch bewiesene Sätze möglich, 
handelt es sich denn in der Mengenlehre, die doch eine mathematische 
Disziplin ist, um Glaubenssachen und nicht vielmehr um ein durch 
logisch zwingende Schlüsse errichtetes Gebäude ? In dieser Beziehung 
muß sich der Leser allerdings zunächst mit einer Enttäuschung abfin- 
den: das Gebäude der Mengenlehre, wie wir es in seinen Umrissen bis- 
her kennengelernt haben, ist in der Tat nicht vollständig sicher und un- 
angreifbar zusammengefügt. Wir werden nämlich sehen, daß aus 
unserem bisherigen Mengenbegriff und seiner Verwendung logische 
Unstimmigkeiten, die sog. Antinomien oder Paradoxien der Mengenlehre, 
hergeleitet werden können — eine Tatsache, die an sich unsere Über- 
legungen erschüttert. Übrigens erscheinen diese Antinomien der heutigen 
Generation im allgemeinen vom mathematischen Standpunkt aus ver- 
hältnismäßig harmlos; dazu hat außer dem Umstand, daß die Wider- 
sprüche keineswegs spezifisch mathematischen Charakter tragen und 
im Grunde gar nicht so neuartig sind, psychologisch wohl auch stark 
der Erfolg beigetragen, mit dem man inzwischen die Mengenlehre 
vor den Antinomien zu bewahren gelernt hat. 

Der Widerspruch der Mathematiker, der sich in den ersten Jahren 
(und selbst Jahrzehnten) des CAntorschen Schaffens aus einem historisch 
verständlichen Mißtrauen gegenüber dem Unendlichen heraus erhoben 
hatte, war im letzten Jahrzehnt des vorigen Jahrhunderts allmählich 
beinahe verstummt, angesichts der unbestreitbar großen Erfolge der 
jungen Mengenlehre und ihrer sich mehr und mehr systematisch ge- 

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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staltenden Begründung. Da zeigte sich zur Überraschung weitester 
Kreise um die Jahrhundertwende, daß der Mengenbegriff CANTORS 
für Antinomien, wie wir sie nachstehend kennenlernen, Raum läßt. 
Obgleich der Beseitigung dieser Unstimmigkeiten große und keines- 
wegs erfolglose Bemühungen gewidmet wurden, haben doch die Anti- 
nomien wie auch andere, z. T. durch sie ausgelöste grundsätzliche 
Erwägungen seitdem manche, darunter auch ganz hervorragende 
Mathematiker veranlaßt, mehr oder minder große Teile der Mengen- 
lehre abzulehnen; auch wo ein schlechthin abweisender Standpunkt nicht 
eingenommen wurde, hat begreiflicherweise das Vorhandensein einer 
mathematischen Disziplin, die sich logische Blößen gab und in der es 
vielmehr auf subjektive Überzeugung als auf zwingend begründete 
Erkenntnis anzukommen schien, großes Unbehagen hervorgerufen. 

Die Antinomien schlugen wie ein Gewitter in die eben erst be- 
ruhigte mathematische Atmosphäre der Jahrhundertwende hinein 
und ihre Wirkung war vielfach geradezu niederschmetternd. Zwar hat 
CANTOR selbst, der um jene Zeit seine Veröffentlichungen bereits ab- 
geschlossen hatte, die Zuversicht auf das siegreiche Durchdringen 
seiner Ideen niemals aufgegeben. Aber so hervorragende und in 
mancher Hinsicht ihm geistesverwandte Forscher wie DEDEKIND und 
FREGE räumten ihre Stellung, indem jener seine bahnbrechende 
Schrift [2] lange Zeit hindurch nicht mehr neu auflegen ließ, dieser 
im Anhang seines zweibändigen Hauptwerks [2] (II, S. 253) auf 
RuSsELLs Bemerkung hin (siehe unten) eine der Grundlagen seines 
Gebäudes als erschüttert erklärte. Der Siegesflug des Unendlichgroßen 
schien infolge der Antinomien durch einen jähen Absturz beendet. 

Die wichtigsten der Versuche, die zur Rettung der Mengenlehre mit 
teils radikal-operativen, teils behutsam-konservativen Methoden ange- 
stellt worden sind, werden in den nächsten Paragraphen erörtert werden; 
dabei werden die besonderen Steine des Anstoßes, die den einzelnen 
Kritikern oder Kritikrichtungen eine Reinigung als nötig erscheinen las- 
sen, noch näher hervorzuheben sein. Zunächst sei von den Antinomien 
die Rede, die für jeden mathematischen oder auch philosophischen Stand- 
punkt gebieterisch nach einer Klärung oder Beseitigung verlangen. 


2. Die „logischen“ Antinomien (Russeir, Burauı-Fortı usw.). Bei 
der historisch und sachlich wichtigsten Klasse handelt es sich um 
Widersprüche, die daraus entstehen, daß ‚,alle Dinge‘‘ von einer 
gewissen Eigenschaft zu einer Menge vereinigt werden. Antinomien 
dieser Art können unter Verwendung spezieller oder auch ganz all- ; 
gemeiner Begriffe der Mengenlehre gebildet werden. Wir wollen mit 
einer Antinomie allgemeiner Natur beginnen, mit dem (unabhängig auch 
von ZERMELO gefundenen) Russerschen Paradoxon (siehe RUSSELL [1], 
ein in diesem Zusammenhang heute noch bedeutsames Werk). 
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Eine gegebene Menge enthält entweder sich selbst als Element 
oder sie enthält sich nicht als Element. Dieses logische (disjunktive) 
Urteil wird den meisten als unzweifelhaft richtig gelten (vgl. jedoch 
"S. 229ff.), unabhängig von der Frage, ob es wirklich Mengen beider 
Art gibt; übrigens kann man z.B. die „Menge aller Abstrakta‘“ als 
Beispiel einer Menge der ersten Art ansehen, während von der zweiten 
Art die Nullmenge ist, die gar kein Element enthält, wie über- 
haupt jede Menge, zu deren Elementen keine Menge gehört (also z. B. 
jede Menge von Früchten oder von Zahlen). Wir wollen jede Menge der 
zweiten Art für den Augenblick als eine „Normalmenge‘ bezeichnen; 
offenbar stellt ja diese zweite Art wirklich den gewöhnlichen Fall dar. 
Es sei nun M diejenige Menge, welche alle Normalmengen umfaßt; 
ist also m irgendeine Menge, die sich selbst nicht als Element enthält, 
so soll m ein Element von M sein und umgekehrt soll die Menge M 
zwar jede derartige Menge m als Element enthalten, aber keine anderen 
Elemente. Wir wollen untersuchen, ob die Menge M selbst eine Normal- 
menge ist oder nicht. 

Es werde zunächst angenommen, M sei keine Normalmenge, ent- 
halte sich also selbst als Element; dann enthält M ein Element (nämlich 
M selbst), das keine Normalmenge ist, im Widerspruch mit der Vor- 
aussetzung, wonach M nur Normalmengen enthält. Die Annahme, daß 
M sich selbst enthalte, trifft also nicht zu, vielmehr ist aus dem erziel- 
ten Widerspruch zu schließen, daß M eine Normalmenge sein muß. 
Aber auch dieses (anscheinend durch die vorangehende Überlegung 
streng bewiesene) Ergebnis führt uns zu einem Widerspruch; denn ist 
M eine Normalmenge, so gehört M zu den Mengen, die nach der Defi- 
nition von M die Elemente von M bilden, d.h. M muß ein Element von 
M sein und ist somit keine Normalmenge. Wir sind so zu einem logischen 
Widerspruch gelangt!. Die Menge M — d.i.die Menge aller Mengen, 
die sich nicht enthalten — weist demnach die Paradoxie auf, daß sowohl 
die Annahme, M enthalte sich als Element, wie auch die kontradikto- 
risch entgegengesetzte Annahme, M enthalte sich nicht als Element, 
auf einen Widerspruch führt. Die Menge M ist demnach ein in sich 
widerspruchsvoller Begriff und daher logisch unzulässig, um so mehr 
mathematisch unzulässig. Da aber in die Definition von M im wesent- 
lichen nur der Begriff der Menge eingeht, so muß dieser Begriff, auf den 
sich ja unsere gesamten Überlegungen aufgebaut haben, mindestens in 
seiner bisherigen Umgrenzung einen Widerspruch in sich bergen. 

Eine mit dieser RusseLtschen Antinomie nahe verwandte, nur 
noch einfachere Paradoxie erhalten wir, wenn wir die Menge Z aller 


1 Diese abstrakte Schlußweise wird dem Leser sogleich verständlich werden, 
wenn er versucht, sie einmal selbständig durchzudenken; er braucht nur einen 
der Fälle zu setzen, daß die Menge M entweder sich selbst als Element enthalte 
oder nicht, und wird daraus von selbst auf einen Widerspruch schließen. 
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überhaupt denkbaren Mengen betrachten. Diese Menge scheint die 
umfassendste überhaupt denkbare Menge darzustellen, in der nur Mengen 
als Elemente auftreten. Dennoch können wir im Widerspruch zu diesem 
Wesen von L leicht eine noch umfassendere derartige Menge bilden, z.B. 
dadurch, daß wir die Menge aller Teilmengen von L bilden, die nach 
Satz 3 auf S.67f. sogar eine größere Mächtigkeit besitzt als Z; wir bilden 
so paradoxerweise zu der „denkbar umfassendsten‘‘ Menge von Mengen 
eine „noch umfassendere‘“. Die Menge aller Mengen — und ebenso das 
„AU“, d.i. die Menge ‚aller Dinge‘ — erweist sich also gleichfalls als 
ein in sich widerspruchsvoller Begriff, wenn wir damit so zu operieren 
versuchen wie sonst mit Mengen. 

Wesentlicheren Gebrauch von den Begriffen und Ergebnissen 
der Mengenlehre als die bisher angeführten Paradoxien macht die 
historisch älteste Antinomie, auf die in der Literatur zuerst BURALI- 
Forri [1] im Jahre 1897 hingewiesen hat!. Es handelt sich dabei um das 
im vorigen Paragraphen (S. 1891.) betrachtete Schema der Ordnungs- 
zahlen (d.h. der Ordnungstypen der wohlgeordneten Mengen), die wir 
ihrer Größe nach angeordnet haben. Wir denken uns die Menge ge- 
bildet, die aus allen Ordnungszahlen besteht; ordnen wir die Ordnungs- 
zahlen ihrer Größe nach, so erhalten wir (vgl. S. 188) eine nicht nur 
geordnete, sondern sogar wohlgeordnete Menge, die mit W bezeichnet 
werde. Die Ordnungszahl der Menge W sei @; aus Satz 2 von S. 187 
schließt man dann, daß jede in W vorkommende Ordnungszahl kleiner 
ist als @. Die Ordnungszahl @ ist demnach in der Menge W nicht ent- 
halten; dies widerspricht aber unserer Annahme, wonach W alleOrdnungs- 
zahlen enthalten sollte. (Ebenso kommt man zu einem Widerspruch 
durch Bildung der Ordnungszahl 9 +1, .wozu nach S.134f. nichts nötig 
ist als die Hinzufügung eines beliebigen Elements hinter allen Elementen 
von W.) Auch die Menge W, die wohlgeordnete Menge aller Ordnungszahlen, 
ist also ein in sich widerspruchsvoller Begriff. 

Das nämliche gilt von der Menge K aller Kardinalzahlen; dieses 
Beispiel ist ‚insofern einfacher, als man dabei von der Theorie der 
wohlgeordneten Mengen keinen Gebrauch zu machen hat. Nach Satz 3 
von S.67f. gibt es nämlich keine größte Kardinalzahl, sondern zu jeder be- 
liebigen eine noch größere; die Menge aller Kardinalzahlen erfüllt also 
die Voraussetzung des Satzes7 von S.95, nach dem die Summe aller Kardi- 
nalzahlen von K größer ist als jede Kardinalzahl von K. Diese Summe 
wäre also größer als jede Kardinalzahl und doch gleichzeitig selbst 
eine Kardinalzahl! 

Offenbar besteht eine gewisse Verwandtschaft zwischen diesen Para- 
doxien und den Antinomien, die KAnT in der ‚Kritik der reinen Ver- 


! Diese Antinomie ist von CANToR selbst schon 1895 bemerkt und erörtert 
worden (siehe F. BERNSTEIK [2]). Zu Burauı-Forris Veröffentlichung vergleiche 
man noch Hassrköm [2]. 
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nunft““ aufgestellt hat (z.B. denjenigen, die entstehen, wenn wir die Natur 
als ein abgeschlossenes Ganzes betrachten). In der Tat lassen sich aus 
Paradoxien der angeführten Art, z. B. aus der Russerzschen, ähnliche 
ableiten, in denen der Mengenbegriff überhaupt nicht mehr vorkommt 
und die mit Mathematik gar nichts zu tun haben. Erwähnt sei z.B. 
die folgende (ebenfalls von RUSSELL angegebene): Ein Begriff möge 
„prädikabel‘‘ heißen, wenn er von sich selbst ausgesagt werden kann; 
so ist der Begriff ‚abstrakt‘ sicherlich abstrakt, ‚abstrakt‘ ist also 
ein prädikabler Begriff. Im andern Fall dagegen, wo ein Begriff nicht 
von sich selbst ausgesagt werden kann, soll der Begriff als ‚imprädikabel“ 
bezeichnet werden; so ist z. B. der Begriff „konkret“ imprädikabel, 
denn er ist wie jeder Begriff abstrakt, also nicht konkret. ‚‚Prädikabel“ 
und ‚imprädikabel“ sind demnach (kontradiktorische) Gegensätze; 
jeder Begriff ist, so sollte man meinen, entweder prädikabel oder im- 
prädikabel!. Wir wollen nun untersuchen, ob der Begriff ‚imprädi- 
kabel‘ prädikabel oder imprädikabel ist. Angenommen, er sei ein 
prädikabler Begriff, d.h.es gelte das Urteil: „imprädikabel‘ ist im- 
prädikabel; dann ist damit gleichzeitig das Gegenteil der Annahme, 
wonach der Begriff prädikabel sein sollte, .ausgesagt; diese Annahme 
muß also falsch sein. Damit scheint bewiesen, daß ‚„imprädikabel“ 
ein imprädikabler Begriff ist. Aber auch .dieses Urteil enthält einen 
Widerspruch; denn es besagt ja gerade, daß der Begriff ‚imprädikabel“ 
von sich selbst ausgesagt werden kann, also prädikabel ist. Der Begriff 
„imprädikabel“ ist also in ganz ähnlicher Weise mit einem Widerspruch 
behaftet wie der Begriff der Menge aller Mengen, die sich nicht enthalten. 


Es ist leicht, ähnliche in sich widerspruchsvolle Begriffe wie ‚im- 
prädikabel‘ zu bilden (vgl. besonders GRELLING-NELSON [1]) und da- 
mit den Stein des Anstoßes, den die Menge aller sich nicht selbst 
enthaltenden Mengen darstellt, vom mathematischen aufs logische Ge- 
leise zu verschieben. Letzten Endes ist übrigens die Bildung derartiger 
Antinomien schon einige Jahrtausende alt und ganz gewiß nicht der 
Mengenlehre zur Last zu legen; hängen sie doch eng zusammen mit ge- 
wissen Paradoxien der griechischen Sophisten?. 


1 Vgl. indes S. 229#f. 

2 Vgl. (namentlich für historische Nachweise) Rüstow [1]; man findet dort 
(S. 130#f.) auch ein ausführliches Verzeichnis der älteren Literatur zu den Anti- 
nomien der Mengenlehre, Der Titel „Der Lügner“ ist von dem Kreter Epimenides 
hergenommen, der erklärt: „ich lüge“ und der damit diese seine Behauptung 
einem endlosen Hin und Her zwischen Falsch und Nichtfalsch preisgibt. Man 
vergleiche hierzu noch Lıprs [2] und UrBach [2]. Verwandte, z. T. ebenfalls 
aus dem Altertum stammende Paradoxien findet man z. B. bei LiETZMANN 
[1]. In diesem Zusammenhang sei auch an die Scherzdefinition des Dorfbarbiers 
erinnert als „‚des Mannes im Dorf, der all die Männer im Dorf rasiert, welche sich 
nicht selbst rasieren‘ und es daher immer verkehrt macht, mag er sich selbst 


rasieren oder nicht. 
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3. Die „epistemologischen‘‘ Antinomien (RıcHarp usw.). Die Anti- 
nomie des „Lügners‘ unterscheidet sich von den vorher betrachteten 
u. a. darin, daß in die früheren Antinomien lediglich Begriffe 
der formalen Logik (wie „alle“) und der Mathematik eingehen, 
während beim „Lügner“ auch Hilfsmittel der Logik im weiteren . 
Sinn herangezogen werden. Derartige Überlegungen, bei denen Sprache 
und Ausdrucksweise, Definierbarkeit, Symbole usw. eine Rolle 
spielen, bezeichnet man heute vielfach als ‚epistemologisch‘“. Anti- 
nomien, die wesentlich durch derartige epistemologische Momente zu- 
stande kommen und denen die früher betrachteten als ‚logische‘ gegen- 
übergestellt werden mögen, sind auch in eigentlich mathematischem 
Zusammenhang, zuerst wohl von RICHARD [1] und [2], gebildet wor- 
den und haben hier gleichfalls Aufsehen und Beunruhigung erregt — 
freilich wohl nicht ganz mit dem gleichen Recht wie die „logischen“ 
Antinomien. 

Eine besonders einfache Form der epistemologischen Antinomien 
mathematischer Prägung ist die folgende: Für jede vorgelegte natür- 
liche Zahl n gibt es „Schriftnamen“ in deutscher Sprache, d.h. schrift- 
lich mit einer endlichen Anzahl von Zeichen (Buchstaben, Zahlen usw.) 
ausdrückbare eindeutige Kennzeichnungen oder ‚Definitionen‘. Unter 
den Schriftnamen von n gibt es einen oder mehrere mit einer möglichst 
geringen Anzahl von Zeichen; wir nennen jeden solchen Schriftnamen _ 
einen ‚kürzesten‘ Schriftnamen von n. Denken wir uns zu jeder natür- 
lichen Zahl einen ihrer kürzesten Schriftnamen notiert, so können wir die 
Zahlen in eine besondere Liste eintragen, deren kürzeste Schriftnamen 
weniger als tausend Zeichen umfassen, und so ‚die Menge aller mit 
weniger als tausend Zeichen definierbaren natürlichen Zahlen‘ bilden; 


es gibt natürlich nur endlichviele solche Zahlen, da ja überhaupt nur 


endlichviele verschiedene Verbindungen von weniger als tausend der 
üblichen Zeichen existieren (vgl. auch S. 6). Unendlichviele natür- 
liche Zahlen bleiben also außerhalb jener Liste und unter ihnen gibt 
es (wie in jeder Menge von natürlichen Zahlen) eine kleinste m; m ist 
hiernach eindeutig bestimmt als die kleinste natürliche Zahl, in deren 
sämtlichen Schriftnamen jeweils mindestens tausend Zeichen vorkommen. 
Mit den soeben durch Kursivdruck hervorgehobenen Worten wird aber 
für m ein Schriftname angegeben, der weniger als tausend Zeichen 
umfaßt; so ist ein Widerspruch für m hergeleitet. i 

“ Eine andere Ausprägung des Gedankens, aus dem Begriff der „end- 
lichen Bezeichnung oder Definition‘ Antinomien herzuleiten, steht in . 
engem Zusammenhang mit der Anwendung des Diagonälverfahrens zur 
Untersuchung der Mächtigkeit des Kontinuums (S. 46ff.). Die Menge 
aller mit je endlichvielen Zeichen in deutscher Sprache definierbaren 
Dezimalbrüche ist sicherlich abzählbar. Denn mit einer festen Anzahl von 
(gleichen oder verschiedenen) Zeichen können ja immer nur endlichviele ' 
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Begriffe überhaupt, um so mehr nur endlichviele Dezimalbrüche eindeu- 
tig festgelegt werden; denkt man sich also der Reihe nach alle mit 
1,2,3,... Zeichen definierbaren Dezimalbrüche hintereinander ange- 
schrieben und etwa öfters auftretende reelle Zahlen bei jeder Wieder- 
holung gestrichen, so erhält man eine gewisse Abzählung sämtlicher 
endlich definierbaren Dezimalbrüche (vgl. die Abzählung der Menge 
der algebraischen Zahlen, S. 36ff.). Auf Grund dieser Abzählung läßt 
sich nach dem Diagonalverfahren gemäß dem Hilfssatz von S. 45 leicht 
ein ganz bestimmter Dezimalbruch D angeben, der in der Abzählung 
nicht vorkommt, also nicht endlich definierbar sein soll. Wir haben 
aber soeben eine Definition für D angegeben, die sich nur endlich- 
vieler Zeichen bedient, sogar mit wenigen Zeilen auskommt! 

Die im vorigen Absatz verwendete Idee gestattet noch weitere“ 
Ausdehnung. Zunächst sind vorstehend keinerlei besondere Eigen- 
schaften der Dezimalbrüche benutzt worden; die verwendete Abzäh- 
lungsmethode gilt vielmehr für die endlichen Kennzeichnungen irgend- 
welcher Begriffe. Ferner wird man wohl unvermeidlich den Stand- 
punkt einnehmen müssen, daß jeder überhaupt eindeutig festlegbare 
(und somit von allen anderen Begriffen unterscheidbare) Begriff ‚‚end- 
lich festlegbar‘‘ ist; zu anderen als endlichen Kennzeichnungen ist 
der Mensch ja wohl nicht fähig. Demnach hätte man, wenn man 
sich diese nicht sehr zwingende Argumentation zu eigen machen will, 
die Gesamtheit aller Begriffe überhaupt (um so mehr die Menge aller 
Dezimalbrücheoder aller reellen Funktionen) als nur abzählbar unendlich 
zu betrachten — in völligem Gegensatz zum Diagonalverfahren CANTORS 
und dem daraus fließenden Satz 1 des $5 (S. 48)!! 

Zu den epistemologischen Antinomien, denen wir später weniger 
Beachtung schenken als den logischen, sei vorweg bemerkt: Ein wesent- 
licher und bei ihrer Aufstellung nicht genügend beachteter Umstand liegt 
jedenfalls darin, daß der Begriff ‚endlich definierbar‘ oder „mit höch- 
stens n Zeichen definierbar‘‘ nicht absolut, sondern wesentlich abhängig 
ist von den dabei erlaubten Bezeichnungsweisen und daß die Unterschei- 
dung erlaubter und unerlaubter Bezeichnungsweisen (wie überhaupt 
jede Klassifikation) bei unendlichen Gesamtheiten viel wesentlicheren 
Schwierigkeiten begegnet als bei endlichen. Im übrigen werde auf 
die nachfolgenden Literaturangaben und namentlich auf den Anfang 
von $15 (S.247 ff. und 257 ff.) verwiesen. 

Dem vermeintlichen Widerspruch zwischen CAnToRs Diagonalver- 
fahren und der Rıcuarpschen Antinomie von den Dezimalbrüchen seien 


1 Vielleicht ist die Bemerkung nicht ganz überflüssig, daß die Frage der 
endlichen Darstellbarkeit nur sinnvoll ist für eine Gesamtheit von Dingen, zu 
deren Bezeichnung ein und dasselbe Zeichensystem verwendet werden soll. 
Für ein einzelnes Ding ist die endliche Darstellbarkeit völlig trivial, man kann 
z.B. ein willkürliches Zeichen wählen. 
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im Anschluß an PoıncAr£ [4] noch einige klärende Bemerkungen an- 
gefügt. Beide Behauptungen sind richtig, der Widerspruch ist nur ein 
scheinbarer. CAntorRs Beweis ($. 46f.) zeigt ja nur die Unmöglichkeit 
einer Zuordnung zwischen den natürlichen Zahlen und den unendlichen 
Dezimalbrüchen von folgender Art: einer gegebenen Zahl entspricht ein 
Dezimalbruch, der durch jene völlig festgelegt ist und von vornherein 
bestimmt werden kann; ebenso wird umgekehrt jedem vorgelegten 
Dezimalbruch eine von ihm allein abhängige, in derselben Weise 
festlegbare Zahl zugeordnet. Dieser Charakter der Zuordnung drückt 
namentlich aus, daß durch die Vorschrift, wonach einer bestimmten 
Zahl (etwa der Zahl 1000) ein gewisser Dezimalbruch zugehört, sich 
nichts mehr ändern kann an den Zuordnungen zwischen allen Zahlen 
unter 1000 und den ihnen entsprechenden Dezimalbrüchen (wie über- 
haupt an allen anderen Zuordnungsvorschriften). Eine Zuordnung 
dieser Art ist nach CANTOR unmöglich, wenn man die Menge aller 
Dezimalbrüche der der ganzen Zahlen gegenüberstellt; es bleiben viel- 
mehr immer Dezimalbrüche übrig, denen keine ganze Zahl entspricht. 

Von durchaus anderer Art ist die Zuordnung, um die es sich bei 
RICHARD handelt. Hat man hier den ganzen Zahlen die dem ersten 
Anschein nach ‚endlich definierbaren‘‘ Dezimalbrüche zugeordnet, so 
zeigt sich alsbald, daß noch nicht alle Dezimalbrüche erfaßt sind; näm- 
lich jedenfalls noch nicht diejenigen, in deren Definition die soeben her- 
gestellte Zuordnung ihrerseits etwa unvermeidbar eingeht (z.B.nachdem 
Diagonalverfahren). Nimmt man diese „neuen“, jetzt ebenfalls endlich 
definierbaren Dezimalbrüche hinzu, so bleibt RicHARDs Beweis immer 
noch gültig, also auch die vergrößerte Menge von Dezimalbrüchen noch 
abzählbar. Um aber all diese Dezimalbrüche den natürlichen Zahlen 
zuzuordnen, muß man natürlich die alte Zuordnung zerstören und an ihre 
Stelle eine von Grund auf neue setzen, die einem beliebigen Dezimal- 
bruch jetzt im allgemeinen eine andere Zahl-entsprechen läßt als vor- 
her; der Sachverhalt ist genau entsprechend, wie man zwecks Zuordnung - 
der rationalen zu den natürlichen Zahlen (S. 31) nicht etwa von einer Zu- 
ordnung zwischen den ganzen Zahlen und den natürlichen wie auf S.29 
ausgehen kann, um hieran eine Ergänzung anzuflicken, sondern die 
alte Zuordnung total auflösen und durch eine völlig neue ersetzen 
muß. Man ist freilich mit der angegebenen Vervollständigung der 
RıcHArpschen Zuordnung noch nicht am Ende angelangt, sondern 
sieht jetzt die erst mittels der newen Zuordnung definierbaren Dezi- 
malbrüche noch unbewältigt vor sich auftauchen; um auch sie noch 
in eine Abzählung mit einzuordnen, ist abermals eine von Grund auf 
neue Zuordnung zu konstruieren. Usw. CANnTors Satz von der Nicht- 
abzählbarkeit der Menge aller Dezimalbrüche besagt somit nichts anderes, 
als daß dieses Verfahren sich endlos fortsetzen läßt, ohne jemals zu 
einem Abschluß zu gelangen; jeder neue Versuch, durch Herstellung 
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einer nunmehr ausreichenden Zuordnung endgültig der Hydra den 
Kopf abzuschlagen, zeitigt automatisch das Erscheinen mindestens eines 
neuen Kopfes. 

Die Wesensverschiedenheit der Verfahren, mit denen einmal CAnToR, 
das andere Mal die (unbegrenzt fortgesetzt gedachte) Methode RICHARDS 
die Dezimalbrüche klassifiziert (nämlich in solche, die zu irgendwelchen 
Zahlen zugeordnet sind, und in übrigbleibende, bzw. in „‚definierbare‘ 
und ‚‚andere‘), mag durch folgenden rohen, aber doch wohl klärenden 
Vergleich veranschaulicht werden. Vor uns liege ein Haufen verschieden 
langer Zündhölzchen und zwei leere Zündholzschachteln, in die jene 
Hölzchen der Reihe nach, wie man sie eben in die Hand bekommt, ein- 
geordnet werden sollen. Besteht die Klassifikationsvorschrift darin, daß 
in die erste Schachtel die Hölzchen mit einer Länge bis5 cm, in die zweite 
alle längeren gelegt werden sollen, so hat man den CAnTorschen Fall; auf 
Grund der Vorschrift steht von jedem beliebigen Hölzchen von vorn- 
herein fest, in welcher Schachtel es schließlich landen wird. Ist dagegen 
vorgeschrieben, daß im allgemeinen zwar (in einer nach Belieben noch 
zu präzisierenden Weise) beide Schachteln möglichst gleichmäßig 
an die Reihe kommen sollen, daß aber die Durchschnittslänge der 
Hölzchen in der ersten Schachtel jederzeit kleiner sein solle als in der 
zweiten, so hat man eine Klassifikation von der Art der RıcHArDschen 
Zuordnungen in ihrer Gesamtheit; manchem schon in die erste Schach- 
tel gelegten Hölzchen wird es passieren, nachträglich in die andere 
hinüberwandern zu müssen, weil es sich angesichts der nach ihm in 
die erste Schachtel hinzugekommenen Hölzchen als zu lang erweist — 
und umgekehrt. e 

Eine ganz andersartige, erst in jüngster Zeit von SKOLEM hervor- 
gehobene Paradoxie steht gleichfalls in einem gewissen Zusammenhang 
mit der Antinomie von RICHARD; sie knüpft indes speziell an den axio- 
matischen Aufbau der Mengenlehre an und kann daher erst an späterer 
Stelle (S.333) Besprechung finden. 


Im Anschluß an die Antinomien sei noch das folgende zu einem Widerspruch 
führende Verfahren erwähnt (vgl. Weyı [3], S. 86, und [4], S.41). Wir denken 
uns auf eine möglichst umfassende Weise den Begriff „Eigenschaft einer natür- 
lichen Zahl‘ logisch umgrenzt und bezeichnen die „Gesamtheit aller Eigen- 
schaften natürlicher Zahlen‘ mit M. Zu M gehört z. B. die Eigenschaft „x ist 
gerade‘, die durch €, (x) bezeichnet werde. Weiter betrachten wir Eigenschaften 
von Eigenschaften natürlicher Zahlen; z.B. „es gibt unendlichviele natürliche 
Zahlen x von der Eigenschaft € (z)“, was mit 7, (€) bezeichnet werde. Die 
„Eigenschaft zweiter Stufe‘ %, kommt z. B. der vorhin angeführten Eigenschaft 
„erster Stufe‘ €, zu, da es unendlichviele gerade Zahlen gibt. Dasselbe gilt 
z. B. für die Eigenschaft %, (€): „es gibt nur eine Primzahl # von der Eigenschaft 
€“, falls man €, für € einsetzt. 

Wir definieren nun eine Eigenschaft &, (x) natürlicher Zahlen unter Bezug- 
nahme auf die Gesamtheit M folgendermaßen: die Eigenschaft €, kommt der 
natürlichen Zahl x dann und nur dann zu, wenn x mindestens &ine Eigenschaft € 
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aus M besitzt, die ihrerseits von einer bestimmten Eigenschaft (zweiter Stufe) 
% (€) ist. Wählen wir hierfür etwa die im vorigen Absatz erklärte Eigenschaft 
%, (€), so drückt die Eigenschaft €, (x) aus: „x besitzt mindestens eine Eigen- 
schaft & (x) aus M, die nur @iner Primzahl zukommt.‘ Danach ist die spezielle 
Eigenschaft €, auf Grund der Gesamtheit M aller Eigenschaften natürlicher 
Zahlen definiert; denn um festzustellen, ob x die Eigenschaft €, hat, muß man 
nötigenfalls alle Eigenschaften von M darauf nachprüfen, ob eine unter ihnen 
von der gewünschten Art ist. Es ist dann klar, daß die Eigenschaft €, (#), die 
erst mittels der Gesamtheit M zu charakterisieren ist, nicht mit einer der Eigen- 
schaften aus M identisch im gewöhnlichen Sinn, d. h. sinnesgleich sein kann 
(wenn auch wohl gegebenenfalls umfangsgleich). Der Begriff der Gesamtheit aller 
Eigenschaften von natürlichen Zahlen ist also unscharf und führt auf Wider- 
sprüche. 

Dieselbe Betrachtung läßt sich auf die Eigenschaften rationaler Zahlen an- 
wenden. Sei N eine möglichst umfassend definierte ‚Gesamtheit aller Eigen- 
schaften rationaler Zahlen“. Zu N gehört dann z.B. die Eigenschaft € (x): 
„für die rationale Zahl x ist x? > 2“. Ein Beispiel einer Eigenschaft von Eigen- 
schaften rationaler Zahlen ist die folgende %° (€): ‚‚es gibt unter den Zahlen mit 
der Eigenschaft ® (x) kein Minimum“. Diese Eigenschaft zweiter Stufe %° (€) 
kommt z. B. der genannten Eigenschaft erster Stufe €’ zu; denn unter den ratio- 
nalen Zahlen > 2 gibt es keine kleinste. Schließlich definieren wir wiederum 
eine Eigenschaft erster Stufe &*(x) durch Bezugnahme auf die Gesamtheit N 
der Eigenschaften erster Stufe: die Eigenschaft &* soll der rationalen Zahl x 
dann und nur dann zukommen, wenn x mindestens eine Eigenschaft € aus N 
besitzt, die ihrerseits von einer bestimmten Eigenschaft (zweiter Stufe) % (€) ist. 
Nehmen wir %° als Beispiel, so bedeutet €* (x): ‚x besitzt mindestens eine Eigen- 
schaft € (x) aus N von solcher Art, daß es unter den rationalen Zahlen x von der 


Eigenschaft € (x) kein Minimum gibt‘. Diese recht abstrakte Gedankenfolge wird ° 


anschaulicher, wenn wir im Sinne der beiden nächsten Paragraphen (besonders 
S.233 und 254) Eigenschaften rationaler Zahlen als Mengen solcher, d.h. als 
reelle Zahlen, und demgemäß Eigenschaften von Eigenschaften reeller Zahlen 
als Mengen reeller Zahlen (oder als reelle Zahlen ‚zweiter Stufe‘‘) auffassen. 


4. Zur Aufklärung der Antinomien im allgemeinen. In den drei 
Jahrzehnten die seit der Entdeckung der ersten Antinomien der 
Mengenlehre verflossen sind, hat sich an die Antinomien eine sehr 
reichhaltige und gerade neuerdings wieder anschwellende Literatur 
zunächst von mathematischer, später auch besonders von philo- 
sophischer Seite geknüpft; eine Literatur, die keineswegs etwa zu 
übereinstimmenden Ergebnissen gelangt und übrigens von sehr ver- 
schiedenem Werte ist. Es seien neben den schon oben erwähnten noch 
die folgenden Arbeiten (in wesentlich zeitlicher Aufeinanderfolge) ge- 
nannt, wobei hinsichtlich der älteren Literatur eine Beschränkung auf 
die historisch, sachlich oder wegen der Literaturangaben bedeutsameren 


Arbeiten getroffen ist: HoßBson [1] und [21] (88 194 ff. der 2. Aufl.), 


SCHOENFLIES [11I] (S.26ff. und 38£.), [2], [5] und [6], KorseLr [1] und 
[4], HESSENBERG [3] (bes. Kap. 23 und 24) und [6], BorEL [2] (enthält 
in Note IV mehrere ältere einschlägige Aufsätze), LEvı [2], RusseLr [3], 
POIncARE [3] und [5], UrBacH [1], WEyL [2], DINGLER [1] und [2], 
SAMUEL [1], HAGSTRÖM [1], J. Könıs [5], ENRIQUES [2], MIRIMANOFF 
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[1] und [2], RicHARD [3], BRoDEN [2]—[5], Cuwistek [1], Lıpps [1] 
und [3], BEHMANN [2], Fınster [1] und [4], PETZOLDT [1], DiEck [1], 
HoRAK [1], LAnGer [1], RAmsey [1], HÄRLEN [1]. (Man vergleiche auch 
einige der Verweise in den drei nächsten Paragraphen.) Ein wesentlicher 
Teil dieser Untersuchungen sucht die Lösung der Widersprüche nicht so ° 
sehr in einer Korrektur der mathematischen Methoden der CAntorschen 
Mengenlehre als vielmehr in einer logischen Kritik der verwendeten 
Begriffe und Schlüsse. Leider kann, ähnlich wie bei anderen logischen 
und erkenntniskritischen Problemen, keine Rede davon sein, daß die 
in dieser Tendenz geführten Untersuchungen zu endgültigen und allgemein 
überzeugenden Ergebnissen gelangt wären oder auch nur zu solchen, die 
wenigstens untereinander einigermaßen übereinstimmten. Vielfach sind 
im Gegenteil Irrtümer oder grobe Mißverständnisse offensichtlich. Hin- 
sichtlich der epistemologischen Antinomien wird wohl (vgl. auch S. 262f.) 
die Meinung berechtigt sein, daß ihre Klärung zu einem wesentlichen 
Teil außerhalb der Mathematik zu suchen ist. 

Schon dem flüchtigen Betrachter wird aufgefallen sein, welch 
wesentliche Rolle sowohl in den logischen als auch in den epistemo- 
logischen Antimonien die Rückbeziehung auf sich selbst spielt (auch 
schon im ‚Epimenides‘‘); von diesem Angelpunkt aus werden wir zu 
Beginn des $15 die Antinomien anpacken und in gewissem Sinne 
bewältigt sehen. 

Gleichviel aber ob die Logik zu einer eindeutigen und unbestrittenen 
Lösung derartiger Schwierigkeiten gelangen mag oder nicht: der Mathe- 
matiker wird jedenfalls mit Recht fordern, daß innerhalb der Mathe- 
matik nur solche Hilfsmittel aus der Logik benutzt und nur solche 
Begriffe gebildet werden, die eine Gefährdung nach Art der Anti- 
nomien nicht zu befürchten brauchen — mag auch ein solcher An- 
spruch vielleicht nur durch eine Verengerung des mathematischen 
Gebietes zu erkaufen sein. Dieser Forderung wird durch den bisher 
dargestellten, auf CAnToR (namentlich [12]) zurückgehenden Aufbau der 
Mengenlehre nicht genügt, wie die der Mengenlehre angehörigen Anti- 
nomien beweisen. Insbesondere zeigt die Russeische Antinomie der 
Menge M aller sich nicht enthaltenden Mengen, bei der keine höheren 
Hilfsmittel der Mengenlehre herangezogen werden, daß die (oder 
mindestens eine) schwache Stelle schon ganz im Beginn des Auf- 
baus der Mengenlehre liegen muß: nämlich in der Definition des 
Mengenbegriffs (S. 4), der allein bei der Bildung der, Menge M be- 
nutzt wird. Er 

Obgleich es nicht endgültig gelungen ist, CAnToRs Definition der 
Menge durch eine bessere, die Antinomien ausschließende zu ersetzen, 
sind doch mit Erfolg einige Wege beschritten worden, die eine einwand- 
freie Begründung der Mengenlehre ermöglichen, freilich mehr ‚oder 
weniger auf Kosten ihres äußeren Umfangs und damit auch z. T. ihrer 
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Tragweite. Die drei wichtigsten dieser Wege wollen wir in den 
nächsten Paragraphen näher kennenlernen. Sie sind untereinander 
scharf unterschieden und sogar gegensätzlich, und zwar nıcht allein 
hinsichtlich der Methode, mit der sie den Antinomien begegnen; nament- 
- lich beim ersten dieser Wege sind die Antinomien durchaus Nebensache 
und höchstens als ein auslösendes Moment zu werten. Vielmehr haben 
wir es mit ganz tiefgehenden Verschiedenheiten in der mathematischen 
Weltanschauung, wenn der Ausdruck erlaubt ist, zu tun; in der Tat 
berühren die hiermit aufgerührten Diskussionen die Grundlagen der 
Mathematik und z. T. auch der Logik an ihren Wurzeln. Man kann 
insofern mit Recht vom Ausbruch einer (früher höchstens schlei- 
chenden, nun aber akuten) Krise in den Grundlagen der Mathematik 
sprechen. 

In der vorangehenden Darstellung der Mengenlehre CAnTors sind 
übrigens, wie ausdrücklich hervorgehoben sei, paradoxe Begriffsbildun- 
gen durchweg vermieden worden; namentlich ist-der Mengenbegriff in 
Wirklichkeit nicht so allgemein, wie es die Definition auf S. 4 gestattete, 
sondern erheblich vorsichtiger (eingeschränkter) zur Verwendung ge- 
kommen (vgl. besonders S. 204). Tatsächliche Einwände gegen die 
Richtigkeit der in den bisherigen Kapiteln dargestellten Mengenlehre 
CANTOoRs sind also nicht zu erheben, solange man bloß den Kreis der in 
diesem Paragraphen behandelten sog. „klassischen‘‘ Antinomien ins 
Auge faßt. 


$ 14. Der Intuitionismus, besonders BROUWER!. 


1. Das Unendliche als Gefahrenquelle. Es ist nicht zufällig, daß gerade 
auf dem Boden der Mengenlehre die Mathematiker mit den Antinomien 
zusammengestoßen sind; ist es doch die begriffliche Berührung mit dem 
Unendlichen, die diese Widersprüche wie auch viele Antinomien der 
älteren Philosophie gezeitigt hat, und gerade die Mengenlehre hat ja 
unter allen mathematischen Fachgebieten die Eroberung des Unend- 
lichen am weitesten getrieben. Indes ist sie hierin von ihren Schwester- 
disziplinen nur quantitativ, nicht qualitativ verschieden; keine von 
ihnen vermeidet die Berührung mit dem Unendlichen und mit Recht 
hat neuerdings sogar ein besonders behutsam eingestellter Forscher 
das Wort geprägt: ‚Die Mathematik ist die Wissenschaft vom Unend- 
lichen‘ (Weyr [6], S.]). 

Will man auf möglichst radikale Weise den Antinomien zu Leibe 


gehen und so auch gleichzeitig einem etwa künftigen Auftreten neuer ° 


und andersartiger Widersprüche ein für allemal einen Riegel vorschie- 


1 Dieser und der nachfolgende Paragraph, welche beide die vorangehenden und 
auch die später folgenden Abschnitte an Schwierigkeit erheblich übertreffen, 
können bei der erstmaligen Lektüre allenfalls überschlagen oder nur flüchtig 
durchblättert werden. 
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ben, so wird man also die Berührungen und Spannungen mit dem Un- 
endlichen, wo immer sie in der Mathematik auftreten, näher zu unter- 
suchen und die bisherigen Lösungen der dabei aufgetretenen Schwierig- 
keiten kritisch zu durchmustern haben. Umgekehrt: wenn man — wie 
die jetzt zu schildernden intwitionistischen. Strömungen — die bis- 
herigen Lösungen der Schwierigkeiten, die mit dem Unendlichen in 
der Mathematik verknüpft sind, als ungenügend ansieht und neue an 
ihre Stelle setzt, welche, wenn auch auf Kosten der Reichweite der mathe- 
matischen Methoden, die bestehenden Spannungen mildern und aus- 
gleichen sollen, so wird damit sozusagen als Nebenprodukt auch eine 
Rettung der gefährlichen Lage auf den vorgeschobenen Posten der 
Mengenlehre abfallen. 

Innerhalb der Mengenlehre ist, wie wir später noch ausführlich er- 
örtern (S. 325—332) und wie man u.a. aus dem Auftreten des Diago- 
nalverfahrens‘bei der Bildung charakteristischer Antinomien (S. 215) 
entnehmen kann, die weitesttragende und auch am meisten gefahr- 
drohende Methode die Bildung der Potenzmenge (vgl. S. 67ff.), deren 
Tragweite sich ja wesentlich auf das Diagonalverfahren stützt. 
Ein spezieller und zwar der allereinfachste Fall der Potenz- 
mengenbildung (bei unendlichen Mengen) greift aber weit über den 
Problembereich der Mengenlehre hinaus und schafft vielmehr das 
Operationsfeld, auf dem sowohl die Analysis wie die Geometrie ihre 
Entwicklungen ausführen: nämlich der Fall, wo die Ausgangsmenge 
die der natürlichen Zahlen, die Potenzmenge also das Kontinuum 
oder (arithmetisch gesprochen) die Gesamtheit der reellen Zahlen 
darstellt (S.109f.). Schließlich ist aber hierbei nicht nur die Konstruk- 
tionsmethode, die als Endprodukt das Kontinuum liefert, sondern 
auch schon die Ausgangsmenge der Konstruktion, also die Gesamtheit 
der natürlichen Zahlen, ganz und gar von unendlichem Charakter; sie 
ist die Domäne der reinen Arithmetik. Mit den zwei genannten Be- 
griffen haben wir nun gerade die beiden gähnenden Abgründe vor uns, 
deren Überwindung, seitdem es wissenschaftliche Mathematik gibt, 
die unerläßliche Vorbedingung für die mathematischen Konstruktionen 
und Beweise darstellt. Zur Überwindung dieser Abgründe hat man sich 
bald, wenn es bloß auf vorläufige ungestüme Erkundung der Gipfelregio- 
nen ankam, mit nur schwachen Schneebrücken und kühnen Sprüngen be- 
gnügt, bald — so in den Zeiten methodischen Aufbaus — die sorgsameren 
und vorsichtigeren Sicherungsmethoden einer wissenschaftlichen Seil- 
und Wegbautechnik verwandt, um den Aufstieg nach oben ein für alle- 
mal zu befestigen. 

Diese beiden Abgründe sind es denn auch, denen die Aufmerksam- 
keit des Intuitionismus in erster Linie gilt; die mit den entlegeneren 
Pfaden der Mengenlehre verbundenen Gefahren werden dabei mit- 
getroffen, bilden aber nicht eigentlich das Ziel der kritischen Unter- 
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suchung. Das Ergebnis ist so radikal, daß es zu einer vollen und weit- 
gehend zerstörenden Umwälzung innerhalb der modernen Mathematik 
führt, wobei freilich den Intuitionisten das Zerstörte als von innen 
heraus längst brüchig und nicht erhaltenswert erscheint. Was namentlich 
jene beiden Gefahrpunkte betrifft, so wird die Überwindung des einen, 
dem Reich des Endlichen benachbarten Punktes, der die Gesamtheit 
der natürlichen Zahlen betrifft, sozusagen nicht gelehrt, sondern postuliert, 
nämlich als das nicht weiter zu begründende methodische Fundament 
aller Mathematik hingestellt; hierüber sind allerdings die Auffassungen 
nicht einheitlich, entsprechend den untereinander abweichenden Ant- 
worten der intuitionistischen Gruppen auf die Frage, ob denn die Ge- 
samtheit der natürlichen Zahlen wirklich als ein festes, abgeschlossenes 
Ganzes oder nur als ein offener, stets im Werden begriffener Prozeß 
zu wertenist. Den anderen und schlimmeren Gefahrpunkt dagegen, der im 
Begriff des Kontinuums gelegen ist, erklärt der Intuitionismus als in 
einem eigentlich fruchtbaren Sinn nicht überwindbar; damit werden 
die vom Kontinuum entscheidend abhängigen Teile der Analysis und 
Geometrie aus dem mathematischen Gesamtkörper abgestoßen, wenn 
auch dem Kontinuum für sich selbst als einem ‚Medium freien 
Werdens‘“ eine recht kümmerliche Existenz noch zugestanden wird. Die 
ungestüme und doch zur wahren Befruchtung der Mathematik unent- 
behrliche Naturkraft des Unendlichen ist für diese Auffassung durch 
die Eindämmungsmethoden vorı WEIERSTRASS, die man für endgültig 
hielt, nur scheinbar gezähmt!; in Wirklichkeit habe sie wenig von ihrer 
Wildheit eingebüßt und sei auch in der Tat als Ganzes nicht beherrsch- 
bar, sondern dürfe nur in sorglich abgemessenen und überprüften 
Teildosen herangezogen werden. Es geht also bei der Revolution 
der Intuitionisten gegen die ‚klassische‘ Mathematik, wie sie 
namentlich in der zweiten Hälfte des vorigen Jahrhunderts ihre 
Ausbildung und Vollendung erfahren hat, nicht bloß um eine 
kleine, auf die exponierte Provinz der Mengenlehre beschränkte 
Grenzberichtigung zuungunsten des mathematischen Reiches; viel- 
mehr wird der Angriff in die blühendsten und vor jeder Gefähr- 
dung sich sicher dünkenden Gefilde dieses Reiches getragen. Würde 
er endgültig glücken, so bliebe, abgesehen von gewissen eng um- 
grenzten Gebieten (namentlich der Arithmetik im engeren Sinn), 
von der gegenwärtigen Mathematik nur ein ungeheurer Trümmer- 
haufen übrig, aus dem wohl erst durch die Arbeit von Gene- 
rationen neue einigermaßen wohnliche (und den alten jedenfalls an 
Bequemlichkeit nicht gleichkommende) Behausungen aufgebaut werden 
können. 


1 Für die Stellung zum Unendlichen innerhalb der Entwicklung des ‚„Strenge- 
begriffs“ in der Mathematik vergleiche man etwa den anregenden Vortrag PIER- 
PONT [2]. 
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2. Historische Einleitung zum Intuitionismus. Die Zusammensetzung 
dieser revolutionären Gruppe, die vielfach sich selbst als intwitionistisch! 
und eine im nächsten Kapitel (namentlich S. 366ff.) zu schildernde 
Gegenanschauung als formalistisch bezeichnet, wie auch die Geschichte 
ihrer Angriffe während des letzten halben Jahrhunderts ist reichlich 
wechselvoll; übrigens haben verwandte Tendenzen auch in früheren 
Epochen der mathematischen Forschung, namentlich im griechischen 
Altertum, nicht gefehlt?. Von besonderem Interesse ist es, daß jeweils 
nur eine mäßige oder geringe Anzahl schöpferischer Mathematiker 
daran beteiligt war, darunter aber in vorderster Linie stets einige der 
hervorragendsten Forscher ihrer Zeit aus sehr verschiedenen Ländern, wie 
z. B. die Namen KRONECKER, POINCARE, BOREL, LEBESGUE, BROUWER, 
Weyı zeigen. Beachtung verdient auch die Tatsache, daß diese und 
weitere Forscher zumeist unabhängig voneinander zu den intuitionistischen 
Ideen gelangten und daß sie ungeachtet ihrer verhältnismäßigen wissen- 
schaftlichen Isolierung des schließlichen Durchdringens ihrer An- 
schauungen sich überraschend sicher fühlen®?; diese Ideen scheinen so- 
zusagen in der Luft zu liegen, wo sie freilich nur von einem Witterungs- 
vermögen ganz bestimmter Art entdeckt werden. 

Bald rein intuitiv und dogmatisch oder auch mit vorwiegend 
philosophisch fundierter Betrachtung arbeitend, bald scharfer mathe- 
matischer Hilfsmittel sich bedienend, demgemäß auch untereinander 
nur lose, durch eine gewisse Verwandtschaft der Grundgedanken ver- 
bunden und in deren Verfolgung weit auseinanderstrebend, erscheint die 
intuitionistische Gruppe in der neueren Mathematik zum erstenmal in 
den 70er Jahren des vorigen Jahrhunderts in Berlin mit KRONECKER und 
einigen seiner Schüler auf dem Plan. Sie führt da einen trotz der Autori- 
tät dieses großen Arithmetikers im großen ganzen erfolglosen Kampf 
gegen die modernen Methoden in der Zahlen- und Funktionenlehre, die 
sich vor allem unter dem Einfluß von WEIERSTRASS mächtig entwickeln; 
immerhin spielt die damalige Bewegung eine nicht geringe Rolle bei der 


1 So BROUWER; PoıncAar& gebraucht den Ausdruck ‚‚pragmatiste‘‘. Natür- 
lich gibt es neben der intuitionistischen und der formalistischen Einstellung noch 
weitere, z.B. diejenige CAnTors und die logizistische (S.263’und 376). Der Gegen- 


“satz ist also nicht kontradiktorisch. Wenn er freilich heute meist als konträr 


erscheint, so ist das weniger sachlich (vgl. den Schluß dieses Paragraphen) als 
‘durch ‘eine mehr subjektive Zuspitzung der Gegensätze zu erklären, während dem 
Kern der Sache nach eher der Logizismus den Gegenpol des Intuitionismus darstellt. 

2 Vgl. etwa Bourroux [1] (besonders IV. Kapitel) und BECKER [2], ferner 
auch die geistreichen historischen und psychologischen Bemerkungen HADAMARDS. 
in seiner Vorrede zu GoNSETH [1]. 

3 Das gilt schon von KRONECKER; siehe z. B. GUTZMER [1], S. 592. Vgl. indes 
auch CAnTors briefliche Bemerkung: ‚,... es handelt sich hier gewissermaßen um 
eine Machtfrage ...; es wird sich fragen, welche Ideen mächtiger, umfassender und 
fruchtbarer sind, die KRONECKERS oder die meinigen; nur der Erfolg wird nach. 
einiger Zeit unsern Kampf entscheiden!!‘“ (SCHOENFLIES [12], S. 12). 
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anfänglichen Bekämpfung der Ideen CAntors. Nach dem Sieg nicht nur 
der Funktionentheorie, sondern auch der Mengenlehre entsteht um die 
Jahrhundertwende aufs neue Beunruhigung durch die Antinomien der 
Mengenlehre. Diese kann zunächst, gestützt auf ihre großen soeben 
der mathematischen Welt zum Bewußtsein gekommenen Erfolge, die 
neu beginnenden Angriffe auf ihre eigenen Grenzprovinzen beschränken; 
aber mit dem vielfach Anstoß erregenden Beweis des Wohlordnungs- 
satzes durch ZERMELO (1904) wachsen dann die Angriffe namentlich 
französischer Forscher, und zwar solcher, die selbst an den funktionen- 
theoretischen Anwendungen der Mengenlehre führend beteiligt sind 
(BAIRE, BOREL, LEBESGUE u.a.), an Zahl und Heftigkeit. PoINCARE 
geht seit 1905 so weit, an das Gebäude der allgemeinen Mengenlehre 
als solches Hand anzulegen und darüber hinaus auch andere mathe- 
matische Gebiete zu bedrohen. Die Wirkung der Stellungnahme auch 
dieses überragenden Forschers!, der übrigens späterhin weniger radikal 
wird und sogar selbst einen grundsätzlich wichtigen Beweis der Mengen- 
lehre (in [4]) neu gestaltet, nimmt unter dem Eindruck der für die be- 
drohte Mengenlehre aufgeführten Sicherungsbauten (vgl. die nächsten 
Paragraphen) wiederum ab; allerdings finden die von intuitionistischer 
Seite gegen das Auswahlprinzip erhobenen Bedenken (vgl. S. 227) auch 
in weiteren Kreisen Beachtung und Anerkennung. 


Von dieser Gruppe von Intuitionisten, zu denen auch noch WEYL 
mit seinen älteren Anschauungen (vgl. [2] und den ersten Teil von [4]) 
zu rechnen ist, heben sich die weitergehenden und radikaleren Tenden- 
zen BROUWERS in einem weniger quantitativen als vielmehr quali- 
tativen Sinne soweit ab, daß es nicht angeht, ihn einfach der vor- 
erwähnten Richtung einzuordnen; man bedient sich auch schon ge- 
legentlich einer terminologischen Unterscheidung, insofern als WEYLS 
ältere Anschauungen (im Gegensatz zu denen BROUWERSs) „halb-intui- 
tionistisch“ genannt werden oder als BROUWER seine eigene Schule? 
im Gegensatz zu den älteren Intuitionisten als ‚neointuitionistisch‘ 
bezeichnet. Seit 1907 (mit BROouUwERs Dissertation [1]) anhebend, hat 


! Der starke konventionalistische Einschlag bei Poıncart kann hier und im 


folgenden außer Betracht bleiben; seine Auswirkung beschränkt sich im wesent- - 


lichen auf das Gebiet der Geometrie. 


2.Unter BROUWERs intuitionistisch gerichteten Schülern haben Heyrinc 


[1]—{[3] und DE Loor [1] Beiträge zur wirklichen Entwicklung der Mathematik 
nach intuitionistischen Grundsätzen geliefert; von BROUWERs eigenen Arbeiten in 
dieser Richtung sind außer den in der nächsten Fußnote angeführten (ganz be- 
sonders [10] und [14]) noch die Noten zu erwähnen, die in den Proceedings der 
Kon. Akad. van Wetensch. te Amsterdam, Bd. 27, S. 189—193 und 644—-646 
(1924); Bd. 28, S. 503—508 (1925); Bd. 29, S. 855—863 und 866f. (1926) erschienen 
sind. Zu nennen sind ferner SKoLEM [5] und WeyLr [5] sowie die Fußnote 2 auf 


S. 115 von MENGER [1]; die genannte Arbeit SKOLEMSs ist nicht restlos im radikal 
intuitionistischen Sinn durchgeführt. 
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diese Richtung unter BROUWERs Fahne in den Jahren 1918—1921 zur 
entscheidenden Attacke ausgeholt und mit ihrem ungestümen Angriff, 
der eine Neugestaltung des gesamten mathematischen Lehrgebäudes an- 
strebt, zeitweise die ganze mathematische Welt beunruhigt ; die Wırkung 
und Gegenwirkung bei HILBERT und seiner ‚formalistischen‘“ Schule wird 
gegen Ende des $ 18 erörtert werden. Auch Wevr hat sich seit 1919 im 
großen ganzen dieser Richtung angeschlossen, ohne doch ihren völlig ab- 
weisenden Standpunkt gegenüber den modernen Bestrebungen des Forma- 
lismus heute mehr aufrecht zu erhalten (vgl. Weyr [7], $$ 10 und 11, 
und namentlich seine Bemerkungen zu HILBERT [10]); anderer- 
seits haben BROUWERs Ideen auch in philosophischen Kreisen neuer- 
dings Beachtung und z. T. (besonders bei BECKER) Zustimmung 
gefundent. 

Die nachfolgende Schilderung der intuitionistischen Ideen beschränkt 
sich auf die Ausgangspunkte und die groben Umrisse der daraus sich 
ergebenden Folgerungen. Bei der Verschiedenheit in den Standpunkten 
der einzelnen Intuitionisten erscheint es zweckmäßig, ein möglichst 
vielseitiges Bild der wesentlichen Züge zu geben, auch wenn dies stellen- 
weise auf Kosten der Einheitlichkeit geschehen muß; in erster Linie 
wird indes der Standpunkt BRouwErs entwickelt. Es seien daher die 
beiden Hauptpunkte vorweg bezeichnet, in denen BROUWER nach seiner 
eigenen Auffassung und Formulierung über seine Vorgänger grundsätz- 
lich hinausgeht. Einmal betont er die Unabhängigkeit der Mathematik — 
d.h. der mathematischen Konstruktionen — von der mathematischen 
Sprache; hieraus folgert er die Unabhängigkeit der Mathematik von der 


1 An Literatur zur grundsätzlichen Seite des Intuitionismus, namentlich des 
Brouwerschen, (z. T. verbunden mit intuitionistischer Bearbeitung mathema- 
tischer Disziplinen und Einzelprobleme) werde angeführt (vgl. auch die voran- 
gehende Fußnote): Barpvus [1], Borer [2] (Note IV), [4] und [5], BRouwer [1]—[3] 
und [7])—I[19]), Drespen [1] und [2], Enrıgues [2], FrRAENKEL [7] und [10], 
GOoNnsETH [1], HAALMEIJER-SCHOGT [1], LEBESGUE [4], Lusın[l] und [2], PoıncArRE 
[3], [5] und [6], SKoLem [3], WAVRE [i]—13], Wevr [1]—[7]. Man vergleiche auch 
die Literatur zum Auswahlprinzip, siehe S. 302f. DieHauptarbeiten BROUWERS sind 
leider sehr schwer verständlich, ihre wesentlichen Gedanken daher vorwiegend durch 
andere der angegebenen Arbeiten in weitere Kreise gedrungen; daß BROUweR diese 
seine Interpretationen — auch die durch Weyr — meist nicht als authentisch an- 
erkennt, ist ein unter diesen Umständen unvermeidlicher Übelstand. Von Schriften 
mit ausgesprochen philosophischer Tendenz seien BECKER [1] (besonders 5.403—419) 
und [2], BerscH [1], BurkAMmP [2] und DusısLav [1] genannt; eine ausführliche 
Behandlung im philosophischen Sinn durch ScHoLz ist in Vorbereitung. Schließ- 
lich sei ausdrücklich auf das frühzeitige Auftreten verwandter Gedanken bei 
HÖLDER (siehe z. B. [3], S. 193f:) und Pasc# (vgl. [2 II] und [l,], S. VII) hin- 
gewiesen. 

An kritischen Stimmen seien hier F. BERNSTEIN [5], HıLBERT[7])— [10], HöLDER 
[4], L£vy [1] und [2], Ramseyv [1], ZERMELO [2] genannt, ferner BARZIN-ERRERA [1], 
wozu aber CHURCH [2] zu vergleichen ist; im übrigen ist auf den Schluß von $ 18 
(S. 377 ff.) zu verweisen. 

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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traditionellen Logik (vgl. S. 376) und das — unten näher zu begrün- 
dende — Verbot der Anwendung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten 
in der mathematischen Sprache, die ihm (im Gegensatz zu HILBERT, vgl. 
S. 367 ff.) nur als Instrument zur Festhaltung und Übertragung mathema- 
tischer Gedanken gilt. Um diesen Punkt richtig zu würdigen, bedenke 
man, daß das (mathematische) Denken für BROUWER in reinen Kon- 
struktionen besteht (vgl. nächste Nr.) und somit jeder Ausdrucksform 
dieses Denkens in Sprache oder Schrift vorangeht. Als Logik hingegen 
gilt ihm erst die Theorie der Ausdrucksformen des Denkens, also die 
Theorie der Darstellung der Mathematik, die erst nach der Mathematik 
möglich, gewissermaßen aus ihr abstrahiert ist; so erscheint die Logik 
zu einer „sprachlichen Erscheinung‘ degradiert, die logischen Gesetze 
als die Gesetze der Symbolisierung des Denkens, die also auch nur in 
dem Umfang anwendbar sind, der durch das anschauliche Fundament 
aller Mathematik ermöglicht wird. Zweitens stellt BROUWER (vgl. 
namentlich [10] und [17]) mit Hilfe des allgemeinen Begriffs der natür- 
lichen Zahl eine konstruktive Mengendefinition auf, in der er den wesent- 
lichen Ausgangspunkt der Mathematik erblickt; dieses Werkzeug er- 
laubt ihm — im Gegensatz zum älteren Intuitionismus, aber freilich 
auch durchaus abweichend von der Auffassung der CANnToRschen 
Mengenlehre — die Bildung nichtabzählbarer Mengen und den Aufbau 
einer Analysis und Mengenlehre ohne Verwendung des Satzes vom 
ausgeschlossenen Dritten, also insbesondere auch ohne Verwendung des 
BOLZANO-WEIERSTRASSSchen Satzes. Trotz dieser grundsätzlich tief- 
gehenden Abweichungen BROUWERS von den älteren Intuitionisten, die 
sich im Aufbau der Mathematik stark geltend machen, sind die tat- 
‘sächlichen Folgen hinsichtlich der ermöglichten Resultate nicht so ver- 
schieden, daß es sich lohnte, hier und in den späteren Rückverweisungen 
eine reinliche Scheidung innezuhalten; hinsichtlich des Überabzählbar- 
Unendlichen ist sogar der Standpunkt BoRELS und seiner Anhänger 
oder der ältere WEyLs im Effekt noch radikaler als der von BROUWER. 
Wo Gedankengänge entwickelt werden, die BROUWER wesentlich eigen- 
tümlich sind, ist dies im folgenden hervorgehoben (so namentlich auch 
beim Gegensatz zu HILBERTS metamathematischer Methode, siehe 
S. 376ff.). 


3. Die intuitionistische Grundthese: mathematische Existenz = Kon- 
struierbarkeit. Die Grundanschauung, aus der sich alle die zum Teil so 
überraschend scheinenden Behauptungen der Intuitionisten mehr oder 
weniger konsequent ableiten lassen, betrifft einen schon beim Beweis des 
Wohlordnungssatzes (S. 197) in einem speziellen Sinn berührten Punkt: 
die scharfe Unterscheidung zwischen Konstruktionen und reinen Existenz- 
aussagen und die alleinige Anerkennung der ersteren unter Verwerfung 
der letzteren. 
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Es gibt in den verschiedensten Gebieten der modernen Mathe- 
matik, auch sogar innerhalb der Arithmetik, Beweise für die Exi- 
stenz gewisser mathematischer Objekte (Zahlen, Funktionen, Mengen 
usw.), die diese Existenz dartun nicht etwa durch schrittweise kon- 
struktive Herstellung aus einfacheren Objekten, sondern unter Ver- 
wendung eines nicht konstruktiv auflösbaren Schrittes, etwa einer 
vollständigen Disjunktion; z. B. durch den Nachweis, daß die Nicht- 
existenz des fraglichen Objekts mit bewiesenen Lehrsätzen oder an- 
erkannten Prinzipien im Widerspruch steht, ohne daß dieser Wider- 
spruch einen Weg zur Herstellung des Objekts vermittelte. Ein solcher 
Beweis läßt in der Regel, im Gegensatz zu konstruktiven Beweisen, keinen 
näheren Einblick in die Natur des fraglichen Objekts zu; drückt die 
Existentialaussage z. B. nur aus, daß eine Konstante von bestimmter 
Bedeutung eine endliche ganze Zahl sei, so ist durch den Existential- 
beweis keine Handhabe geboten, die Größe .dieser Zahl zu bestimmen. 
Beweise dieser Art wurden bisher nicht nur anerkannt, sondern um 
des großen Scharfsinns willen, den sie meistens erfordern, sogar 
besonders geschätzt und bewundert. (Ein klassisches Beispiel ist 
HILBERTSs erster, von GORDAN als ‚theologisch‘‘ bezeichneter Beweis 
für die Existenz des endlichen Invariantensystems, in den der Un- 
kundige an Hand von ToepLıtz [1] Einblick gewinnt; vgl. ferner 
$ 16, Nr. 7.) 

Die wichtigste Aussage dieser Art innerhalb der Mengenlehre ist 
der Wohlordnungssatz (S. 195). Er besagt, daß jede Menge durch ent- 
sprechende Anordnung ihrer Elemente in eine wohlgeordnete Menge 
verwandelt werden kann; wie dies aber zu machen und od überhaupt 
eine geeignete Anordnungsregel zu finden ist, darüber gibt weder der 
Satz noch auch (im allgemeinen Fall) sein Beweis (5.200ff.), der auf dem 
ebenso rein existentialen Auswahlprinzip (S. 288 und ff.) fußt!, irgend- 
welchen Aufschluß. Dies hat nur allzu unangenehme Folgen. Wenn 
nämlich z. B. das lineare Kontinuum (die Menge der reellen Zahlen) sich 
wohlordnen läßt, so sollte man erwarten, daß man hieraus die Ordnungs- 
zahl des so „wohlgeordneten Kontinuums“ und aus dieser wiederum die 
Stellung der zugehörigen Kardinalzahl, d.h. der Mächtigkeit c des Konti- 
nuums, innerhalb der Reihe der Alefs ermitteln könnte (Kontinuum- 
problem). Das ist indes bekanntlich bis heute nicht gelungen, ob- 
gleich das Problem seit drei Jahrzehnten ım Vordergrund des 
mathematischen Interesses steht. Die Sprödigkeit dieses Problems 


1 Für die intuitionistische Beleuchtung des Auswahlprinzips vgl. man nament- 
lich Lusın [2], S. 81f. Es verdient Hervorhebung, daß PoIncARE das Auswahl- 
prinzip (wenn auch nicht den Beweis des Wohlordnungssatzes) anerkannte, wie 
er überhaupt hinsichtlich des mathematischen Existenzbegriffes die formalistische 
Auffassung (Existenz = Widerspruchsfreiheit, siehe S. 380) geteilt hat; vgl. Poın- 


CARE [5], S. 165. 
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scheint! aber die Folge des rein existentialen und nicht konstruktiven 
Charakters des Wohlordnungssatzes (und damit auch des Satzes von der 
Vergleichbarkeit der Mächtigkeiten) zu sein, wodurch eben kein Schluß 
auf die Ordnungszahl des wohlgeordneten Kontinuums gestattet wird. 
Es war ein Verkennen dieses Charakters, wenn man vielfach gefühls- 
mäßig aus jener mangelnden Anwendungsfähigkeit des Wohlordnungs- 
satzes a posteriori auf seine Unhalibarkeit und auf Mängel in seinem 
Beweise schließen wollte. 

Derartige bloße Existentialaussagen werden ganz allgemein von den 
Intuitionisten als bedeutungslos erklärt und abgelehnt. Ihr Wert könne 
höchstens in dem Anreiz liegen, den sie für den wirklichen, d. h. kon- 
struktiven Beweis der betreffenden Behauptungen bieten. Bis zu dessen 
Gelingen stelle die Behauptung aber überhaupt kein echtes Urteil dar, 
sondern ein ‚Urteilsabstrakt‘‘, wertlos wie ein Papier, das das Vorhanden- 
sein eines Schatzes anzeigt, ohne dessen Ort zu verraten. „Die Mathe- 
matik ist mehr ein Tun, denn eine Lehre.‘“ Die Existenz bedeute also 
in der Mathematik ausschließlich gedankliche Konstruierbarkeit; sie 
als Widerspruchsfreiheit zu deuten (vgl. $ 18, Nr. 8) heiße die Mathe- 
matik in ein Spiel ausarten lassen?. Die Antinomien werden für diesen 
Standpunkt gegenstandslos, sogar abgesehen von der Frage, ob und wo 
ihre Herleitung mit den Gesetzen der Logik in Konflikt steht; denn 
selbst wenn sie logisch einwandfrei gebaut wären, so stellten sie doch 
bloße Wortverbindungen. dar, für den Wissenschaftler schattenhafte 
Wesen, denen kein Konstruktionsverfahren auch nur den Schein der 
Existenz liehe. 

Bei alledem muß freilich dahingestellt bleiben, ob man den Be- 
griff der Konstruktion selbst erschöpfend zergliedern kann und nicht 
vielmehr sich darauf beschränken muß, ihn an Beispielen auf- 
zuweisen oder gefühlsmäßig zu erfassen; präzise Angaben hierüber 
sind bei den Intuitionisten nicht zu finden. Das Material zu den Kon- 
struktionen scheint für BROUWER in den natürlichen Zahlen (Nr. 8) 
und, enge damit zusammenhängend, im Begriff der zeitlichen Auf- 
einanderfoige (vgl. Schluß von Nr. 6) zu bestehen. 


4. Die Ablehnung des „tertium non datur“. Die Durchführung dieser 
Anschauung bedeutet geradezu einen Umsturz der ‚klassischen‘ Mathe- 
matik des 19. Jahrhunderts und deren Ersetzung durch eine neue, weit 


1 Allerdings kann man hierauf entgegnen: das Fiasko liegt möglicherweise 
daran, daß die Entscheidung des Kontinuumproblems vielleicht von den 
bekannten Axiomen der Mathematik (einschl. Mengenlehre) unabhängig ist 
(vgl. S. 375). 

2 Im Einklang hiermit erblickt die philosophisch-phänomenologische Ein- 
stellung BEcKErs ([2], S. 442) nur in der intuitionistischen Wissenschaft eine 
„sachliche‘‘ Mathematik, ‚die allein wirkliche Phänomene entdeckt, die originärer 
und adäquater Anschauung zugänglich und existentialer Auslegung fähig sind“. 
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engere „intuitionistische‘‘ Mathematik, Hier werde nur auf die allge- 
meinsten der sich ergebenden Folgen hingewiesen. Da steht an erster 
Stelle die Verwerfung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritien (tertium 
non datur), den die Mathematik aus der Logik übernommen und bis- 
her bedenkenfrei angewandt, insbesondere auch als den Kernschluß der 
„indirekten Beweise‘ herangezogen hat. 

Zur Illustration verstehen wir unter E irgendeine bestimmte Eigen- 
schaft, die natürlichen Zahlen zukommen kann. Beispielsweise kann 
die Behauptung ‚‚die natürliche Zahl » besitzt die Eigenschaft €“ 
eine der folgenden Bedeutungen haben: 


die Zahl 2” +1 ist eine Primzahl 

oder: 
in der Dezimalbruchentwicklung der Kreiszahl x steht an der nten 
Stelle rechts vom Komma eine Sieben 

oder: 
zu der Zahl n +? existiert mindestens &in „FERMATsches Zahlen- 
tripel“ (x, y, 2), d.h. ein System von drei natürlichen Zahlen x, y, z 


von der Art, daß 


Wir stellen nun die Frage: Gibl es Zahlen von der Eigenschaft &? 
und beschäftigen uns mit den überhaupt möglichen Antworten auf diese 
Frage. Da ist vor allem die ausdrückliche Angabe einer bestimmten 
Zahln denkbar, der die Eigenschaft € zukommt, womit unsere Frage 
bejahend beantwortet ist (erster Fall). Weiter kann es vorkommen, 
daß ein Beweis gelingt, wonach aus dem Wesen der natürlichen Zahl 
an sich folgt, daß keine Zahl» die Eigenschaft € besitzen kann, d.h. 
daß für jede Zahl das (kontradiktorische) Gegenteil von & zutrifft; 
damit wäre unsere Frage verneint (zweiter Fall.) Liegt keiner dieser 
beiden Fälle vor — dies gilt derzeit z. B. für das oben an dritter Stelle 
angeführte Beispiel?, übrigens auch für das erste, falls der Exponent 


1 Zwischen diesen Beispielen besteht der folgende hier nicht ausschlaggebende, 
aber doch erwähnenswerte Unterschied: Im ersten und zweiten Beispiel ist prin- 
zipiell für jede einzelne natürliche Zahl » durch eine endliche (nur von » abhängige) 
Anzahl von Versuchen (numerisches Rechnen!) zu entscheiden, ob n die Eigen- 
schaft € besitzt oder nicht; praktisch ist eine derartige Entscheidung bei einiger- 
maßen großen Zahlen » freilich undurchführbar, weil namentlich beim ersten 
Beispiel die für die notwendigen Rechnungen erforderliche Zeit ziemlich bald nach 
Jahrtausenden und noch größeren Zeiträumen zu bemessen wäre. Imdritten Beispiel 
dagegen ist schon für eine einzelne Zahl » die Lösung auf dem Weg des Probierens 
nicht möglich, weil man alle natürlichen Zahlen x, y, z durchprobiert haben müßte, 
um die Unmöglichkeit einer Beziehung der Form x"”+? + yr+2 — z"+2 behaupten 
zu können. 

2 Die Verneinung der Frage, ob es Zahlen der Eigenschaft € gibt, für dieses 
Beispiel stellt die Aussage des ‚letzten FErRMATSchen Theorems“ dar, dessen Beweis 
(oder Widerlegung durch Angabe einer Zahl n bzw. aller Zahlen » von der Eigen- 
schaft €) das Ziel der vergeblichen Bemühungen vieler der hervorragendsten 
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n durch n + 16 ersetzt wird — so stellt sich doch der Mathematiker 
gewöhnlich auf den Standpunkt: „an sich“ gibt es entweder irgend- 
eine natürliche Zahl » von der Eigenschaft €, oder keine solche Zahl »; 
damit wird unsere Frage unter allen Umständen auf einen der beiden an- 
geführten Fälle zurückgeführt, nur daß im ersten Fall eventuell die aus- 
drückliche Angabe einer speziellen Zahl von der Eigenschaft € mit den 
derzeitigen Mitteln der Wissenschaft nicht durchführbar sein mag. Eine 
derartige Disjunktion, deren Entscheidung uns einstweilen- unbekannt 
bleibt, braucht deshalb nicht bedeutungslos zu sein; sie gestattet uns 
z. B., wenn es gelingt, die Antwort „nein‘“ auszuschließen, daraus 
ein „ja“ zu folgern; oder es könnte, extrem gedacht, der Fall sein, daß 
sich sowohl aus dem ‚‚ja‘ wie aus dem ‚nein‘ durch logische Deduktion 
ein und derselbe mathematische Satz folgern ließe, so daß nach der 
obigen alternativen Antwort der Satz als bewiesen zu gelten hätte. 
Der Intuitionist vom Schlage BRoUweERSs erklärt indes die obige dis- 
junktive Antwort als ein unbegründetes Vorurteil und läßt somit auch 
Folgerungen der angegebenen Art nicht gelten. Er geht aus von seiner 
Anschauung ‚Existenz — Konstruierbarkeit‘“ und erklärt: es ist den 
zuerst genannten beiden Fällen noch ein dritter Fall an die Seite zu stellen; 
der nämlich, daß (mindestens zur Zeit) aus dem Wesen der Zahl 


nichts über die Existenz oder Nichtexistenz-von Zahlen mit der Eigen- 
' schaft & gefolgert werden kann und daß somit, solange keine spezielle Zahl 
‘ von der Eigenschaft € nachweisbar ist, unsere Frage offen bleibt, ohne 


die angeführte rein existentiale Disjunktion zu gestatten. Erst nach be- 
endigter Durchlaufung und Prüfung der Gesamtheit aller natürlichen 
Zahien könnte auf unsere Frage unter allen Umständen eine endgültige 
bejahende oder verneinende Antwort gegeben werden. Eine solche Durch- 
laufung ist aber nur in der Weise möglich, daß mittels eines Gesetzes (von 
freilich erst näher zu präzisierender Art) das unendliche Verfahren 
auf einen endlichen (nämlich mittels endlichvieler Schlüsse sich 
vollziehenden) Prozeß zurückgeführt wird; so im Fall einer generell 
negativen ‚Entscheidung. Die Durchlaufung aller Zahlen als ein 
eigentlich unendlicher Prozeß ist hingegen weder praktisch durchführbar 
noch überhaupt als abgeschlossen denkbar; es ist deshalb unsinnig, 
von einem Ergebnis des unvollendbaren Prozesses zu reden. Ein reiner 
Existenzsatz der Art ‚es gibt eine Zahl von der Eigenschaft E* ist 
eben, ganz abgesehen von der Frage der Möglichkeit eines Zustande- 
kommens, gemäß der These „Existenz = Konstruierbarkeit‘“ überhaupt 
kein echtes Urteil. Der logische Satz vom ausgeschlossenen Dritten ver- 


Mathematiker seit mehr als zwei Jahrhunderten darstellt. Namentlich infolge 
eines auf seinen Beweis oder seine vollständige Widerlegung ausgesetzten Preises 
von 100000 W, der inzwischen freilich durch die Inflation gegenstandslos geworden 
ist, hat dieser Satz neuerdings auch das Interesse vieler Nichtmathematiker auf 
sich gezogen. 
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sagt also hierbeit, oder genauer: die stillschweigende Übertragung 
dieses Satzes auf das allgemeine mathematische Gebiet mit seinen unend- 
lichen Mengen (z. B. in unserem Fall der Menge aller natürlichen Zahlen) 
ist unstatthaft und höchstens zur heuristischen Verwendung zulässig. 
Die Behauptungen ‚es existieren, wie das Beispiel der speziellen Zahl 
n beweist, natürliche Zahlen von der Eigenschaft €“ und ‚eine natür- 
liche Zahl kann, wie aus dem Wesen einer solchen zu folgern ist, 
niemals die Eigenschaft € besitzen“ sind einander offenbar keineswegs 
kontradiktorisch entgegengesetzt; so ist es auch keineswegs ver- 
wunderlich, daß es zwischen ihnen ein Drittes gibt?. Der Satz vom aus- 
geschlossenen Dritten kommt also, genau genommen, überhaupt nicht 
in Frage. 

Gleichzeitig mit dem tertium non datur fällt hiermit ein nicht 
minder ehrwürdiges und anscheinend unangreifbares Verfahren der 
klassischen Logik fort: nämlich die Möglichkeit, allgemeine Urteile 


1 Man vergleiche auch die Kritik dieses Satzes bei J. Könıc [3]; ferner (be- 
sonders zur Frage der Evidenz des Satzes) PICHLER [1]. Demnächst soll eine Arbeit 
von DÖRGE und DUBISLAV zum tertium non datur erscheinen. Siehe ferner CARNAP 
B], S. 364 und 367, BurkAamPp [2] und Härren [2]. 

Ein logischer Widerspruch kann — entgegen BARZIN-ERRERA [1] — mit dem 
bloßen Ausschluß des tertium non datur aus der Reihe der logischen Prinzipien 
keinesfalls verbunden sein; denn hiermit wird ja das Operationsfeld der Logik 
und damit der Kreis der zulässigen Aussagen einer bloßen Einschränkung unter- 
worfen. Aber auch wenn man weitergeht und an Stelle des tertium non datur 
ein entgegengesetztes Axiom bestimmter Art in die Logik einführt, so wird man, 
wie CHURCH [2] treffend ausführt, nicht von vornherein auf einen Widerspruch 
zu stoßen brauchen, vorausgesetzt, daß man den bei solchem Vorgehen natur- 
gegebenen axiomatisch-formalistischen Weg (vgl. $$.16 und 18) einschlägt: man hat 
dann ein ‚‚Tertium‘‘ zwischen den Begriffen ‚Wahr‘ und ‚Falsch‘ als neuen un- 
definierten logischen Grundbegriff einzuführen und geeigneten Axiomen zu unter- 
werfen. Eine derartige, von der üblichen völlig abweichende Logik kann sehr 
wohl neben der von ARISTOTELES überkommenen widerspruchsfrei sein, wie ja auch 
die Möglichkeit der Nichteuklidischen Geometrien nicht etwa einen Widerspruch 
in der gewöhnlichen Euklidischen zur Voraussetzung hat. — Man vergleiche auch 
VASILIEV [1]. 

2 Ohne allgemeineren kritischen Bemerkungen (vgl. besonders den Schluß von 
$ 18) vorzugreifen, sei doch hierzu bemerkt, daß diese dem Intuitionisten vor- 
schwebende Dreizahl von Möglichkeiten keineswegs drei gleichberechtigte Fälle 
darstellt, weder beim vorliegenden noch bei irgend einem anderen Problem. Im 
ersten wie im zweiten Fall liegt nämlich eine Sachlage vor, die objektiv gültig ist, 
die für jeden sich mit Mathematik beschäftigenden Kulturkreis oder ‚in jeder 
möglichen der Welten‘, ja selbst für übernatürliche Wesen sich unverändert verhält; 
die dritte Möglichkeit dagegen ist lediglich von subjektiver, einstweiliger Art, 
fällt für mathematisch hinreichend vollkommene Wesen fort und ist auch für uns 
nur provisorisch in dem Sinn, daß sie jederzeit auf Grund eines mathematischen 
Beweises ausscheiden kann. Daß an Stelle jeder derart sich klärenden Frage immer 
wieder, wie BROUwER ([13], S. 210) betont, andere offene Probleme angeführt 
werden können, ändert nichts an der Tatsache, daß jede Koordination der ge- 
schilderten drei Fälle als künstlich erscheinen muß. 
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zu negieren (ohne Rücksicht auf die Richtigkeit des Urteils oder 
seiner Negation). Viele wichtige Urteile der Mathematik z. B. haben 
die Form allgemeiner Aussagen über (natürliche oder sonstige) Zahlen; 
so ist für natürliche Zahlen a,b z.B. a+b=b-+a ein richtiges, 
ad — b® ein falsches Urteil dieser Art. Bei der üblichen Verwendung 
des tertium non datur würde die Negation des Urteils ‚für alle Paare 
natürlicher Zahlen a, b gilt stetsa +b=b-+ a‘ besagen: „es gibt minde- 
stens ein Paar a, b von Zahlen, für das a + b verschieden ist vondb + a“. 
Bei Ablehnung des tertium non datur wird es offenbar sinnlos, die 
zweite Aussage der ersten als deren Negation gegenüberzustellen; in 
der Tat stellt der zweite Satz eine reine Existentialaussage dar 
und eine solche ist ohnehin — ganz abgesehen von der Rücksicht 
auf ihre Richtigkeit oder Falschheit — für den Intuitionisten an 
sich nichtssagend. Demgemäß bedeutet für ihn allgemein die Un- 
richtigkeit der Unrichtigkeit einer Aussage noch keineswegs deren 
Richtigkeit. 

Gegen die Unerlaubtheit des tertium non datur bäumt sich in uns 
freilich zunächst unwiderstehlich das Gefühl auf; für unser Empfinden 
muß auch im Fall der einstweiligen oder selbst dauernden Unentscheid- 
barkeit einer Frage doch ‚an sich‘ entweder das Ja oder das Nein 
gelten, muß doch ‚für eine höhere Intelligenz‘ die Entscheidung klar 
liegen. Diese Überzeugung erklärt indes der Intuitionist — soweit sie 
für menschliche Wissenschaft Bedeutung haben soll — für ein Vor- 
urteil, das seine Nahrung ziehe aus dem Satz vom ausgeschlossenen 
Dritten in der traditionellen Logik!. In dieser sei er auch berechtigt, 
freilich nicht als apriorisches Prinzip, sondern als Vorwegnahme einer 
stets möglichen konstruktiven Entscheidung bei den dort vorkommenden 
endlichen Gesamtheiten. Denn wenn z.B. eine Gesamtheit von be- 
liebig (aber endlich) vielen farbigen Kugeln gegeben ist, so ist es faktisch 
oder — wenn dies aus äußeren Gründen nicht angängig — mindestens 
gedanklich stets möglich, sie daraufhin zu überprüfen, ob sich unter 
ihnen eine weiße Kugel findet oder nicht; entweder das eine oder das 
andere läßt sich also konstruktiv feststellen und nur als Vorwegnahme 
dieser prinzipiell gesicherten Möglichkeit sei auch schon vor der Kon- 
struktion die Aussage möglich: es verhält sich entweder so oder so?. 
An diese Disjunktion aber auch in der Mathematik zu glauben, bei deren 
unendlichen Gesamtheiten (z.B. den Ziffern eines nicht bis zu Ende 

! Eine philosophische Kritik an der folgenden Argumentation BROUWERS 
findet man bei BurkamP [2], S. 79£. 

® Dabei ist vorausgesetzt, daß die betreffende Eigenschaft für alle Individuen 
der betrachteten Gesamtheit überhaupt sinnvoll (wahr oder falsch) ist, wie dies für 
die Eigenschaft „farbig‘‘ bei Kugeln zutrifft. Ob diese Bedingung z. B. auch für 
die Eigenschaft ‚„imprädikabel‘ (S. 213) zutrifft, wird vielfach nicht ohne Grund 


bezweifelt; dann ist natürlich auch die dort an den Begriff ‚imprädikabel‘ geknüpfte 
Disjunktion fragwürdig. 


u 
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übersehbaren, wenn auch an sich gesetzmäßig bestimmten Dezimal- 
bruchs) die Möglichkeit konstruktiver Entscheidung unsicher sei, be- 
deute einen Fehlschluß!; hier darf man nicht die Alternative stellen: 
entweder haben alle Elemente der Gesamtheit eine gegebene Eigenschaft, 
oder eines hat sie nicht. ‚Man muß sich vor der Vorstellung hüten, 
daß, wenn eine unendliche Menge definiert ist, man nicht bloß die für 
ihre Elemente charakteristische Eigenschaft kenne, sondern diese 
Elemente selber sozusagen ausgebreitet vor sich liegen habe und man 
sie nur der Reihe nach durchzugehen brauche, wie ein Beamter auf dem 
Polizeibureau seine Register, um ausfindig zu machen, ob in der Menge 
ein Element von dieser oder jener Art existiert. Das ist einer unend- 
lichen Menge gegenüber sinnlos.‘ (Weyr [4], S. 41.) Die schrankenlose 
Verwendung der wesentlich transfiniten Begriffe ‚alle‘ und ‚es gibt“, 
dieser trotz ihres harmlosen Äußern verderbengeschwängerten Werk- 
zeuge der mathematischen und logischen Forschung, soll so als Folge 
einer verderblichen Infektion der Mathematik von der Logik her auf- 
gefaßt und von nun an verboten werden; wir kommen hierauf im näch- 
sten Paragraphen sowie zu Ende des $ 18 nochmals zurück. 

Diese (in ihrer Beziehung auf Eigenschaften natürlicher Zahlen 
sehr spezielle) Betrachtung läßt sich sehr wesentlich verallgemeinern. 
Es gilt nämlich das, was vorstehend in bezug auf die Frage ‚gibt es eine 
natürliche Zahl von der Eigenschaft & ?“ bemerkt wurde, um somehr dann, 
wenn statt natürlicher Zahlen vielmehr Folgen natürlicher Zahlen wie 
z. B. die Ziffernfolgen unendlicher Dezimalbrüche betrachtet wer- 
den und demgemäß € eine Eigenschaft von Zahlenfolgen bedeutet (z.B. 
die, periodisch zu sein, oder die, unendlichviele Paare zweier aufein- 
anderfolgender Einsen aufzuweisen). Die sich so ergebende Frage: „gibt 
es in einer gegebenen Menge Zahlenfolgen von der Eigenschaft €?“ 
muß sogar noch schärfer als die vorige unter die Lupe genommen werden. 
BROUWER wiederholt nämlich hierbei nicht nur die obige, auf das tertium 
non datur bezügliche Bemerkung, sondern er kritisiert überhaupt 
die Legitimität des Begriffs einer beliebigen Zahlenfolge als etwas Ab- 
geschlossenen, z. B. eines beliebigen Dezimalbruchs, dessen Ziffern- 
folge nicht durch ein Gesetz vorgeschrieben ist; der Begriff einer 
derartigen willkürlichen Zahlenfolge existiert für den Intuitionisten 
nur als etwas (durch wilikürliche Wahl der einzelnen Ziffern) ständig 
Werdendes, nicht aber als ein Fertiges, von dem das Bestehen oder 
Nichtbestehen der Eigenschaft & endgültig ausgesagt werden könnte. 


1 Anders die Darstellung bei BECKER [2] (5. 450), wo wohl — wie in einigen 
anderen Punkten — eine mißverständliche Auflassung BROUWERS zugrunde liegt. 

2 Konsequenterweise knüpft BROUWER [18] die Anwendbarkeit des tertium 
non datur in der Natwrwissenschaft an die Voraussetzungen der Endlichkeit und 
des atomistischen Baues des Weltalls, wobei überdies nur eine im intuitionistischen 
Sinne gereinigte Mathematik als wissenschaftliches Hilfsmittel zulässig wäre. 
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Die Schwierigkeit, die vorhin erst beim Überblick unendlichvieler natür- 
licher Zahlen hinsichtlich des Erfülltseins einer Eigenschaft in die 
Erscheinung trat, stellt sich uns jetzt schon im Hinblick auf eine ein- 
zelne Zahlenfolge entgegen. 


5. Das Problem der Entscheidbarkeit. In engem Zusammenhang mit 
dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten steht das Axiom von der Lösbar- 
keit (Entscheidbarkeit) jedesmathematischen Problems. Bisvorkurzem schien 
dieses Axiom Gemeingut aller Mathematiker in dem Sinn, daß jedes mathe- 
matische Problem entweder mit den gegenwärtigen oder doch mit den 
künftigen Mitteln der Wissenschaft, die zu diesem Zweck nötigenfalls ihre 
Grundlage nach Bedarf zu verbreitern habe, sich durch eine endliche Kette 
von Schlüssen! seiner Entscheidung zuführen lasse; diese kann natürlich 


auch (auf Grund eines Unmöglichkeitsbeweises) negativ lauten, so z.B. bei 


der Quadratur des Zirkels oder der elementargeometrischen Dreiteilung 
eines beliebigen Winkels. In der Tat ist bis. heute für kein mathe- 
matisches Problem der Beweis geführt, daß es ‚unentscheidbar‘‘ wäre?; 
die Auffindung eines derartigen Problems würde zweifellos ein un- 
geheuerliches Novum für die Mathematik, und nicht bloß für sie allein, 
darstellen®. Als besonderer Reiz und Antrieb pflegt der Glaube an die 
Entscheidbarkeit den forschenden Mathematiker anzufeuern und mit Ver- 
trauen auf den schließlichen Erfolg zu erfüllen, während in so mancher 
anderen — vielleicht in jeder anderen — Wissenschaft das Gespenst des 
Ignorabimus einen Enderfolg gerade in den grundlegenden Fragen als 
unsicher erscheinen läßt. Die jahrhundertelangen Bemühungen, den 
Beweis des sog. letzten FERMATschen Theorems und so mancher ande- 
ren berühmten Vermutung zu erbringen, wären kaum bis heute fort- 
gesetzt worden, hätte es einen Zweifel an der Lösbarkeit dieser Fragen 


1 Mit Recht hebt HEssEnBErG [3] (S. 609) hervor, daß die Enalichkeit des 
zur Entscheidung führenden Verfahrens angesichts der Natur unseres Denkens 
eigentlich selbstverständlich ist; auch die Transzendenz von z z. B. wird ja 
nicht etwa geführt mittels einer Durchmusterung aller unendlichvielen algebra- 
ischen Gleichungen und des Nachweises, daß keine einzige unter ihnen z zur 
Wurzel besitzt, sondern durch eine endliche Kette von Schlüssen. Eine solche 
Zusammenfassung unendlicher Prozesse zu einem oder endlichvielen Schritten 
ist gerade typisch für die Mathematik. Freilich können in den axiomatischen 
Voraussetzungen (z. B. beim Auswahlprinzip, S. 283) unter Umständen unendliche 
Prozesse enthalten sein, die, wenn nicht unter Benutzung eines ‚‚Gesetzes‘ auf 
endliche Prozesse zurückführbar, von dem Intuitionisten abgelehnt werden. 

® Hiermit sind natürlich nicht die Fälle gemeint, wo die Unabhängigkeit einer 
Aussage U (etwa des Parallelenaxioms) von den übrigen Grundtatsachen des 
Gebietes (etwa der Geometrie) beweisbar ist und somit entweder W oder auch die 
Negation davon postuliert werden kann ($ 18, Nr. 2). In solchen Fällen ist es kaum 
zweckmäßig, von Unentscheidbarkeit zu sprechen, da die Annahme oder Ablehnung 
von A vielmehr das betrachtete Wissensgebiet erst vollends festlegt, also definitori- 
schen Charakter trägt. Vgi. $18, Nrn. 1 und 4. 

® Siehe indes die erstaunliche Bemerkung Lusm [1], S. 1572. 
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gegeben. Die Überzeugung von der Lösbarkeit, die offenbar logisch 
nicht zu erhärten ist!, stützt sich außer auf die wissenschaftliche Er- 
fahrung wohl vornehmlich darauf, daß die Begriffe und damit auch die 
Probleme der Mathematik — im Gegensatz zu den anderen Wissen- 
schaften — ausschließlich unserer inneren Denk- und Anschauungs- 
sphäre entstammen; demgemäß werden unsere Kräfte, so erwarten wir, 
auch zur Bewältigung der von ihnen selbst gestellten Aufgaben hin- 
reichen, wie sie überdies gewissermaßen ehrenhalber dazu verpflichtet 
zu sein scheinen. 

Ein Zweifel an dieser Überzeugung von der Lösbarkeit wird indes 
von den Intuitionisten grundsätzlich ausgesprochen, namentlich auch 
da, wo zwar Lösungen vorliegen, aber nur solche existentialer Natur, 
die nicht anerkannt werden. Nach den Intuitionisten ist jene Überzeu- 
gung durch nichts gerechtfertigt; es bleibt, wie oben an speziellen Bei- 
spielen angeführt, neben der positiven Entscheidung einer Frage durch 
Angabe einer bestimmten Konstruktion (Rechenmethode usw.) und 
neben ihrer negativen Entscheidung durch einen legitimen, positiv 
gewendeten Unmöglichkeitsbeweis immer noch ein Drittes übrig, näm- 
lich die Unlösbarkeit des Problems. Mit dieser resignierten Anerkennung 
der Möglichkeit, daß ein gegebenes mathematisches Problem seiner 
Natur nach unlösbar sein mag, ist schon-rein gefühlsmäßig ein ungeheurer 
Kontrast zu der Atmosphäre einer nahen Vergangenheit gegeben. So 
konnte zur Zeit der Jahrhundertwende auf dem internationalen Mathe- 
matikerkongreß der führende Forscher unserer Tage seinen Fest- 
vortrag über ‚Mathematische Probleme‘ (HıLBERT [4]) mit dem stolzen 
Hinweis einleiten: jeder Mathematiker teile gewiß ‚die Überzeugung, 
daß ein jedes bestimmte mathematische Problem einer strengen Er- 
ledigung notwendig fähig sein müsse‘ und höre in sich ‚den steten 
Zuruf: Da ist das Problem, suche die Lösung; du kannst sie durch reines 


1 In vielen Fällen ist auch die etwaige Unlösbarkeit keinesfallserweisbar, wieman 
einsehen kann mittels eines Gedankengangs, der freilich von Intuitionisten be- 
anstandet würde. Daß z.B. für die im nächsten Absatz behandelte Menge von 
von Primzahlen die Entscheidung unmöglich sei, ob sie mehr als fünf Elemente 
enthält, wird man nie beweisen können; wenn sie mehr als fünf Elemente enthält, 
so ist das ja sicher in einem zwar nicht beschränkten, aber doch endlichen Verfahren 
nachweisbar; ein vermeintlicher Beweis der Unlösbarkeit zeigte also vielmehr, 
daß sie nur fünf Elemente enthält. In anderen Fällen freilich braucht von vorn- 
herein kein Widersinn in der Vorstellung zu liegen, die Unlösbarkeit eines Problems 
könnte sogar beweisbar sein; (vgl. L£vy [1] und [2] und WAavreE [3] sowie 
für den ganzen Fragenkomplex HESSENBERG [3], Abschn. XXII).; es liegt 
dann aber wohl stets der in der vorletzten Fußnote erwähnte Sachverhalt 
vor. Indes wird ein solcher bei den hier geschilderten Beispielen — oder auch 


bei einem Problem wie dem, ob die reelle Zahl 2/2 (oder 2” algebraisch oder tran- 
szendent ist — kaum eintreten können, da essich hierdurchweg um Fragen aus mathe- 
matischen Disziplinen handelt, die als „kategorisch‘“ oder „monomorph‘ festgelegt 
gelten; für die hiermit angeschnittenen schwierigen Fragen vergleiche man S. 347 ff. 
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Denken finden!“ Auch außerhalb des Kreises der Intuitionisten ist 
heute das Selbstverständliche dieser Überzeugung fühlbar erschüttert; 
so liegt es nicht nur methodisch in der Linie der letzten Fragestellun- 
gen HILBERTs, sondern fügt sich auch psychologisch nur allzu gut in 
die heutige Situation im allgemein-mathematischen Bewußtsein und 
Unterbewußtsein ein, wenn neuerdings die exakte Bewältigung des Lös- 
barkeitsproblems in dem Sinn unternommen wird, daß wenigstens die 
widerspruchslose Verträglichkeit der Lösbarkeitsannahme mit den Prin- 
zipien der Mathematik bewiesen (und aus dieser Verträglichkeit dann 
manche schwerwiegende Folgerung gezogen) werden soll (HILBERT [9] 
sowie nachstehend S. 375; vgl. auch schon HILBERT [6], S. 412ff.). 
Als leicht verständliche Beispiele von Fragen, die nach dem gegenwärtigen 


Stand der Wissenschaft in diesem Sinne möglicherweise zu den unlösbaren _ 


Problemen zu zählen wären, seien neben der in der Fußnote von S. 2291. 
angeführten Frage noch die zwei folgenden genannt: gibt es end- 
lichviele oder unendlichviele (bzw. nur fünf! oder mehr als fünf) Prim- 
zahlen der Form 2" +1, wo » die natürlichen Zahlen durchläuft ? 
ferner: gibt esin der Dezimalbruchentwicklung der Zahl x eine Stelle 
(etwa die kte hinter dem Komma), an der zum erstenmal eine Folge 
von (mindestens) sieben aufeinander folgenden Siebenern (77177777) 
beginnt ? Der Intuitionist kann daher z. B. von der erwähnten Menge 
von Primzahlen nicht einmai behaupten, sie sei entweder endlich oder 
unendlich. Dagegen darf er ohne weiteres z. B. von der Zahl 21024 4 | 
aussagen, sie sei entweder Primzahl oder nicht, und er darf dieses dis- 
junktive Urteil beliebig als Beweisgrundlage verwenden. Denn ob das 
eine oder das andere der Fall ist, läßt sich jedenfalls durch ein endliches 
Verfahren (z. B. durch Probieren) entscheiden, mag dies auch bei jener 
mit 309 Ziffern zu schreibenden Zahl die Dauer von Menschenleben be- 
anspruchen; wie bei den vorhin erwähnten farbigen Kugeln darf jene 
Entscheidung daher von Anfang an vorweggenommen werden. 


6. Der Mengenbegriff. Das Wesen des Kontinunms. Innerhalb 
der Mengenlehre hat die intuitionistische Anschauung ganz be- 
sonders Folgen für den Begriff und die Bildung von Mengen. Wie 
schon in $2 näher geschildert, faßt CAntor den Mengenbegriff im 
Sinne elementardefiniter* Gesamtheiten: eine Menge ist bestimmt, 
wenn von jedem beliebigen Objekt begrifftlich feststeht, ob es Ele- 
ment der Menge ist oder nicht. Die Definition einer Menge in diesem 
Sinn kann geschehen durch Angabe eines Gesetzes, einer Formel, 
einer Eigenschaft (z. B. derjenigen, eine transzendente Zahi oder ein 


1 Fünf solche Primzahlen gibt es jedenfalls, nämlich 3, 5, 17, 257, 65537 
(für n=]1, 2, 4, 8, 16); weitere sind nicht bekannt. 

?2 Die Ausdrucksweise folgt BEcker [1] (S. 403ff.), dessen Übersicht indes die 
vorhandenen Meinungsverschiedenheiten über den Mengenbegriff doch nur teil- 
weise und auch nicht ausnahmslos zutreffend erfaßt, 
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FERMATscher Exponent oder eine sich nicht enthaltende Menge zu 
sein); ob dabei die Zugehörigkeit eines bestimmten Objekts zur Menge 
gerade mit den derzeitigen Mitteln der Wissenschaft festgestellt wer- 
den kann, ist gleichgültig. Jede Menge entspricht so aufs engste, 
und zwar eindeutig, einer Eigenschaft, die für die Elemente der 
Menge charakteristisch ist; doch wird verschiedenen Eigenschaften 
unter Umständen die ‚gleiche‘ Menge entsprechen, dann nämlich, 
wenn beide Eigenschaften ‚umfangsgleich“ sind (d.h. den nämlichen 
Objekten zukommen). Die Erkenntnis, daß bei einer so weiten Be- 
grenzung des Mengenbegriffs Widersprüche auftreten können, führte 
Logizisten wie RUSSELL (siehe $ 15) und Intuitionisten wie WEYL zur 
Beschränkung des Mengenbegriffs auf umfangsdefinite! Gesamtheiten, für 
die also feststellbar sein muß, daß die Elemente einen ‚‚an sich bestimm- 
ten und begrenzten, ideal geschlossenen Inbegriff bilden“ (Wevr) 
und daß es somit „außerhalb eines gewissen abgeschlossenen Kreises 
von Dingen“, der konstruktiv zu erfassen ist, keine Elemente der Menge 
mehr gibt. Das ist z. B. bei der Menge aller Eigenschaften von natür- 
lichen Zahlen nicht der Fall (vgl. S.217£.). Ohne die Stellung weiterer 
intuitionistischer Gruppen und anderer Richtungen (z. B. der Axioma- 
tiker, für dieman $ 16 und 17 vergleiche) zum Mengenbegriff zu schildern, 
sei hier nur noch auf die wesentlich abweichende Auffassung BROUWERS 
hingewiesen. Dieser stellt eine eigenartige rein konstruktive Mengen- 
definition an die Spitze, bei der der Begriff der natürlichen Zahl und 
der des Gesetzes als intuitiv gegeben zugrunde gelegt werden. Auf 
das Wesen dieser — im Gegensatz etwa zu WEYL — nicht auf das Ab- 
zählbar-Unendliche beschränkten Begriffsbestimmung, die schwer ver- 
ständlich und heute noch nicht als allseits geklärt zu betrachten ist, 
kann hier nicht näher eingegangen werden (vgl. besonders BROUWER 
[10] und [17]). Übrigens entsprechen bei BROUWER die Ausdrücke 
„Menge“ und ‚Spezies‘ etwa den üblichen „Funktion“ und ‚Menge‘. 

Den drei vorstehend angedeuteten Standpunkten zum Mengen- 
begriff im allgemeinen entsprechen im besonderen drei verschiedene Auf- 
fassungen über die Begriffsbestimmung des Kontinuums, jener Menge, 
deren Wesen nach jahrhundertelangen Bemühungen von theologischer, 
philosophischer und mathematischer Seite durch CANTORS mengen- 
theoretische Analyse endgültig geklärt schien (vgl. 5. 156). 

Für den CAntorschen Standpunkt, wonach eine Menge nur elementar- 
definiten Charakter zu besitzen braucht, wie auch noch für die Axio- 
matik ist das lineare Kontinuum eine Menge von Elementen (den 
Punkten einer Strecke bzw. Geraden oder den reellen Zahlen), 
zwischen denen eine Ordnungsbeziehung (etwa „links von —“ oder 
„kleiner als —‘‘) definiert ist und deren gegenseitiges Verhältnis in bezug 
auf die Ordnungsbeziehung derart beschrieben werden kann, daß hier- 


1 Siehe Fußnote 2 auf S. 236. 
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durch das Wesen des Kontinuums, also auch seine Mannigfaltigkeit an 
einzelnen Elementen, erschöpfend charakterisiert wird: als eine lineare 
stetige Menge mit einer in ihr dicht gelegenen abzählbaren Teilmenge 
(S. 156). Da diese Menge aller Punkte einer Strecke sicherlich nicht rein 
konstruktiv zu erfassen ist! (vgl. $$15 und 17), so beschränkt sich WEyL 
auf die Zulassung eines umfangsdefiniten Teiles jener Punkte; dieser Teil 
ist — in erheblichem Maße willkürlich — bestimmt durch gewisse 
logisch-arithmetische Konstruktionsprinzipien, durch die man, ausgehend 
von den den rationalen Zahlen entsprechenden Punkten, zu einer 
wohlumgrenzten Gesamtheit weiterer Punkte gelangt. So wird das Konti- 
nuum in gleichsam isolierte, nicht mehr zusammenhängende Elemente zer- 
schlagen, gewissermaßen aus dem fließenden Brei des Kontinuums eine 
(dichte) Vielheit molekularer Tropfen herausgenommen: es bildet sich 
die atomistische Auffassung des Kontinuums. Natürlich kann diese 
Betrachtungsweise nicht etwa — wie es wohl DEMOCRIT noch vor- 
schweben mochte — sich schmeicheln, hiermit das anschaulich ‚‚ge- 
gebene‘‘ Kontinuum getreu widerzuspiegeln; sie macht vielmehr aus 
der Not eine Tugend und setzt, an der Möglichkeit einer adäquaten 
Wiedergabe des Kontinuums verzweifelnd, an dessen Stelle gewaltsam 
einen einwandfreien engeren Bereich, der für die Konstruktionen der 
Analysis und der Geometrie genügen soll. Die Kluft zwischen diesem 


1 Daß man die Gesamtheit der reellen Zahlen rein arithmetisch er- 
halten und somit das Kontinuum arithmetisch erzeugen könne, hat HÖLDER 
bemerkenswerterweise schon seit 1892 verneint, also zu einer Zeit, wo die Kritik 
daran noch keineswegs wie heute in der Luft lag (vgl. HöLner [3], S. 193£., 
349ff., 357, 556). Konsequent (nämlich intuitionistisch) urteilt HÖLDER denn 
auch (S. 548), „daß man bei einem rein logischen Aufbau, der vom Begriff des 
Kontinuums keinen Gebrauch macht, entweder im Gebiet des Abzählbaren stecken 
bleibt oder in gewissermaßen uferlose Begriffe hinübergleitet, die nicht als ‚klar 
und deutlich‘ anerkannt werden können‘. Wenn freilich der nämliche Forscher 
(vgl. auch etwa Borer [2], Note IV, besonders S. 177, und namentlich Lusın [2], 
S. 33) nun dennoch das Kontinuum axiomatisch festlegt und als eine (etwa 
apriorische) Urform anerkennt, die, obgleich nicht vom Denken schrittweise 
erzeugt, doch Gegenstand des Denkens werden könne, so ist für ihn (wie für die 
meisten Gegner des Intuitionismus) hier offenbar die Erwägung maßgebend, 
daß unter den Mathematikern ‚‚die wenigsten bereit sein werden, auf die Teil- 
gebiete der Mathematik, die vom Kontinuum Gebrauch machen, zu verzichten“. 
In dieser Stellung zum Kontinuum dürfte aber vielmehr ein Durchhauen des 
Knotens als seine Lösung liegen. Denn ein philosophischer Extrafreibrief für das 
Kontinuum als ‚reine Anschauung a priori“ oder ‚Platonische Idee‘ erscheint 
wenig vertrauenswürdig nach den Erfahrungen, die auf diesem Gebiet z. B. mit 
dem Parallelenaxiom (,‚Notwendigkeit‘‘ der euklidischen Geometrie) gemacht 
worden sind. Vom rein mathematischen Standpunkt aus ist es aber noch durch- 
aus unsicher, ob die mit dem Kontinuum verbundenen, beim gegenwärtigen Stand 
der Forschungen HILBERTS und seiner Schüler noch keineswegs gelösten Schwierig- 
keiten von geringerer Größenordnung sind als z. B. die mit dem Begriff der Potenz- 
menge (vgl. besonders S. 3264£.) verknüpften, einem Begriff, der bereits unendlich- 
viele transfinite Mächtigkeiten zu legitimieren gestattet. 
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atomistischen und dem anschaulich gegebenen Kontinuum entspricht 
‚dem Sachverhalt, daß im letzteren die einzelnen Punkte einander völlig 
gleichberechtigt sind, während bei einem arithmetisch-konstruk- 
tiven Aufbau des Kontinuums von bevorzugten Elementen (Null, Eins, 
ganze und rationale Zahlen) auszugehen ist; dieser Unterschied, dem 
WEYL durch völlige Ablehnung des geometrischen Kontinuums be- 
gegnet, führt gerade Forscher wie HÖLDER und Lusin (vgl. vorige Fuß- 
note) zur Scheidung zwischen arithmetischer und geometrischer Auf- 
fassung. Die atomistische Auffassung vermag denn auch BROUWER 
nicht zu befriedigen, der in seiner konstruktiven Mengendefinition das 
Mittel besitzt, das Kontinuum auch in eigentlicherem Sinne als Menge 
zu erfassen. Für ihn ist, unbeschadet unendlichvieler einzelner, gesetz- 
mäßig bestimmter, fertiger Punkte, das Kontinuum als Ganzes nur 
noch ein Medium freien Werdens, in das zwar die einzelnen Punkte 
hineinfallen, das sich aber keinewegs in eine Menge fertiger Punkte 
auflöst; die Punkte im Kontinuum im allgemeinen sind nicht, 
sondern sie werden in der Begrenzung durch immer enger werdende 
Intervalle, die vermöge freier Wahlakte endlos ineinander ge- 
schachtelt werden und von denen freilich jedes seinerseits wiederum 
kontinuierlich ist!. Als extremes Beispiel diene etwa die Bestimmung 
der aufeinander folgenden Ziffern eines Dezimalbruchs durch Aus- 
würfeln; vgl. auch das Beispiel auf S. 241. So findet zwar nicht 
in der Form, die die modernen Anforderungen der Strenge er- 
füllt und selbst noch übertrifft, aber doch wohl dem wesentlichen In- 
halt nach eine Rückkehr zu längst überholt geglaubten Anschauungen 
GALILEIs und der Begründer der Infinitesimalrechnung statt, zu An- 
schauungen, die im Grund bis auf ARISTOTELES und vielleicht sogar 
ANAXAGORAS zurückgehen; die in neuerer Zeit herrschend gewordene 
Auffassung des Kontinuums als Gesamtheit fertig vorhandener Punkte, 
wie sie der Betrachtung CANToRs zugrunde liegt, wird als eine ‚in 
Chaos und Leersinn mündende‘“ Verirrung abgelehnt. Nicht mehr das 
Verhältnis von Menge und unteilbarem Element ist entscheidend für 
das Kontinuum, sondern das Verhältnis von Ganzem und Teil; es soll 
geradezu Grundeigenschaft des Kontinuums sein, Teile zu haben, die 
sich unbegrenzt weiter teilen lassen. Im Einklang mit der Preisgabe 
des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten bleibt so selbst für die Dis- 
junktion, daß zwei Punkte entweder zusammenfallen oder getrennt 


1 Cantors Diagonalverfahren (S. 46) wird für diesen Standpunkt nicht. 
bedeutungslos, wenn es auch in etwas anderem Lichte erscheint, nämlich den Be- 
griff der nichtabzählbaren Menge als vorwiegend negativ erscheinen läßt (BorEL [2], 
Note IV; Lusın [2]; vgl. auch BRouwer [3]); das Kontinuum erweist sich danach 
‚als eine Menge, von der zwar immer nur abzählbar unendliche Teilmengen an- 
gebbar sind, für die sich aber zu jeder derartigen Teilmenge immer noch weitere 
Elemente bestimmen lassen, und zwar durch im voraus festlegbare Konstruktionen. 
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liegen, kein Raum mehr; vielmehr trägt die Auffassung des Werdens 
einem endlosen Zusammenrücken von Punkten bis zur allmählichen 
Ununterscheidbarkeit Rechnung!. Der Zeitbegriff scheint hier in 
wesenhafter Weise einzugehen (vgl. auch BECKER [2]), wie er ja auch 
schon von KAnT für die Zahlenlehre in Anspruch genommen worden ist. 


7. Die Konsequenzen für die übrige Mathematik. Die Folgen, 
die all diese neuartigen Anschauungen für die Kritik der heutigen 
„klassischen‘‘ Mathematik haben, sind eischreckend weitgehend. Vor 
allem werden die meisten Begriffe, Methoden und Lehrsätze der 
allgemeinen Mengenlehre (namentlich fast alles, was über das Ab- 
zählbar-Unendliche hinausreicht) und ein sehr großer Teil ihrer 
Anwendungen, z. B.in der Theorie der reellen Funktionen, ungültig 
und sogar sinnlos, die Mengenlehre zu einem ‚interessanten patholo- 
gischen Fall‘ in der Geschichte der Mathematik, auf den spätere Gene- 
rationen nur mit Gruseln zurückblicken mögen. Zu den fortfallenden 
Sätzen zählen z. B. der Satz von CAnTor (S. 67f.), der Äquivalenzsatz 
(S. 71), der Wohlordnungs- und Vergleichbarkeitssatz (S. 195 und 205), 
wie auch schon CAnToRs Definition der wohlgeordneten Mengen (S. 167) 
geopfert werden muß. Auch viele heute bereits als klassisch geltende 
Methoden von WEIERSTRASS, DEDEKIND und anderen in der Grund- 
legung der Analysis bleiben nicht verschont, und zwar ist es in den 
einfachsten Fällen schon die Berührung mit den Irrationalzahlen, die 
in sonst einfache Beweismethoden den Unendlichkeitsbazillus hinein- 
trägt und sie so in den Augen der Intuitionisten verseucht. So 
werden grundlegende Begriffe und Beweise bedeutungslos, darunter 
z. B. die Begriffe des DEDEKINDschen Schnittes und der willkür- 


lichen Funktion, ferner die heute in jeder mathematischen An- 


fängervorlesung entwickelten Beweise für die Existenz einer oberen 
(unteren) Grenze zu jeder beschränkten Menge reeller Zahlen oder für 
die Beschränktheit und gleichmäßige Stetigkeit einer in einem ab- 
geschlossenen Intervall stetigen reellen Funktion. Der Unzulänglichkeit 
dieser Beweise steht bei BROUWER die — übrigens in seinem System 
nicht etwa selbstverständliche, sondern ziemlich tief liegende — Tat- 
sache gegenüber, daß jede in einem Kontinuum definierte Funktion 
stetig, und zwar gleichmäßig stetig ist. Andererseits verneint WEYL [4] 
z. B. die Möglichkeit einer selbständigen, vom Koordinatenbegriff un- 
abhängigen Geometrie, während allerdings ältere, dem Intuitionismus 
eng verwandte Bestrebungen (KANT, FRIES, NELSoN [1]) gerade mit dem 


Motiv der „Anschauung“ den apriorischen Anspruch einer bestimmten 


(euklidischen) ‚reinen‘ Geometrie stützen. 
Auch soweit sich die Ergebnisse der bisherigen Mathematik in dem 
intuitionistischen System aufrechterhalten lassen, gestalten sich die 


* Vgl. hierzu auch Hjeımsrev [1], namentlich den dritten Vortrag. 
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neuen Beweise vielfach erschreckend kompliziert gegenüber den ge- 
wohnten; auch der orthodoxe Intuitionist wird zugeben, daß sich für 
den Anfänger der Zugang zur Mathematik weitgehend nur auf dem Wege 
der bisher üblichen ‚falschen‘‘ Methoden eröffnet, was freilich keinen 
grundsätzlichen Einwand bedeutet. Ein einziges bezeichnendes Beispiel 
für die auftretenden Schwierigkeiten werde gegeben. 


Einer der bekanntesten und wichtigsten Sätze der Mathematik ist der ‚‚Funda- 
mentalsatz der Algebra“, nach dem jede algebraische Gleichung beliebigen Grades 
' mindestens eine (reelle oder komplexe) Wurzel besitzt. Dieser bereits im 

18. Jahrhundert aufgestellte Satz hat seit seinen ersten (namentlich von GAauss 
stammenden) Beweisen viele Dutzende weiterer Beweise gefunden, die auf sehr 
verschiedenartigen Methoden beruhen, zum Teil (so z. B. der zweite Beweis von 
Gauss) sich im wesentlichen auf rein arithmetischer Grundlage aufbauen. Im 
Jahre 1924 sind nun völlig unabhängig voneinander von drei Intuitionisten dreier 
verschiedener Länder (SKoLEM [5], WeEyL [5], BROUwER [15]) Beweise des Fun- 
damentalsatzes der Algebra erschienen auf Grund der Überzeugung, alle bis- 
herigen Beweise seien unzureichend (vgl. dafür DE Loor [1]). Für die mehr 
oder weniger analytischen Beweise und Beweisteile wurde diese kritische Meinung 
schon von älteren Intuitionisten wie KRONECKER und MERTENS vertreten; dabei 
spielt namentlich, entsprechend der Betonung des konstruktiven Moments, die 
Auffassung eine Rolle, wonach von einem Beweise des Satzes nur dann die Rede 
sein könne, wenn das Beweisverfahren die numerische Berechnung der Wurzeln 
einer gegebenen Zahlengleichung mit jeder gewünschten Genauigkeit ermögliche!, 
Inwiefern demgemäß auch den arithmetischen Beweisen des Satzes ein entschei- 
“dender Mangel anhaften soll, mag durch ein kraß gewähltes Beispiel in Anlehnung 
an DE Loor beleuchtet werden. 

Zwecks Beseitigung etwaiger mehrfacher Gleichungswurzeln ıst für den Be- 
weis zunächst zu untersuchen, ob ein gewisser aus den Koeffizienten der Glei- 
chung gebildeter Ausdruck, die „Diskriminante‘“ der Gleichung, gleich Null oder 
von Null verschieden ist. Um einen Fall zu konstruieren, wo die Entscheidung 
zwischen beidem unmöglich ist, gehen wir wieder wie auf S. 229 von der Dezimal- 
bruchentwicklung der Kreiszahlz aus, im Hinblick auf die etwaige Nummer % der- 
jenigen Stelle des Dezimalbruchs, an der zum erstenmal eine Folge von (mindestens) 
sieben hintereinander auftretenden Siebenern beginnt. Es ist unsicher, ob eine 
solche natürliche Zahl k überhaupt existiert, und wenn ja, welches ihr Wert ist; 
es liegt ein Problem vor, das der Intuitionist als „vielleicht unlösbar‘‘ bezeichnet. 
Wir definieren eine Zahl g folgendermaßen: die mit 3,14159... beginnende Dezi- 
malbruchentwicklung von g wird Stelle für Stelle durch die (beliebig weit bestimm- 
bare) Dezimalbruchentwicklung von r festgelegt, und zwar derart, daß im all- 
gemeinen an der nämlichen Stelle beidemal die gleiche Ziffer auftritt; nur an der 
etwaigen kten Stelle soll (statt 7 wie bei) ing die Ziffer 8 oder’ 6 gesetzt werden, 
je nachdem k ungerade oder gerade ist. Hiernach kann g ebenso wie z mit 
jeder gewünschten Genauigkeit bestimmt werden; indes ist unbekannt, ob o gleich, 
kleiner oder größer als m ist. Nun kann man die Koeffizienten einer Gleichung 
als derartige von z und g rational abhängige Ausdrücke wählen, daß die Dis- 
kriminante der Gleichung den Faktor mn —o enthält; z.B. hat die Gleichung 
x® — 32x + 20° = 0 die Diskriminante D = — 108 (n® —g°). Es ist dann nicht 
feststellbar, ob die Diskriminante, deren Wert sich jedenfalls nur äußerst wenig 


1 Diese Auffassung läßt begreifen, in welchem Sinne man die intuitionistische 
Mathematik als eine Synthese zwischen „Präzisionsmathematik‘“ und ‚„Approxi- 
mationsmathematik“ (F. KLEın) ansprechen kann. 

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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von Null unterscheiden kann, gleich Null ist oder nicht. Daher darf auch 
nicht etwa vermöge des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten angenommen wer- 
den, daß entweder das eine oder das andere der Fall sei; die Diskriminante ist eine 
„mit 0 unvergleichbare‘‘ Zahl. Man kann daher nicht entscheiden, ob die vor- 
gelegte Gleichung mehrfache Wurzeln hat, kann solche also auch nicht beseitigen. 

So bleibt nur der Ausweg, den Beweis zunächst für den Fall rationaler Koef- , 
fizienten zu führen, in dem so unglückliche Verhältnisse nicht auftreten können, 
und dann auf dem Weg von Annäherungen zu Gleichungen mit irrationalen 
Koeffizienten fortzuschreiten. 


8. Die Urintuition des Allgemeinbegriffs der natürlichen Zahl. Nach 
der vorstehenden Schilderung mag man es vielleicht als para- 
dox empfinden, von einem führenden Intuitionisten die Mathe- 
matik als „die Wissenschaft vom Unendlichen‘ bezeichnet zu hören 
(s. oben S. 220).. Der Gegensatz ist jedoch nur ein scheinbarer. Den bis- 
her erwähnten, vorwiegend negativen und namentlich die Beherrschung 
des Unendlichen einschränkenden Tendenzen des Intuitionismus steht 
nämlich ein positiver Grundgedanke gegenüber, der, wiewohl oft allzu 
sehr dogmatisch eingeführt, gleichfalls wesentlich aus der Ausgangs- 
forderung der Konstruierbarkeit herzuleiten ist: Die Voranstellung der 
natürlichen Zahlen bzw. des sie erzeugenden Bildungsgesetzes als einer 
der Begründung oder empirischen Bestätigung weder bedürftigen noch 
fähigen Urintuition. Auf ihr baue sich die gesamte Mathematik und 
damit nach BROUWER auch die Logik auf, insofern als sie die- 
entscheidende konstruktive NMperation ermögliche, nämlich die Her- 
leitung jeder beliebigen natürlichen Zahl auf induktivem (oder 
rekurrentem, d.h. schrittweise bis zur Eins zurücklaufendem) Wegt. 
BECKER ([2], S.446f.) kennzeichnet in weiterem philosophischem 
Rahmen das Wesen dieser Intuition dahin, daß sie „allerdings nicht 
als ‚sinnliche‘ oder ‚empirische‘ Anschauung verstanden wird, sondern 
die Weise der unmittelbaren Gewißheit bezeichnet, in der uns die 
logischen, arithmetischen und kombinatorischen Grundtatsachen gegeben 
sind‘ (vgl. auch ebenda, S. 463); jedenfalls handelt es sich um ein der 
Mathematik eigentümliches Anschauungsvermögen. Den die natür- 


! Man vergleiche folgenden Epilog Wevıs ([4], S. 70): „Die neue Auffas- 
sung, sieht man, bringt sehr weitgehende Einschränkungen mit sich gegenüber 
der ins Vage hinausschwärmenden Allgemeinheit, an welche uns die bisherige 
Analysis in den letzten Jahrzehnten gewöhnt hat. Wir müssen von neuem Be- 
scheidenheit lernen. Den Himmel wollten wir stürmen und haben nur Nebel 
auf Nebel getürmt, die niemanden tragen, der ernsthaft auf ihnen zu stehen ver- 
sucht. Was haltbar bleibt, könnte auf den ersten Blick so geringfügig erscheinen, 
daß die Möglichkeit der Analysis überhaupt in Frage gestellt ist; dieser Pessi- 
mismus ist jedoch unbegründet. ... Aber daran muß man mit aller Energie 
festhalten: die Mathematik ist ganz und gar, sogar den logischen Formen nach, in 
denen sie sich bewegt, abhängig vom Wesen der natürlichen Zahl.“ 

® BECKERS Versuch, sogar den transfiniten Ordnungszahlen ein unmittelbar 


anschauliches Fundament zu geben, wird freilich auch bei den Intuitionisten 
schwerlich Anklang finden, 
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lichen Zahlen betreffenden Kern dieser Urintuition entfaltet BROUWER 
weiter zur allgemeinen Mengenkonstruktion und ‚dehnt so die intui- 
tionistische Begründung der (diskreten und abzählbaren) Arithmetik 
auf die (kontinuierliche und überabzählbare) Analysis aus‘. Von jener mit 
besonderem Nachdruck hervorgehobenen Urintuition haben sich die 
Intuitionisten diesen ihren (leicht irreführenden) Namen gewählt. 

Schon von dem ersten modernen Intuitionisten, KRONECKER, stammt 
das Wort: die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist 
Menschenwerk. POINCARE, der als nächster wieder ähnliche Ideen stark 
hervorhebt, hat ausführlich den Gedanken erörtert, daß die Mathematik 
mit ihren analytischen Urteilen und den syllogistischen Schlüssen aus 
ihnen doch nur eine ungeheure Tautologie darzustellen und also trivial 
zu sein scheine; in Wirklichkeit trage sie dennoch in echtem Sinne schöpfe- 
rischen Charakter, und zwar einzig und allein deshalb, weil sie inallihren | 
Teilen durch ein grundlegendes synthetisches Urteil a priori befruchtet ’ 
werde: eben durch das Prinzip der vollständigen Induktion, d.h. durch 
die Idee der Gesamtheit der natürlichen Zahlen (PoIncARE [2], 1. Kapitel). 
Auch die Auffassung, wonach die vollständige Induktion etwa einen Be- 
standteil einer verkleideten Definition der natürlichen Zahlen (im Sinne 
der axiomatischen Methode, vgl. $$ 16ff.) und somit kein Urteil darstelle, 
wird von den Intuitionisten mit Recht nicht anerkannt. Jede Defi- 
nition, die Wert haben soll, bedarf nämlich eines ergänzenden Satzes, der 
die Existenz von Begriffen der definierten Art auszusagen hat; in diesem 
Falle aber bedürfe ein solcher Satz, auch nur im Sinne der Widerspruchs- 
freiheit des Zahlbegriffs verstanden, schon zu seiner eigenen Begründung 
gerade der vollständigen Induktion, da doch die Unmöglichkeit, mittels 
beliebig vieler logischer Schlüsse zu einem Widerspruch zu gelangen, 
nachzuweisen sei. 

Die -Bedeutung des Prinzips der vollständigen Induktion für die 
intuitionistische Auffassung wird verständlich, wenn man bedenkt, 
daß zunächst die Grundforderung der reinen Konstruktion mittels 
endlicher Prozesse überhaupt nur zu Urteilen finiten Charakters führen 
kann, d.h. zu solchen, deren Gesamtinhalt durch eine endliche Anzahl von 
Verifikationen nachzuweisen und so gleichzeitig zu erschöpfen ist. Alle 
von der vollständigen Induktion wesentlich abhängigen Aussagen der 
Mathematik sind nicht von dieser Art, sondern tragen einen wesentlich 
anderen Charakter; das gilt schon für die einfachsten Sätze wie z.B. „für 
jede natürliche Zahl n gilt n +1=1-+n“ oder „zu jeder gegebenen Prim- 
zahl gibt es in angebbarem Abstand eine noch größere“. Zwischen 
derartigen Aussagen, die die Intuitionisten eben auf Grund ihrer Be- 
jahung der vollständigen Induktion noch anerkennen, und den eigent- 
lich ‚„transfiniten‘ (wie z.B. dem Wohlordnungssatz), die sie ver- 
werfen, besteht aber ein entscheidender Unterschied: Jene sind der 
Verifikation mit endlichen Mitteln (z.B. ,9 + 1 = 1 +9“ oder ‚auf 
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7 folgt die Primzahl 11‘) fähig!; sie können allerdings — im Gegensatz 
zu den finiten Aussagen — erst durch unendlichviele endliche Veri- 
fikationen erschöpft werden, von denen aber jede einzelne grundsätz- 
lich endlicher Natur ist, mag sich auch die Durchführung (weil z. B. 
generationenlange Rechenarbeit erfordernd) praktisch verbieten. In 
dieser Verifizierbarkeit der von ihnen anerkannten mathematischen 
Aussagen erblickt z.B. PoINcARE£ den eigentlichen Grund dafür, weshalb 
die Mathematiker im Gegensatz etwa zu den Philosophen trotz der Un- 
zulänglichkeiten der Sprache im allgemeinen nicht aneinander vorbei- 
reden; im Zweifelsfall wirkt die Verifikation aufklärend und vor ihr 
beugt sich alles. Die im engeren Sinn transfiniten Aussagen dagegen 
sind der endlichen Verifikation überhaupt nicht fähig und werden von 
den Intuitionisten deshalb als inhaltsleer abgelehnt; bei Aussagen dieser 
Art, wie z. B. dem Wohlordnungssatz, bleibe daher für Mißverständnisse: 
ein so weiter Spielraum (vgl. PoIncARE [6], z. B. S. 145f.). 

Was die transfiniten Methoden des tertium non datur, des Gebrauchs 
von „alle‘‘ und ‚es gibt‘ usw. angeht, so werden wir sehen, daß über- 
raschenderweise gerade die anscheinend schärfsten Gegner des Intui- 
tionismus, nämlich die formalistische Schule HıLBERTS, den metho- 
dischen Zweifel BROUWERS ihrerseits aufnehmen. Ganz entsprechend 
zeigt nun gerade eine neue und ganz besonders weittragende forma- 
listische Veröffentlichung (voN NEUMANN [3], vgl. auch HıLBERT [10] 
und namentlich WEyLs Bemerkungen dazu), daß auch hinsichtlich der 
Anerkennung der Zahlenreihe kaum mehr ein merklicher Unterschied 
zwischen beiden Richtungen besteht (vgl. S. 378f.). Wie immer man also 
auf Grund der in den nächsten Paragraphen erörterten Systeme sich auch 
zu den Schlußfolgerungen des Intuitionismus stellen mag, jedenfalls wird 
die hohe grundsätzliche und spezifisch mathematische Bedeutung vieler 
seiner Ausgangsdunkte heute nicht mehr bestritten werden können. 


$ 15. Die nicht-prädikativen Begriffsbildungen. RUSSELL 
und die logizistische Methode. 


1. Erwünschtheit einer konservativen Behandlung der Antinomien- 
krise. Für die Intuitionisten stellen die Antinomien der Mengenlehre 
nicht den eigentlichen Wesensgrund dar, aus dem heraus sie ihre Reform 
der Mathematik an Haupt und Gliedern fordern. Die Antinomien 
wirken vielmehr nur als eines der auslösenden Momente; sie haben 


! Es erscheint freilich zweifelhaft oder zum mindesten von einer tieferen Ana- 
lyse des Begriffs ‚Verifikation‘ abhängig, ob neben den „realen“ auch die nicht- 
transfiniten ‚idealen‘ Aussagen der Mathematik (vgl. S. 374) als gleichermaßen veri- 
fizierbar und damit als legitim im Sinne Poincarts gelten dürften. Auch in der 
theoretischen Naturwissenschaft lassen sich ja die (idealen) Behauptungen nicht 
einzeln experimenteil nachprüfen, sondern nur als Glieder einer ganzen Theorie. 
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das angeblich so waghalsige Tun und Treiben der modernen Analytiker 
und Mengentheoretiker blitzartig beleuchtet und so ‚anscheinend 
die Gemeingefährlichkeit dieser neuen Entwicklung schlagend dargetan; 
die Gewissen zu schärfen wird damit zu ihrer wesentlichen Aufgabe. 
KRONECKER, der erste unter den modernen Intuitionisten, hat in der 
Tat weder das Aufkommen der Antinomien noch auch nur CANTORS 
systematische Vollendung und Darstellung der älteren Mengenlehre 
mehr erlebt. 

Anders ist die Sachlage für die jetzt zu erörternde Methode, die Men- 
genlehre und darüber hinaus die Mathematik überhaupt wieder auf 
festen Grund und Boden zu stellen. Die Antinomien bilden hier nicht 
nur Anlaß und Ausgangspunkt, sondern sogar methodischen Wegweiser 
für die einzuschlagende Richtung bei dem Stützungsunternehmen. 
Im Anfang ist freilich keineswegs in jeder Beziehung ein scharfes Aus- 
einanderklaffen dieses und des intuitionistischen Weges zu bemerken; 
vielmehr ist es gerade einer der hervorragendsten gemäßigten Intuitio- 
nisten, nämlich kein Geringerer als PoINcARE, der — einem Hinweis 
von RICHARD folgend — vor allem auf dem Weg der Polemik mit 
den Logizisten diese auf den ihm selbst vorschwebenden methodischen 
Ausgangspunkt drängte (vgl. POINCARE [5], zweites Buch). Durch das 
Hinzutreten andersartiger Momente, die sich mit jenem Ausgangspunkt 
beinahe ‚zufällig‘ verbanden, ist dann freilich diese wesentlich von 
RusseLL (und WHITEHEAD) entwickelte mathematisch-logische Grund- 
anschauung in einen vollen, vielfach konträr erscheinenden Gegensatz 
zum Intuitionismus gelangt. 

Ein starkes Bedürfnis nach einer konservativeren Behandlung der 
Krankheit am Körper der Mengenlehre und der Mathematik überhaupt, 
wie sie durch die Antinomien offenbar geworden ist, besteht ja unzweifel- 
haft. Denn wenn der Intuitionismus einen großen Teil der modernen 
Mathematik für zusammengebrochen hält und das mathematische 
Gebäude nur in sehr beschränkten Ausmaßen und mit ebenso kom- 
plizierten wie vorsichtigen. Aufbaumethoden wieder leidlich herzustellen 
sucht, so liegt die Frage nahe, ob man nicht das Kind mit dem Bade 
auszuschütten sich angeschickt hat: ob es nicht möglich ist und auch 
genügt, die Teile in den Grenzmauern und an den Fundamenten, wo 
sich Risse gezeigt haben, durch solidere Konstruktionen zu ersetzen, 
aber den wesentlichen Bestand des Gebäudes unversehrt zu erhalten. 
In der Tat liegt ja vor allem das folgende argumentum ad hominem 
nahe. Wo sonst in einem Wissenszweig, etwa in der Philosophie oder 
in der Nationalökonomie, die Grundlagen unsicher und umstritten sind, 
da macht sich die Wirkung alsbald aufs deutlichste geltend: auf dem 
schwankenden Fundament werden die verschiedensten, teilweise einander 
widersprechenden Theorien aufgebaut und bei den Versuchen zur Lösung 
eines und desselben Problems (etwa des Erkenntnisproblems oder der 
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Frage der Willensfreiheit oder der Agraizölle) reden vielfach die wissen- 
schaftlichen Schulen und Einzelforscher geradezu aneinander vorbei. In 
scharfem Gegensatz hierzu haben an vielen der mathematischen Auf- 
gaben und Theorien, deren Lösbarkeit oder sogar deren Sinn überhaupt 
von den Intuitionisten bestritten wird, die verschiedensten Forscher mit 
ganz und gar abweichenden Methoden gearbeitet, um schließlich in den 
einzelnen Fragen zu durchweg übereinstimmenden Ergebnissen zu ge- 
langen. Man wird daher rein psychologisch geneigt sein, auf Grund der 
Antinomien zwar anzuerkennen, daß die Grundlage der klassischen 
(CAnTorRschen) Mengenlehre unbefriedigend ist und eine Umgestaltung 
erfordert, aber gleichzeitig die Bestrebungen der Intuitionisten für eine 
allzu radikale Kur zu halten; diese Kur erreicht allerdings das (nur 


nebenbei) gewünschte Ziel, die aufgetauchten Schwierigkeiten auszu-- 


schließen, ist aber in der Art, wie sie dieses Ziel durchsetzt, der Polizei- 
behörde vergleichbar, die den Gefahren eines aussichtsreichen Kletter- 
steiges durch ein Verbot des Begehens vorbeugen will. Man darf eben 
allgemein wissenschaftliche Methoden, die sich als vielfach fruchtbar 
und erfolgreich erwiesen haben, nicht einfach um deswillen ablehnen, 
weil sie in gewissen Fällen in Sackgassen und Widersprüche zu führen 
scheinen — wie ja auch z.B. die mit den divergenten Reihen auf- 
tauchenden Paradoxien nicht dazu geführt haben, die unendlichen 
Reihen überhaupt in Bausch und Bogen zu verwerfen. 
. Soweit namentlich die intuitionistischen Einwände das Feld der 
Mathematik selbst (und nicht der Logik) einengen, wie das vor- 
wiegend der Fall ist, wird zum mindesten derjenige, der die Logik 
als von der Mathematik unabhängig ansieht, darauf verweisen können, 
daß die Antinomien einer vielmehr logischen als mathematischen Quelle 
zu entspringen scheinen; zu dieser Meinung bringt uns nicht nur die 
sehr allgemeine Natur einiger Paradoxien der Mengenlehre, sondern 
auch die Art der verwandten logischen Antinomien, in denen weder 
der Begriff der Menge noch z.T. der des Unendlichen vorkommt. 
Es bleiben so für den, der den Intuitionismus als zu radikal oder zu 
dogmatisch ablehnt, zwei einigermaßen verschiedene, miteinander aller- 
dings eng verwachsene Aufgaben zu erledigen. Die eine, vorwiegend 
mathematische, fordert, das Operationsfeld der Mengenlehre so weit 
— aber auch nur so weit — zu beschränken, daß aus ihm die bisher 


aufgetauchten Schwierigkeiten herausfallen und daß neue Widersprüche _ 


ausgeschlossen bleiben; was vor einer Gefährdung sicher erscheint, 
vor allem also was sich als mathematisch wertvoll erwiesen hat, soll 
im mengentheoretischen Gebiet belassen werden. Faßt man etwa die 
RusseLtsche Antinomie (vgi. S. 211) ins Auge, so liegt der Schluß 
nahe, daß die erforderliche Berichtigung vorzugsweise oder sogar 
ausschließlich den Begrijf der Menge betreffen, nämlich seine übergroße 
Allgemeinheit einschränken muß. Die andere, in erster Linie allgemein- 
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logische Aufgabe, die, obgleich mit der Grundlagenforschung der Mathe- 
matik aufs engste verknüpft, für unsere Betrachtung naturgemäß 
an die zweite Stelle zu treten hat, läßt sich etwa so kennzeichnen: 
es sollen die inneren Gründe für die Notwendigkeit und das Ausmaß 
der der Mengenlehre aufzuerlegenden Gebietseinschränkung aufgehellt 
und allenfalls darüber hinaus die Fragen geklärt werden, die der all- 
gemeinen Logik aus den erwähnten logischen Antinomien erwachsen. 

Ein vollkommenes und endgültiges Gelingen der in diesem Sinn 
notwendigen Einschränkung des Gebiets der Mengenlehre wird man 
nun freilich nicht erwarten dürfen, sondern sich mit einer in mancherlei 
Richtung vorläufigen Lösung begnügen müssen. Insbesondere ist das 
der Fall — und auch verhältnismäßig erträglich — in dem Sinn, daß 
die zu ziehende Grenzlinie zwar keinesfalls zu wert verlaufen darf, so 
daß für gewisse Schwierigkeiten noch Raum verbliebe, aber allenfalls 
unnötig eng sein mag, nämlich enger, als das Ziel der Vermeidung von 
Widersprüchen an sich erfordern würde; eine solche Grenzlinie liefert 
eine vielleicht übermäßig eingeengte, aber jedenfalls einwandfreie 
Wissenschaft und sie muß hingenommen werden, so lange die scharfe 
Grenze zwischen Zulässigem und Unzulässigem unauffindbar erscheint. 
In solchem Sinne und mit einigen wesentlichen, noch hervorzuhebenden 
Einschränkungen ist es nun tatsächlich gelungen, die erwähnte Aufgabe 
zu lösen. Bei dem Mangel an Bestimmtheit, der unserer Aufgabe im 
Sinne der soeben gemachten Bemerkungen anhaftet, kann es nicht 
wunder nehmen, daß verschiedene Bearbeitungen zu wesentlich ver- 
schiedenartigen und wohl auch verschiedenwertigen Lösungen führten. 
Von den beiden wichtigsten dieser Lösungswege wird der eine, nach 
der axiomatischen Methode orientierte im nächsten Kapitel ausführlich 
geschildert; auf den anderen, wesentlich von RussELL gebahnten Weg 
wollen wir jetzt einen flüchtigen Blick werfen. 


2. Die nicht-prädikativen Begriffsbildungen und ihr Verbot. Den 
Ausgangspunkt bei (POINCARE und) Russe bildet die Ablehnung der 
sog. nicht-prädikativen Definitionsverfahren. 


Hierunter versteht man zunächst ganz allgemein die Bildung zweier Begriffein 
der Art, daß in die Definition eines jeden unter ihnen der andere Begriff notwendig 
eingeht. Die beiden Begriffe können auch zusammenfallen; dann wird oft! 
die Unmöglichkeit eines solchen Vorgehens besonders augenfällig. Wenn beispiels- 
weise eine Zahl x bestimmt werden sollte als größter gemeinschaftlicher Teiler 


4 
der ganzzahligen unter den Zahlen 6, CE 8, so kann für ganzzahlige Werte von 


= offenbar dieser Vorschrift nicht Genüge geleistet werden, während anderenfalls, 


2 


1 Es sind freilich auch ganz andersartige, rechtmäßige Fälle denkbar, in 
denen die zirkelhafte Verknüpfung nur scheinbar ist; etwa wenn x durch die Glei- 
chung »=5x—7 festgelegt wird. 
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also bei Fortlassung von 2 gemäß der Vorschrift, sich x =2ergäbe, also 2 dennoch 


ganzzahlig würde. 


Im engeren, für uns allein in Betracht kommenden Sinn bezeichnet 
man als nicht-prädikativ jedes Verfahren, welches ein einer ge- 
wissen Gesamtheit M als Glied angehöriges Individuum m in der 
Weise kennzeichnet, daß in die Definition eben jene Gesamtheit ein- 
geht; oder ein wenig eingeschränkter: jedes Verfahren, welches einen 
speziellen Vertreter m eines gewissen Allgemeinbegriffs unter Zuhilfe- 
nahme der Gesamtheit M aller möglichen Vertreter jenes Allgemeinbegriffs 
definiert!. Z. B. soll in RıcHArps Antinomie (S. 214f.) ein bestimmter, 
sich als endlich definierbar erweisender Dezimalbruch mittels der Ge- 
samtheit aller endlich definierbaren Dezimalbrüche gebildet, nämlich aus 
dieser Gesamtheit mittels des Diagonalverfahrens hergeleitet werden. 
Man kann sich Definitionen solcher und etwas allgemeinerer Art ver- 
anschaulichen durch das Schema der Beziehung 


a N 


indera,b,c,... feste Objekte (z. B. Mengen) darstellen, dagegen x, y,2,... 
in bestimmter Weise von der Menge M abhängen. RussELL hat mit einer 
gewissen Systematik Antinomien nach Art der im vorletzten Para- 
graphen beschriebenen entwickelt; nicht etwa um durch deren Häufung 
das Gewicht der schon durch einen einzigen Widerspruch ausgelösten 
Bedenken zu verstärken, sondern im Gegenteil um das Unheimliche der 
einzelnen Antinomie fortzunehmen und in der Massenerscheinung ihr 
Charakteristikum kenntlicher und 'greifbarer zu machen. In der Tat 
weist er bei ihnen allen ein nicht-prädikatives Verfahren auf, in dem 
er den wesentlichen Kern der auftretenden Widersprüche sieht, und 
zieht daraus den Schluß, der Mathematiker müsse sich zur Regel machen: 
keine Gesamtheit kann Glieder enthalten, die nur mittels jener Gesamtheit 
definierbar sind und somit ihrerseits von jener Gesamtheit abhängen 
(,,no totality can contain members defined in terms of itself‘ ; „‚whatever 
involves all of a collection must not be one of the collection“). Die nur 
so definierbaren Begriffe können natürlich existieren, aber eben nicht 
als Glieder jener Gesamtheit. Bei Befolgung dieser Regel? („vicious 
circle principle“), die er zu einem Grundprinzip seines großen logisch- 
mathematischen Systems macht, können in der Tat Widersprüche wie 
z. B. der RicHArDsche nicht auftreten; die fragliche Menge von Dezimal- 
brüchen ist dann nämlich die Menge M all der Dezimalbrüche, die mit 
endlichvielen Worten definiert werden können, ohne daß bei dieser 
Definition der Begriff der Menge M selbst benutzt wird (vgl. schon 
RICHARD [1] und Poıncar£ [5], S. 174). Die Verwendung des Diagonal- 


! Vgl. auch die von Scaorz [1] angegebene Charakterisierung. 
®* Russe [3]; WEITEREAD-Russeur [115], S. 58. 
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verfahrens im oben angegebenen Sinn, die demnach zu einem in M 
nicht vorkommenden Dezimalbruch führt, ergibt bei dieser Auffassung 
keinen Widerspruch. 

Natürlich soll durch den Ausschluß der nicht-prädikativen Begriffs- 
bildungen nicht etwa ausgedrückt werden, daß die nicht unter das Ver- 
bot fallenden Definitionen generell einwandfrei seien; auch andere Defi- 
nitionen bedürfen noch der Prüfung ihrer Widerspruchslosigkeit, wie 
etwa das Beispiel „das gleichseitige rechtwinklige Dreieck‘ zeigt. 

Einige weitere Beispiele, die absichtlich (zur Illustration späterer 
Betrachtungen) sehr verschiedenartig gewählt sind, mögen die nicht- 
prädikative Begriffsbildung verdeutlichen; dabei bezeichnet stets m das- 
jenige Glied der Gesamtheit M, welches durch M festgelegt wird. 

1. ?(x) sei für OSx=l1 eine stetige reelle Funktion einer Ver- 
änderlichen x, M die Gesamtheit aller zugehörigen Funktionswerte f (x), 
m der kleinste unter all diesen Funktionswerten, d.h. die kleinste Zahl 
der Zahlenmenge M. (Daß in M eine kleinste Zahl existiert, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, daß M eine abgeschlossene Menge ist [vgl. 
S.159], ist natürlich nicht selbstverständlich, sondern bedarf eines 
Beweises.) 

2. In ZERMELOs erstem Beweis des Wohlordnungssatzes (S. 200 ff.) 
wurde der Begriff einer Gammafolge einer beliebig gegebenen Menge N 
eingeführt und dann eine besondere, nämlich die umfassendste aller 
Gammafolgen (ihre geordnete Vereinigungsmenge), betrachtet. Be- 
zeichnen wir diese besondere (damals 2’ genannte) Gammafolge mit 
m und die Menge aller Gammafolgen von N mit M, so geht M in die 
Definition von m ersichtlich ein. 

3. N sei eine beliebige Menge (z. B. die Menge aller natürlichen 
Zahlen); UN = M bedeute die Menge aller Teilmengen von N (Potenz- 
menge von N, etwa „das Kontinuum‘“) und zu den Teilmengen von 
M sei eine beliebige, aber feste Auswahl je eines ausgezeichneten Ele- 
ments aus jeder Teilmenge gegeben, womit nach ZERMELOs Beweis des 
Wohlordnungssatzes eine Wohlordnung von M eindeutig bestimmt ist 
(S. 200ff.).. Das erste Element der erhaltenen Wohlordnung von M 
werde mit m bezeichnet, Dann ist m (als Element von M) eine spezielle 
Teilmenge von N, in deren Definition wenigstens bei der hier angegebenen 
Auffassung die Gesamtheit M aller Teilmengen von N eingeht. 

4. (Vgl. Harrocs [1] und SIERPINSKI [2].) Wir gehen aus von der Menge M, 
deren Elemente alle möglichen wohlgeordneten Punktmengen (Mengen reeller 
Zahlen) sind, um durch sie eine spezielle derartige Punktmenge m — die überdies, 
worauf wir an anderer Stelle (S.295) nochmals zurückkommen, von der Mächtigkeit 
des Kontinuums sein soll — folgendermaßen zu bestimmen: Die Elemente von M, 
in denen die reellen Zahlen natürlich nicht gerade ihrer Größe nach aufzutreten 
brauchen, seien derart in verschiedene Mengen (also Teilmengen von M) auf- 


geteilt, daß jedesmal lauter Punktmengen von der nämlichen Ordnungszahl (und 
alle solchen) zu einer und derselben Menge A gerechnet werden; auch {0} ist somit 
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eine dieser Mengen A. A sei dann die Menge aller derartigen Mengen A in solcher 
Anordnung, daß die Menge A der Menge A’ vorangeht, falls die Elemente von 4A 
eine kleinere Ordnungszahl besitzen als die von A’; offenbar wird A durch diese 
Vorschrift wohlgeordnet, und zwar derart, daß der durch A bestimmte Abschnitt 
von A den Elementen von A ähnlich ist. 

Weiter ist die Kardinalzahl von A größer als‘die des Kontinuums. Denn jede 
Teilmenge A von A, deren Kardinalzahl < cist, erlaubt die Bildung einer zu Ä 
ähnlichen, also namentlich wohlgeordneten Punktmenge, welche somit einem ge- 
wissen Element A von A als Element angehören wird und demnach dem durch dieses 
A bestimmten Abschnitt von A ähnlich ist. A muß daher eine eigentliche Teilmenge 
von A sein, weil im Falle A= A diese Menge einem Abschnitt von sich selbst ähn- 
lich wäre, entgegen Satz 10 auf S. 180. Nach dem Vergleichbarkeitssatz (S. 205) 
hat somit A eine Kardinalzahl > c. 

Ist schließlich unter den (hiernach sicher vorhandenen) Abschnitten von A, die 


von der Mächtigkeit c sind, A, derjenige von der kleinsten Ordnungszahl, so hat- 


man in A, eine eindeutig definierte wohlgeordnete Menge. Jedes Element m der 
Menge A, die in A den Abschnitt A, bestimmt, stellt dann eine der Ordnungszahl 
nach eindeutig bestimmte wohlgeordnete Punktmenge von der Mächtigkeit c dar, 
in deren Definition die Menge M aller wohlgeordneten Punktmengen eingeht. 

5. In der BuraAuı-ForTischen Antinomie (S. 212) wurde die Ge- 
samtheit M aller Ordnungszahlen, geordnet nach der Größe der ein- 
zelnen Ordnungszahlen, betrachtet. Da sich M als wohlgeordnet er- 
weist, schien es möglich, eine Ordnungszahl m als Ordnungszahl der 
Menge M aller Ordnungszahlen zu definieren. — Für das nicht-prädikative 
Moment in den verschiedenen anderen Antinomien vergleiche man 
Russe [3]. 

Auch das bei den Antinomien (S. 217f.) angeführte Beispiel einer 
Eigenschaft &, von natürlichen Zahlen, die von der Gesamtheit aller 
derartigen Eigenschaften abhängt, kann als Beispiel dienen. 


Das generelle Verbot der nicht-prädikativen Begriffsbildungen ist in solcher = 


Allgemeinheit keineswegs unbestritten. Die Art und Tragweite der dies- 
bezüglichen Meinungsverschiedenheiten wird an einer Diskussion klar, die 
sich um die vorhin angeführten Beispiele 1 und 2 dreht!. Gegen ZERMELOS 
ersten Beweis des Wohlordnungssatzes (S. 200ff.) hat Poıncarfk den Einwand 
erhoben, daß die (darin wesentliche) umfassendste Gammafolge &' auf nicht- 
prädikative Art, nämlich als Summe aller Gammafolgen, definiert und des- 
halb unzulässig sei. Dem begegnet ZERMELO ([4], vgl. dazu auch [2]) namentlich 
mit der Berufung auf das Beispiel 1: der dort zur Verwendung kommende Begriff 
des Minimums einer Zahlenmenge (die ein Minimum besitzt) wurde nämlich 
von den Mathematikern stets unbedenklich benutzt und spielt z.B. in einem 
der bekanntesten Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra, wo es auf das 


Minimum der Absolutwerte |/(x)| eines Polynoms f(x) für komplexe x ankommt, 


eine ganz wesentliche Rolle. Ein Verbot, das derart die klassischen Beweise der 
Mathematik antaste, könne — so meint ZERMELO —- nicht ernst genommen werden. 

Nun will allerdings Poıncar£ selbst (siehe [3]) auf Beweise wie den an- 
geführten nicht verzichten. Er weist nämlich das nicht-prädikative Moment 
darin als entbehrlich nach: statt des kleinsten unter allen möglichen Werten 


! Leser, die mit den nachfolgend benutzten algebraischen und analytischen 
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Begriffen nicht vertraut sind, mögen diesen und die beiden nächsten Absätze 
überschlagen. 
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von |/(%)| brauche man nur die untere Grenze aller für rationales x sich ergebenden 
Sonderwerte von |f(x)| zu betrachten, was in der Tat auf dasselbe hinausläuft; 
diese untere Grenze könne zwar unter Umständen selbst ein derartiger Sonder- 
wert von |/(x)| sein, brauche es aber nicht zu sein; daher könne auch in dem 
letzten schlimmsten Fall von einer nicht-prädikativen Definition keine Rede sein, 
da dann jene untere Grenze zwar Element der Menge aller |f(x)| mit rationalem x 
sei, aber nicht kraft ihrer Definition, sondern kraft eines Beweises, der ihrer Definition 
und Exisienzsicherung erst nachfolge. 

Nach dieser Selbsteinschränkung des PoıncAr&schen Verbotes kann nun frei- 
lich ZERMELO darauf hinweisen, daß in seinem von PoIncAr& getadelten Beweise 
der nämliche Sachverhalt vorliege. Die Gammafolge &' wird in der Tat zunächst 
allein in der Eigenschaft als Summe aller Gammafolgen definiert und als existierend 
erkannt; darnach folgt erst der Beweis, daß im vorliegenden Fall % sozu- 
sagen ‚zufällig‘ (d.h. nicht kraft Definition) selbst eine Gammafolge (und somit 
die umfassendste) ist. Das entspricht einfach dem in der Logik wohlbekannten 
Sachverhalt, wonach im allgemeinen sehr verschiedene Arten, ein Objekt zu be- 
stimmen, möglich sind und diese verschiedenen Arten zwar nicht identische, wohl 
aber umfangsgleiche Begriffe liefern. Jedenfalls sind so die nicht-prädikativen 
Verfahren in weiter Ausdehnung mit PoIncArEs eigenen Argumenten gerecht- 
fertigt. Ja noch mehr: klammert man sich an PoıncAr&s Legitimierung des obigen 
Beweises, so kann man selbst an Antinomien wie z. B. der BuUrRALI-ForTischen 
(obiges Beispiel 5) das nicht-prädikative Moment ausschalten, das für den Wider- 
spruch verantwortlich sein sollte. Man fasse nämlich die (nach der Größe der Ord- 
nungszahlen geordnete) Menge aller Ordnungszahlen zunächst als eine nur schlecht- 
hin geordnete Menge O auf und beweise darnach erst für ihren Ordnungstypus, 
daß er eine Ordnungszahl (d.h. den Typus einer wohlgeordneten Menge) darstellt 
und somit ungereimterweise der Menge O als Element angehören müßte! 


Wie schon aus dem Vorangehenden und noch mehr bei einer ver- 
gleichenden Durchsicht der einschlägigen Literatur erhellt, bestehen 
erhebliche Meinungsverschiedenheiten und auch Mißverständnisse 
über den Sinn und die Tragweite des Verbotes nicht-prädikativer Pro- 
zesse. Wenn man von der historischen Entwicklung, für die POINCARE 
im Vordergrund steht, nunmehr absieht und die (sicherlich noch nicht 
endgültigen) Auffassungen der heutigen Forscher, soweit sie dem Pro- 
blem Beachtung schenken, zu analysieren versucht, so wird man eine 
Dreigliederung festzustellen berechtigt sein. Zunächst sind da die durch- 
aus harmlosen Fälle, wo ein — auch anderweitig charakterisierbares — 
Glied einer Gesamtheit M beschrieben wird in einer Form, die auf M 
selbst Bezug nimmt; dieser Fall liegt etwa beim Beispiel 1 auf S. 249 vor. 
Weder RussELL noch andere ernsthafte Forscher haben gegen Begriffs- 
bildungen dieser Art etwas einzuwenden; der Begriff der unteren Grenze 
oder des Minimums einer Zahlenmenge bleibt vom vicious circle prin- 
ciple und von Russers Typentheorie (Nr.3) unberührt (nicht aber 
ebenso der Beweis für die Existenz der unteren Grenze). Eine zweite 
Ausprägung des Nicht-Prädikativen liegt in der Bildung von Mengen, 
die sich selbst als Element enthalten. In diesem Fall, der vor allem 
von RussELLs Verbotsregel getroffen werden sollte, erweist sich diese 
für ihn im Grunde hinterher als entbehrlich; denn wie in der folgenden 
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Nr. 3 zutage tritt, sind derartige Bildungen nicht sowohl (im Sinne der 
Verbotsregel) zirkelhaft als vielmehr sinnlos — närnlich auf Grund der 
Typentheorie; nach der man ebensowenig etwa aussagen kann, eine 
Menge sei nicht Element von sich selbst (vgl. S. 257). Von dieser Art 
ist z.B. die Buraı-ForTische Antinomie. Drittens endlich hat man 
die Fälle in Betracht zu ziehen, wo wirklich die Gesamtheit aller Ob- 
jekte (Eigenschaften usw.) von bestimmter Art oder ein Gegenstand, 
in dessen Definition diese Gesamtheit eingeht, als neues, in gewissem 
Sinn mit den Ausgangsobjekten gleichartiges Objekt eingeführt werden 
soll; der Unterschied gegen die zuerst angeführte Art liegt darin, daß 
hier nicht sichergestellt ist, ob das neue Objekt unabhängig von der Art 
seiner Einführung schon ‚existiert‘, d.h. anderweitig eingeführt werden 
kann. Mit dieser Art nicht-prädikativer Prozesse sind die wesentlichen 
und großenteils noch unerledigten Schwierigkeiten verknüpft. 


Auch bei Beschränkung auf Fälle von den beiden letzten soeben 
geschilderten Arten gilt für das POINCARE-RusseLsche Verbot der 
nicht-prädikativen Begriffsbildungen jedenfalls: leichter gesagt als 
getan. Bei strenger Befolgung des Verbotes geht, nicht sehr viel 
anders als im Intuitionismus, ein großer Teil der modernen Analysis 
und Mengenlehre verloren, namentlich diejenigen Gebiete, in denen 
es wesentlich ist über das Abzählbar-Unendliche hinauszuschreitent. 
Auch der Rettungsgürtel, mit dem PoIncARE (vgl. S. 250f.) gewissen 
unbeabsichtigten Opfern seiner Kritik zu Hilfe kommen will, erweist 
sich für wichtige Begriffsbildungen der Mathematik als nicht tragfähig, 
während er auf der anderen Seite sogar durchaus unwürdigen, näm- 
lich widerspruchsvollen Objekten zugute kommt. Unter anderem fällt 
mit dem Ausschluß der nicht-prädikativen Prozesse der Satz, wonach 
jede beschränkte Zahlenfolge oder -menge eine-untere und.obere Grenze 
besitzt, also eine der Hauptgrundlagen der Funktionentheorie (vgl. 
Weyr [2] und [3]). 


Eine besonders wesentliche Folge jener Verbotsregel für die Mengenlehre sei 
noch angedeutet: Bei CaAnTors Fassung des Begriffes „Teilmenge“ (S. 20) muß 


zu den Elementen der Potenzmenge UM einer Menge M (S. 107), d.h. zu den ; 


Teilmengen von M, eine Gesamtheit von Elementen aus M auch dann gerechnet 
werden, wenn ihre Kennzeichnung nur möglich (oder bekannt) ist mittels einer 
Definition, in die die Potenzmenge UM selbst eingeht — obgleich zu deren Ele- 
menten die zu definierende Gesamtheit ihrerseits gehört (vgl. Beispiel 3 auf S. 249). 
Eine derartige Verwendung des Begriffes der Potenzmenge ist uns, wenn auch 


nur im Wege des indirekten Verfahrens, in der Tat schon ganz im Anfang ent- 


| 1 Übrigens ist keineswegs mit jedem Fall, wo eine Konstruktion unmöglich 
ist, ein nicht-prädikatives Verfahren verknüpft; man kann daher diese Verfahren 
sehr wohl ablehnen, ohne deshalb konsequenter Intuitionist sein und demgemäß 
alle reinen Existenzsätze verwerfen zu müssen (S.226). So hat ja gerade PoıncArE£ 
die typischeste aller Existentialaussagen, nämlich die Behauptung des Auswahl- 
axioms (S. 283), bejaht und sogar als synthetisches Urteil a priori angesprochen. 


i 
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gegengetreten, nämlich an der allerwichtigsten Stelle, als wir die Unterscheid- 
barkeit verschiedener Stufen des Unendlichgroßen erkannten: beim Beweise der 
Nichtabzählbarkeit des Kontinuums (S. 46f.); wir definierten damals einen spezi- 
ellen Dezimalbruch D zwischen 0 und 1 durch die Gesamtheit aller möglichen 
derartigen Dezimalbrüche. In jenem Fall tritt das nicht-prädikative Moment 
allerdings nicht allzu stark hervor; es kann nämlich so lange ausgeschaltet werden, 
als der Beweis in direkter Form geführt wird (und daher nur von abzählbaren Mengen 
die Rede ist); der &ine indirekte Schluß aber, der den Übergang vom Hilfssatz 
auf S.45 zu Satz 1 (und gleichzeitig vom Abzählbaren zum Überabzählbaren) 
vermittelt, wird je nach dem Sinn!, den man mit Satz 1 verbindet, nicht not- 
wendig als der Verbotsregel widerstreitend empfunden. Indes scheint es allgemein 
keineswegs ausgeschlossen, daß es Teilmengen einer etwa abzählbaren Menge M 
(d.h. wesentlich: reelle Zahlen) gäbe, die nur mittels der Potenzmenge UM (der 
Menge aller reellen Zahlen) definierbar wären; die Aufnahme derartiger Mengen 
in UM muß wenigstens dem als nicht-prädikativ erscheinen, der nicht in ge- 
eigneter Fortbildung der ursprünglichen Denkweise CAnToRS (vgl. den Schluß 
des $18) den Begriff ‚Teilmenge‘ ganz naiv faßt. Überhaupt bemerkt der auf- 
merksame Betrachter, daß die Heranziehung des nicht-prädikativen Ver- 
fahrens zwar meist entbehrlich ist, solange man im Gebiet des Endlichen und 
des bloß Abzählbar-Unendlichen bleibt; daß sie aber in der Regel da unvermeid- 
bar wird, wo es gilt von einer unendlichen Kardinalzahl zu einer größeren über- 
zugehen, wo also gerade die Überwindung des vagen und bedeutungslosen ‚Un- 
endlich schlechthin“ durch die Rangordnung unterscheidbarer Stufen im Unend- 
lichen erst wirksam wird?. Die Potenzmenge, dieses entscheidend wirksame Werk- 
zeug der Mengenlehre, und somit auch die klassische Theorie des Kontinuums 
(DEDEKIND, CANToR) kann wohl nicht ganz des nicht-prädikativen Momentes 
entkleidet werden. 


Nach alledem sind die mit dem nicht-prädikativen Verfahren ver- 
knüpften Bedenken ernstlich und verlangen gebieterisch nach einer 
Aufklärung. Dabei tritt offenbar die Frage in den Vordergrund, obein. 
auf nicht-prädikative Art eingeführter Begriff auch in anderer Weise 
festlegbar wäre und somit gewissermaßen schon ‚‚vor‘ jener bedenk- 
lichen Einführung existiert. In der Tat: wenn z.B. jede beim Diagonal- 


1 Wenn man nämlich ‚„nichtabzählbare Menge“ als einen rein negativen Begriff 
ansieht, also den erwähnten Hilfssatz nicht auffaßt als ‚die Menge aller reellen 
Zahlen läßt sich nicht abzählen‘‘, sondern etwa als ‚eine abzählbare Menge kann 
keinesfalls die sämtlichen reellen Zahlen umfassen‘, so wird hiermit jeder- 
mann einverstanden sein. 

2 Schon aus diesem Grund, ganz abgesehen von der Rücksicht auf den Intui- 
tionismus, sollte man, wie mir scheint, unter den Gegnern der Mengenlehre einen 
wesentlichen Unterschied machen zwischen den Leugnern des aktualen Unendlich- 
großen überhaupt und den Bekämpfern des Überabzählbar-Unendlichen (anders 
der im übrigen sehr instruktive Aufsatz BERNSTEIN [5]). Die ersteren werden 
vornehmlich durch Bedenken allgemein philosophischer Art (den Intuitionismus 
bestimmter Prägung eingeschlossen) oder auch nur durch Mißverständnisse zu 
ihrem ablehnenden Standpunkt gebracht. Den letzteren hingegen wird auch der 
überzeugte und enthusiastische Anhänger der CAnTorschen (oder axiomatischen) 
Mengenlehre zugestehen müssen, daß ihre Bedenken zu einem größeren oder 
kleineren Teil aus zwingenden: mathematischen Erwägungen hervorgehen und 
einer — übrigens wohl noch nicht endgültig geglückten — Widerlegung mit 
feingeschmiedeten mathematischen Waffen bedürfen. 
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verfahren oder beider Bestimmung der unteren Grenze einer Zahlenmenge 
benötigte reelle Zahl bzw. die beim Beweis des Wohlordnungssatzes auf- 
tretende Vereinigungsmenge & auch unabhängig von ihrer nicht-prädi- 
kativen Charakterisierung existiert und festlegbar ist, so verschwinden 
die Schwierigkeiten der nicht-prädikativen Konstruktion; eine bloße Be- 
schreibung aber braucht vor dem Schein des nicht-prädikativen Gewandes 
nicht zurückzuschrecken (vgl. S. 324f.). In diesem Sinn verläuft die Ret- 
tung der bedrohten Begriffe, wie sie RUSSELL anstrebt; bevor wir ihr 
nähertreten (Nr. 4), müssen wir erst die systematische Auswirkung der 
Verbotsregel RusSSELLS kennenlernen. 


3. Russeııs Typen- und Stufentheorie. Zur wirklichen Durchführung 


des Verbotes der nicht-prädikativen Begriffsbildungen, wie diese nament- 


lich durch den unvorsichtigen. Gebrauch des Wortes ‚‚alle‘“ (z. B. Ord- 
nungszahl der wohlgeordneten Menge ‚aller‘‘ Ordnungszahlen usw.) oft 
unversehens eingeschmuggelt werden, entwickelt nun RUSSELL (zuerst 
in [3]) seine berühmte und scharfsinnige T’ypentheorie, die hier nur in 
den ganz großen Umrissen bezeichnet werden kann. Die folgenden Aus- 
führungen sollen also nur Hinweise möglichst mannigfacher Art geben 
und zu dem für ein volles Verständnis unentbehrlichen Studium der tiefer- 
gehenden Darstellungen! anregen, ohne das der Anfänger aus dem Rest 
dieses Paragraphen nur beschränkten Gewinn ziehen wird; freilich 
sind namentlich die Originalarbeiten reichlich spröde und wollen mit 
Mühe und unter voller Konzentration auf die sehr abstrakten Gedanken- 
folgen bezwungen sein. 

Vor allem fassen wir statt der Mengen (Gesamtheiten von Einzel- 
dingen) vielmehr Eigenschaften ins Auge; jeder Eigenschaft € ent- 
spricht ja eine bestimmte Menge, nämlich die Menge aller derjenigen 
Dinge, die die Eigenschaft € besitzen. Umgekehrt entspricht einer 
Menge M nicht. bloß eine einzige Eigenschaft; mehrere Eigenschaften 
können vielmehr umfangsgleich sein und demgemäß die nämliche 
Menge festlegen. Gerade die stark vereinfachende Wirkung dieses 
Umstandes ist der Grund, weshalb der Mathematiker die Mengen 
vor den Eigenschaften bevorzugt?. So bestimmen z. B. die zwei 


1 Das grandiose Hauptwerk sind die bisher dreihändigen Principia Mathematica - 


(WEHITEHEAD-RussELL [1]); vgl. auch Russe [3], [4], [6]. Von älteren (z. T. über- 
holten) einschlägigen Arbeiten RusseELLs seien außer [1] und [2] noch die in Mind, 
Bd. 14. 1905; Revue de Metaph. et de Mor., Bd. 13/14, 1905/6 und namentlich im 
Amer. Journ. of Math., Bd.28, 1906 erschienenen genannt. Vgl. auch COUTURAT[3], 
JourDaın [4] und Nicop [2] sowie namentlich die Darstellungen bei BEHMAnN [2] 
(ungedruckt), CARNAP [4], CırorrA [2], Natuccı [1] (Kap. 19—26) und Ramsey []l]. 

? Daß es in der Mathematik nicht sowohl auf die Eigenschaften als auf ihre 
„Umfänge‘‘ (Extensionen, Wertverläufe), d. h. auf die Mengen ankommt, ist als 
der „Umfangscharakter“ (extensionality) der Mathematik stark zu betonen 
vgl. Ramsey [1]. S. 348ff., sowie nachstehend S. 255ff.). 
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sicherlich verschiedenen Eigenschaften ‚eine gerade Primzahl zu sein“ 
und ‚ein echter Teiler von 4 zu sein‘ die nämliche Menge mit dem 
einzigen Element 2; ebenso definieren die Eigenschaften ‚‚mit zwei 
Beinen und Flügeln versehen“ und „aus ausgebrüteten Eiern hervor- 
gehend“ die nämliche Menge (der Vögel). Während bei endlichen 
Mengen {a, b,...,f} eine passende Eigenschaft, wenn man wünscht, 
durch Aufzählen gebildet werden kann — als die Eigenschaft ‚ent- 
weder a oder b... oder f zu sein‘ —, ist das im allgemeinen Fall, 
wo auch unendliche Mengen in Betracht kommen, nicht angängig. 
Wir fassen daher allgemeinhin eine Eigenschaft als Satzfunktion! (pro- 
positional function; im folgenden meist kurz „Funktion‘“) auf; ist 
nämlich /(a) ein „Satz“, d.h. eine Aussage über ein Ding a (z.B. 
SOCRATES [= a] ist sterblich), so spricht man, wenn das Ding a durch 
eine Veränderliche x ersetzt wird, von einer Satzfunktion f(x) (x ist 
(sterblich), die eben die Menge aller x, für die /{x) wahr ist, (die Menge 


(aller sterblichen Wesen) definiert. Auch Satzfunktionen f(x) und H x) 
werden dann „umfangsgleich‘“ genannt, wenn für die nämlichen Argu- 


mente x—=a jeweils die Aussagen f(a) und /(a) gleichzeitig wahr bzw. 
falsch sind. Dabei ist der Bereich der Argumente, den die Veränder- 
liche x durchläuft, natürlich von vornherein auf die „einschlägigen“ 
Dinge x zu beschränken, d.h. auf die, für welche f(x) überhaupt sinn- 
voll ist. Unter den möglichen Argumentwerten spielen eine besondere 
Rolle die „Individuen“, die einem ein für allemal festen, übrigens 
nicht näher bekannten Bereich von außerlogisch, etwa durch unsere 
Empfindungen, ‚gegebenen‘ Gegenständen zugehören und den ur- 
sprünglichen Stoff für alle Aussagen darstellen. 

Wenigstens erwähnt sei noch, daß in ganz entsprechender Weise, 
wie man von den Funktionen f(x) eines Argumentes x zu den Mengen 
gelangt, von den Funktionen f(x, y) zweier Argumente x und y der Weg 
zu den zweigliedrigen Relationen (vgl. 5. 269; z. B. x ist Element von 
y oder x ist äquivalent y) führt. Allgemein stellen Satzfunktionen die 
logistische Einkleidung von Begriffen dar, d. h. dessen, was von Ob- 
jekten x usw. ausgesagt werden kann. Wir beschränken uns indes im 
folgenden auf Funktionen eines Arguments. 


Hier ist noch eine grundsätzliche Bemerkung (wenigstens andeutungsweise) 
anzuschließen, die in Verbindung steht mit dem extensionalen Charakter der Mathe- 


1 ‚Satz‘‘ ist hier natürlich nicht grammatisch, sondern im Sinn von ‚Be- 
hauptung‘“ oder ‚Aussage‘ zu verstehen, wobei es auf den Inhalt und nicht etwa 
auf die durch die Umstände bedingte Einkleidung ankommt; gebräuchlich ist auch 
die längere Bezeichnung ‚Aussagefunktion“. Die Theorie der Satzfunktionen 
rührt schon wesentlich von FREGE her. — Die gewöhnlich in der Mathematik 
verwendeten Funktionen kann man demgegenüber als Gegenstandsfunktionen 
bezeichnen, weil sie bei Werteinsetzung für die Veränderliche(n) in „Gegenstände“ 
übergehen, wie die Satzfunktionen in Sätze. 
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matik, also mit dem Umstand, daß es ihr letzten Endes nicht auf die Satzfunktionen 
(Eigenschaften usw.), sondern auf die zugehörigen Klassen (Mengen, Relationen 
usw.) ankommt. Zur Klärung der Sachlage schicken wir ein krasses Beispiel voran. 
In einer Satzfunktion f kann das Argument entweder einen Bereich von Dingen 
(Gegenständen) x oder auch einen solchen von Sätzen bzw. Satzfunktionen 9 
durchlaufen. Im letzteren Falle, in dem wir f (9) wie bisher f (x) schreiben, wird 
für die „‚extensionalen‘‘ Funktionen (f) der Mathematik zu fordern sein, daß sie 
in Wirklichkeit nicht vom Sinn,.sondern nur vom Umfang der Argumentfunktion 
9 (x), d. h. von der ihr zugehörigen Menge abhängig sind. Es bedeute nun bei- 
spielsweise 9, (x) die Funktion „x ist gleich einer der Zahlen 1, 2, 3, 4“, @, (%) 
dagegen die Funktion „jede algebraische Gleichung vom Grade x ist algebraisch 
auflösbar‘‘; beidemal sind die einschlägigen Argumentwerte x die natürlichen 
Zahlen. Nach dem Satze, wonach die allgemeine Gleichung von höherem als dem 
vierten Grade nicht mehr algebraisch auflösbar ist (RUFFINI 1799, ABer 1826), sind 
die so definierten Funktionen 9, (x) und 9, (x) umfangsgleich; sie bestimmen beide 
die Menge fl, 2, 3,4}. Versteht man aber unter f(p) die Funktion ‚zu Beginn 
des 18. Jahrhunderts war unbekannt, ob die allgemein algebraisch auflösbaren 
Gleichungen sich auf die Gradzahlen x beschränken, für welche ® (x) zutrifft‘, 
so ergibt die Einsetzung von 9, bzw. @, für 9, daß zwar f (9,) wahr, aber f (@,) 
falsch wird; denn im letzteren Fail wird der mit ‚ob‘‘ beginnende Satz zur Tau- 
tologie. 

Gleichviel ob derartige Funktionen f() wirklich in der Wissenschaft vorkom- 
men (vgl. den nächsten Absatz) oder ihr Auftreten nur scheinbar ist (im angeführten 
Beispiel etwa, weil 9, in f(9,) nur dem Scheine nach vorkäme, wofür gewisse 
Gründe sprechen) — die Mathematik und die mit ihr untrennbar verknüpfte Logik 
in engeren Sinn werden sich jedenfalls freihalten müssen von Funktionen f (9) 
einer so unbequemen Art. Zu einer Präzisierung dessen, was hiermit gemeint ist, 
gelangt man durch die Scheidung zwischen Umfang und Inhalt eines Begriffs, 
die zwar von jeher gemacht und als mehr oder weniger bekannt angesehen worden 
ist, ihre strenge Fassung aber wohl erst FREGE verdankt; dieser unterscheidet 
scharf zwischen einer Satzfünktion (z. B. „x ist rot“, der Eigenschaft ‚rot‘ ent- 
sprechend) und ihrer Extension (der Menge der roten Dinge). Man kommt so zur 
Prägung des (auf FrREGE [2] zurückgehenden) Begriffs der Wahrheitsfunktion (truth- 
function); darunter ist eine Satzfunktion f (p), deren Argumentwerte p Sätze 
(oder Satzfunktionen) sind, von der Eigenschaft zu verstehen, daß die Wahrheit 
der — durch Einsetzen bestimmter Sätze @,, 9, usw. für @ sich ergebenden — 
„Werte“ von f (p) nur von der Wahrheit der einzusetzenden Sätze 1, 3, -.. 
abhängt, nicht aber von deren Sinn. Eine Wahrheitsfunktion kann, wie jede Satz- 
funktion, auch von mehreren Argumenten abhängen; bedeutet z. B. die von zwei 
Argumenten p und y abhängige Funktion f (9, y): „mindestens einer der Sätze 
p. Y ist wahr‘, so ist f (@. y) falsch oder wahr, je nachdem @ und y beide falsch 
sind oder nicht; also ist die dem ‚‚oder“ entsprechende Funktion f (9, y) eine Wahr- 
heitsfunktion, wie dies auch für die auf S. 265 erwähnten Grundbegriffe „nicht“ 
„und“, „es folgt‘ usw. gilt (vgl. etwa Weyr [7], $3). 

WHITEHEAD und RusseLL haben einerseits die intensionale oder Inhaltslogik 
als Theorie der Satzfunktionen, andererseits die Umfangslogik als Theorie der 
Extensionen entwickelt und ursprünglich ([1 1,], S. 76f. und Russeıt [5], S. 187£.) 
die Meinung vertreten, daß nicht alle Aussagen der intensionalen Logik sich in 
solche über Extensionen übertragen lassen (vgl. auch BEHMann [2]). Das besagt, 
wie unschwer zu erkennen ist, daß nicht alle Satzfunktionen der Logik, deren Argu- 
mentwerte wieder Sätze oder Satzfunktionen sind, deshalb auch schon Wahrheits- 
funktionen zu sein brauchen. Ist dem so, so muß die Mathematik Funktionen sol- 
Er ee = "Sahne Absatz) aus ihrem Bereich streng ausschlie- 

e ionen beschränken, Indes vertreten WITTGENSTEIN 
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(111, S. 243f.) und daran anschließend CArnaP ([4], $$ 43ff.) mit guten Gründen 
die Auffassung, daß in Wirklichkeit auch außerhalb der Mathematik von selbst 
alle Funktionen der genannten Art den Charakter von Wahrheitsfunktionen be- 
sitzen, daß man also zwischen intensionalen und extensionalen Sätzen gar nicht zu 
unterscheiden braucht!, vielmehr alle wissenschaftlichen Begriffe als Mengen, 
Relationen usw. darstellbar sind; auch RussELL selbst hat seine Meinung in diesem 
Punkt geändert, wie z. B. seine Einleitung zur Neuauflage der Principia Mathe- 
matica zeigt. Hiernach wäre es also nicht mehr nötig, hinsichtlich der in der Mathe- 
matik zulässigen Satzfunktionen eine besondere Einschränkung zu machen. 


Die logischen Antinomien (Nr.2 von $13) werden nun einfach be- 
seitigt durch die Bemerkung, daß eine Satzfunktion nicht sich selbst als 
Argumentwert annehmen kann. Sterblich zu sein, kann z. B. nicht von 
der Eigenschaft ‚‚sterblich‘‘ oder von der Menge der sterblichen Wesen 
ausgesagt werden?. Damit wird, wie sich beim Übergang von Satzfunk- 
tionen zu den zugehörigen Mengen leicht zeigt, das Auftreten einer Menge 
unter ihren eigenen Elementen (wie bei der RusseLrschen und im Kern 
auch bei der BURALI-ForRTIschen Antinomie) ausgeschlossen; eine Be- 
hauptung, die für die Elemente einer Menge charakteristisch ist, kann 
nicht auch für die Menge selbst sinnvoll sein. (Hierin kommt in aller 
Schärfe der Unterschied zwischen den Begriffen ‚Teil eines Ganzen“ 
und „Element einer Klasse‘“ zur Geltung; ein Eisenbahnzug ist ebenso 
wie jeder seiner Wagen ein Gegenstand aus Metall, während für die 
Menge seiner Wagen eine solche Behauptung sinnlos wäre.) Daher kann 
z. B. die Menge aller Abstrakta sich nicht etwa selbst als Element ent- 
halten, sie ist ein Begriff von ‚höherem Typus‘ als ihre Elemente; 
überhaupt ist die Aussage, eine Menge enthalte sich als Element, nicht 
sowohl als falsch ‘wie vielmehr (gleich ihrer Negation) als sinnlos zu be- 
trachten, ebenso wie etwa die Behauptung, die Mathematik sei rund — 
während die Aussage, ein Eisenbahnzug sei gleich einem seiner Wagen 
20 m lang, zwar im allgemeinen falsch, aber an sich sinnvoll ist®. Der 
Satz vom ausgeschlossenen Dritten ist für solche Fälle natürlich nicht 
anwendbar. Allgemein werden die Satzfunktionen f (x) (und damit die 
Mengen) so in verschiedene Typen eingeteilt, je nach den Argument- 
werten x, die für sie zulässig sind; man unterscheidet demgemäß Satz- 


'1 Dafür tritt dann (vgl. besonders CArnAP [4]) die schon von FREGE gemachte 
Unterscheidung zwischen dem (intensionalen) „Sinn“ und der (extensionalen) 
„Bedeutung“ eines Begriffs, d.h. einer Satzfunktion, ein. 

2 Das hängt, wie hier nur angedeutet sei, wesentlich damit zusammen, daß 
nach RUSSELL das logisch Ursprüngliche nicht die Satzfunktionen und nicht die 
Dinge, sondern die Sätze sind. Eine Satzfunktion f (x) entsteht erst dadurch, daß 
in einem Satz ein Zeichen — d.h. ein Teilzeichen, insofern als die Sätze die eigent- 
lichen Zeichen stellen — veränderlich gesetzt wird. Darnach ist offenbar f (f) 
sinnlos, weil das herausgenommene Teilzeichen sonst übereinstimmen müßte 
mit der ‚Leerform‘‘, die eben durch seine Herausnahme entsteht. 

3 RusseELL hat in diesem Sinn eine tiefgehende Analyse der Sprache durch- 
geführt, die vornehmlich auf Eigenschaften (Prädikate) und Relationen zielt und 
überraschende Bemerkungen zur Grammatik enthält (vgl. besonders [5]), 


Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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funktionen, die nur „Individuen“ (in dem oben angedeuteten Sinn 
und im Gegensatz zu den „Mengen‘) als Argumentwerte zulassen (z.B. 
„x ist sterblich‘‘; Typus 0), dann Satzfunktionen, deren Argumente 
Satzfunktionen des Typus 0 sein können (Typus1) usw. Diese Entwick- 
lung einer „Hierarchie von Typen“, für deren Einzelheiten und Folgen 
auf die Principia Mathematica verwiesen werden muß, ist in sich folge- 
richtig und wohl unangreifbar; dem Kerne nach berührt sie sich auch 
mit anderen Vorschlägen zur Lösung der logischen Antinomien. 

In höherem Maße charakteristisch für Russets Standpunkt, der 
übrigens in [1] noch nicht eingenommen ist, sich vielmehr in den Jah- 
ren bis 1908 allmählich bei ihm durchgesetzt hat, ist eine weitere Stufen- 
einteilung der Satzfunktionen, die auch für solche Funktionen gilt, 
welche nach der vorigen Einteilung einen und denselben Typus besitzen. 
Um eine annähernde Vorstellung von dieser weiteren Einteilung, der 
„verzweigten Typentheorie‘‘ oder ‚„Stufentheorie“, zu geben, sei zu- 
vörderst der Unterschied in der Rolle der Variabeln x hervorgehoben, 
wie sie einerseits auftritt in Ausdrücken von der Art ‚x ist sterb- 
lich“ oder ‚x ist eine Primzahl zwischen 20 und 30“, andererseits 
in Ausdrücken der Art „für alle x der Kategorie ‚Menschen‘ gilt ‚x ist 
sterblich‘‘“ oder ‚‚es gibt mindestens ein x in der Kategorie ‚natürliche 
Zahlen‘, für das gilt ‚x ist eine Primzahl zwischen 20 und 30°“. Aus- 
drücke der ersten Art sind wirklich Satzfunktionen, sie enthalten x als 
eigentliche Veränderliche; durch Einsetzung einschlägiger Werte für x 
(z. B. < = SOCRATES bzw. x = 23) gehen sie in richtige oder auch falsche, 
aber jedenfalls sinnvolle Sätze über. In Ausdrücken ‚der zweiten Art, 
für die das Vorkommen von „alle“ oder „es gibt‘ (= ‚irgendein‘; 
„all“ und ‚‚any‘‘) charakteristisch ist, kann für x kein besonderer Wert 
mehr eingesetzt werden; sie sind selbst Sätze, nicht Satzfunktionen, 
und x ist nur eine scheinbare V eränderliche (apparent variable), ähnlich wie 


b 
etwa die Integrationsvariable x in einem bestimmten Integral f f(x) dx. 


a 
In einer kürzehalber etwas vereinfachenden Schilderung läßt sich dann 
die Einteilung der Satzfunktionen eines gewissen Typus — z.B. der- 
jenigen des Typus 0 — in Stufen folgendermaßen bezeichnen: Man sagt 
von einer Satzfunktion f (x), sie sei von der Stufe0 oder kürzer elementar 
(so in der 2. Auflage der Princidia Mathematica; in der ersten heißt es 
statt dessen „prädikativ‘‘), wenn die durch Einsetzen bestimmter Werte 
für die Veränderliche x daraus hervorgehenden Sätze keine scheinbare 
Veränderliche enthalten. Wenn dagegen durch Werteinsetzung für x 
sich aus f(x) ein Satz ergibt, in den noch eine scheinbare Veränderliche y 
eingeht, und zwar eine solche, die nur „individuelle“ Werte annehmen 
kann, so spricht man von einer Satzfunktion der Stufe l. Über die Fort- 
setzung des Verfahrens sei nur noch bemerkt, daß eine Funktion, die 
mittels der Gesamtheit aller „elementaren“ Funktionen gebildet ist, eine 


2 Aa 
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Funktion von der Stufe 2genannt wird und daß das Verfahren bis zu be- 
liebig hohen Stufen fortsetzbar ist. Z.B.ist „xist eine Primzahl“ von der 
Stufe 0, also elementar; „es gibt einen Kreis, dessen Mittelpunkt der 
Punkt x ist“ (d.h. ausführlicher: „es gibt in der Kategorie (y) aller 
Kreise einen Wert y, so daß der Punkt x der Mittelpunkt von y ist“) 
ist von der Stufe 1; ebenso entnimmt man dem Wevıschen Beispiel 
von S. 217. En eine Satzfunktion der Stufe 2. Entsprechend zer- 
fallen die „lügenden Kreter“ (S. 213) in elementare Lügner, die stets 
lügen, nur ausgenommen wenn sie sagen „ich lüge‘‘, dann in Lügner 1. Stufe 
usw. Diese Unterscheidung von Stufen bewirkt, daß z.B. eine Zusam- 
menfassung aller näher bestimmten Begriffe einer gewissen Stufe stets 
zu einem Begriff höherer Stufe führt, der unmöglich jenen Begriffen 
koordiniert werden (etwa mit ihnen gleichzeitig einer Menge zugehören) 
kann. Das Ergebnis der Zusammenfassung in @ine Stufe mit den zu- 
sammengefaßten Begriffen zwingen wollen, hieße versuchen über seinen 
eigenen Schatten zu springen. „Alle‘“ und ‚es gibt‘ können sich immer 
nur auf Begriffe einer bestimmten Stufe beziehen, niemals auf die aller 
möglichen Stufen. So wird auch hiermit, ebenso wie durch die Typen- 
theorie, eine methodische Einschränkung des Funktions- und Mengen- 
begriffs erzielt. Für die Art, wie dadurch die einzelnen Antinomien auch 
der epistemologischen Art von selbst ausgeschaltet bleiben, werde auf 
RusseLL [3] oder auf den ersten Band der Princifia Mathematica 
verwiesen. 

Jede Verwendung eines wesentlich nicht-prädikativen Verfahrens 
ist bei dieser Auffassung offenbar ausgeschlossen; denn ein Begriff, in 
dessen Definition eine Gesamtheit M von Elementen eines gewissen 
Typus bzw. einer gewissen Stufe eingeht, ist von höherem Typus bzw. 
höherer Stufe als die Elemente von M, also seinerseits keinesfalls 
Element von M. Indes scheint es, als ob RussELLs Berufung auf das 
vicious circle principle als Quelle der Typen- und Stufentheorie nur noch 
historisch zu Recht bestehe; in Wirklichkeit stellt namentlich die 
Typentheorie ein höchst allgemein und aus sich selbst heraus begrün- 
detes Glied in einer Tieferlegung der Fundamente der Logik dar und 
die Beseitigung der Antinomien kann nur als ein naturgemäß sich 
ergebendes Nebenprodukt dieses logischen Reformwerks gelten. 


4. Das Reduzibilitätsaxiom. Ist hiermit das Verbot der nicht-prädi- 
kativen Begriffsbildungen zu einem praktischen und gewissermaßen 
selbsttätigen Verfahren ausgestaltet, so bleiben natürlich die oben (S. 252) 
erwähnten unerwünschten Wirkungen nicht aus. Die klassische Mathe- 
matik läßt sich auf dieser Grundlage nicht aufbauen; eine Zerstörung 
von beinahe gleicher Größenordnung wie beim Intuitionismus wäre 
unvermeidlich. Zwar ist es RussELL neuerdings anscheinend gelungen! 


1 Vgl. nach dieser Richtung auch SKOLEM 4). 
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(vgl. die 2. Auflage des 1. Bandes der Principia Mathematica, Appen- 
dix B), mit der einen der zwei großen kritischen Berührungen der Mathe- 
matik mit dem Unendlichen (S. 221), wie sie sich in der Theorie der 
natürlichen Zahlen (vollständige Induktion) ergibt, unter Innehaltung 


der Typen-und Stufentheorie fertigzu werden. Aber bei der zweiten, noch ; 


gefährlicheren Berührung, der Theorie der reellen Zahlen (DEDEKIND- 
schen Schnitte), versagen Kräfte und Möglichkeiten. In der Tat ist ja 
eine reelle Zahl im wesentlichen eine Gesamtheit (oder Eigenschaft) 
von rationalen Zahlen, z.B. ein Schnitt (S. 144) oder eine obere Grenze; 
ein Schnitt oder eine obere Grenze im Bereich der reellen Zahlen ist daher 
von höherer Stufe und kann nicht mit einer reellen Zahl gleichgesetzt 
werden. Vielmehr wäre man genötigt, reelle Zahlen erster, zweiter, drit- 
ter Stufe usw. zu unterscheiden!. Bei der Gesamtheit der reellen Zahlen, 
um so mehr natürlich gegenüber der Potenzmenge im allgemeinen, 
erscheint so-die Kapitulation vor den Intuitionisten unvermeidlich. 


In dieser verzweifelten Lage zwischen der Scylla der Antinomien, die 
durch die Typen- und Stufentheorie vermieden werden sollen, und der 
Charybdis einer Opferung der Analysis auf dem Altar eben dieser Stufen- 
theorie entschließt sich RUSSELL zu einem wahrhaft verzweifelten Aus- 
weg, der einem sacrificium intellectus bedenklich nahekommt: Er stellt 
ein besonderes Axiom auf, das Reduzibilitätsaxiom, das behauptet, 
jede Satzfunktion einer beliebigen Stufe seieinerelementaren Satzfunktion 
umfangsgleich (wenn auch natürlich nicht sinnesgleich). Anders aus- 
gedrückt: zu jeder Funktion, in die eine scheinbare Veränderliche ein- 
geht, gibt es eine umfangsgleiche Funktion, die keine scheinbare Ver- 
änderliche mehr enthält. Das läuft namentlich darauf hinaus (vgl. auch 
ZERMELO [4]), daß ein nicht-prädikativ eingeführter Begriff stets als 
schon vorher, d.h. unabhängig von dieser Charakterisierung, vorhanden 
betrachtet werden kann, außer wenn der durch die engere Typen- 
theorie getroffene Fall vorliegt, wo eine Menge sich selbst als Element 
enthalten soll. Man kann, wenn man eine formale Analogie zu 
HiLBErrTs Vollständigkeitspostulat (vgl. S. 356) herausarbeiten will, das 
Axiom auch so deuten: der Kreis der elementaren Funktionen ist so 
umfassend und in sich abgeschlossen, daß keine Funktion höherer Stufe 
gebildet werden kann, die nicht schon einer elementaren umfangsgleich 
wäre. (Man denke an die Abgeschlossenheit der Menge der reellen Zahlen, 
vermöge deren jeder Schnitt im Bereich der reellen Zahlen schon durch 
eine reelle Zahl erzeugt wird!) Unser Axiom’ gestattet also, etwaige 
nicht-elementare Funktionen, wie sie in mathematischen Untersuchungen 
(z. B. in der Theorie der reellen Zahlen) auftreten, für die Zwecke der 
Mathematik stets durch umfangsgleiche elementare Funktionen zu er- 


1 Es ist bemerkenswert, daß schon CANTOR ([7 V], S. 569) diese Tatsache klar 
erkannt hat, wenn er auch keine weiteren Folgerungen aus ihr zog. 
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setzen und so z.B. auch eine Gesamtheit von Funktionen beliebiger 
Stufe ins Auge zu fassen. 


Für den mit der axiomatischen Methode ($$ 16 und 18) schon vertrauten Leser 
sei bemerkt, daß hier in RusseLLs System das Wort ‚„Axiom“ eine andere Bedeu- 
tung hat als in der modernen Axiomatik, wo das einzelne Axiom eine für sich 
bedeutungslose Aussage darstellt und nicht durch seine „Wahrheit“, sondern durch 
seine Verträglichkeit mit den übrigen Axiomen legitimiert. wird. In dem nicht 
formalen, sondern von vornherein inhaltlich begründeten System der Principia 
Mathematica bezeichnet ‚‚Axiom‘“ ähnlich wie in der Antike eine Aussage, die mit 

. den Hilfsmitteln des Systems unbeweisbar oder wenigstens vorläufig unbewiesen 
ist, aber aus mehr oder weniger zwingenden Gründen gleichsam als Hypothese 
aufgestellt wird; die mittels derartiger Axiome bewiesenen Teile des Systems 
hängen somit von der Richtigkeit der in den Axiomen enthaltenen Aussagen ab. 


Vor allem erhebt sich nun die Frage, ob der Gewinn, der mit dem neuen 
Axiom für die rechtmäßig scheinenden mathematischen Methoden er- 
zielt ist, nicht auch den (epistemologischen) Antinomien zugute kommt, 
wo er natürlich als Verlust zu buchen wäre. M.a. W.: hebt das Redu- 
zibilitätsaxiom nicht einfach wieder die Stufentheorie auf? Das ist 
glücklicherweise nicht der Fall. Denn während es in der Mathematik 
(einschließlich wesentlicher Teile der formalen Logik) in der Tat 
nur auf den Umfangscharakter ankommt, enthalten all die Antinomien, 
für die man auf die Stufentheorie angewiesen ist, auch noch andere 
Eingänge, die von Sprache, Bedeutung, Symbolik usw. abhängen; für 
diese Eingänge aber ist Umfangsgleichheit etwas durchaus Anderes, Be- 
deutungsärmeres als Sinnesgleichheit!. Hier wird daher trotz des neuen 
Axioms durch die Stufentheorie eben jene Beschränkung erzwungen, 
welche die unerwünschten Antinomien unmöglich macht. (Freilich legt 
gerade dieser Unterschied die Frage nahe, ob zur Bekämpfung der episte- 
mologischen Antinomien sich überhaupt die Mathematik zu bemühen 
braucht, ob sie nicht ruhig von der Stufentheorie absehen und die Auf- 
klärung jener Antinomien anderen Wissenschaften überlassen soll; 
vgl. RAmsEY [1].) 

Ernster ist eine zweite Frage, sie sich sofort an das Reduzibilitäts- 
axiom knüpft: Ist die Behauptung dieses Axioms überhaupt wahr ? 
Nicht nach allen Seiten hin ist diese Frage endgültig geklärt. Manche 
Erwägungen sprechen dafür, daß es als falsch, d. h. als den anerkannten 
Axiomen der Logik widersprechend, kaum erwiesen werden kann. 
Wie dem aber auch sei und ob man sich nun der Meinung? anschließen 
mag oder nicht, nach der die Aussage des Axioms eine offene Tatsachen- 


1 vgl. S. 254 ff. Schon die ‚„endliche Definierbarkeit“ z. B. ist offenbar 
eine dem bloßen Umfang der betreffenden Satzfunktion oder Menge entsprechende 
Eigenschaft; beim Übergang zu einer umfangsgleichen Funktion kann sie 
sehr wohl verlorengehen. 

?2 Während des Druckes dieses Buches ist ein Beweis für diese Meinung 
(und damit a fortiori (ür die Unabhängigkeit des Reduzibilitätsaxioms) er- 
schienen: WAISMAnN [1]; er ist indes nicht einwandfrei. 
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frage, ihre Richtigkeit also sozusagen ein Glücksfall wäre (im Gegen- 
satz zu den übrigen logischen und mathematischen Axiomen, die — 


mit zwei auf S. 267 zu erwähnenden Ausnahmen — als analytische 
Urteile, d. h. als innerlich notwendig [,tautologisch“] angesprochen 
werden) — jedenfalls stimmen die Meinungen in dem entscheiden- 


den Punkt nur allzu sehr überein: innere Gründe, das Axiom für 
wahr anzuerkennen, liegen nicht vor, vielmehr nur der äußere 
Grund, daß man zur Rettung der Mathematik auf es angewiesen scheint. 
Der Intuitionist zum allermindesten wird die Richtigkeit des Axioms sogar . 
als eine äußerst unwahrscheinliche Sache betrachten müssen; warum 
sollte es möglich sein, die konstruktiven Methoden, die zunächst zu den 
Funktionen der Stufe O0 und darüber dann z.B. zu einer gewissen Funktion 
f(x) höherer Stufe führen, von vornherein so auszudehnen, daßman schon 
unter den Funktionen der Stufe 0 eine zu / (x) umfangsgleiche Funk- 
tion gewänne? Aber auch unter den Gegnern des Intuitionismus 
hat das Axiom, das nicht im mindesten zwingenden oder auch nur ein- 
leuchtenden Charakter zu tragen scheint, begreiflicherweise vorwiegend 
Ablehnung gefunden und damit — in einer allzu weitgehenden Weise — 
zur Verwerfung des RuSSELLschen Systems im ganzen geführt. 

Die vorwiegend auf diesen schwächsten Punkt konzentrierten Ver- 
besserungsversuche, die von den mehr oder weniger orthodoxen An- 
hängern der Principia Mathematica gerade in jüngster Zeit angestellt 
worden sind, zeigen sehr verschiedenen Gepräge. Sie stehen übrigens, 
wie es der Natur des Gegenstandes entspricht, an Schwierigkeit und 
Abstraktheit dem Werke WHITEHEADs und RUSSELLs keineswegs nach. 
Soweit diese Arbeiten, wie CHWISTER [1]-[3] (vgl. auch die an Anregungen 
reiche Arbeit CHWISTEK [4]) und auch WITTGENSTEIN [1] unter Beibehal- 
tung der wesentlichen Züge der Principia wesentlich das Reduzibilitäts- 
axiom ausmerzen wollen, ist das Ergebnis bei allem Scharfsinn der 
Bemühungen von vornherein abzusehen: es läuft auf eine so weitgehende 
Beschränkung der Analysis und Mengenlehre — namentlich auch hin- 
sichtlich des Kontinuums — hinaus, daß trotz der geradezu entgegen- 
gesetzten Methoden ein Resultat erzielt wird, das sich von dem der 
gemäßigten Intuitionisten nur mehr wenig unterscheidet. Namentlich 
ist der klassische Begriff der Potenzmenge (S. 107; vgl. auch S. 252f.) auf 
diese Art nicht mehr aufrecht zu erhalten. Einen positiveren Erfolg ver- 
spricht vielleicht der von RAms£y [1] im Anschluß an das (tiefschürfende, 
aber dunkle) Werk WITTGENSTEIN [1] unternommene Versuch, gleich- 
zeitig mit dem Verzicht auf das Reduzibilitätsaxiom die logische Ausgangs- 
plattform von WHITEHEAD und RUSSELL in wichtigen Punkten umzuge- 
stalten und so die unerträglich gewordenen Fesseln des Verbotes der nicht- 
prädikativen Verfahren aufzulockern, statt sie mit dem Reduzibilitäts- 
axiom zu durchhauen. So gibt RAMsEY u.a. die Stufentheorie im wesent- 
lichen auf, vor allem in der Überzeugung, daß die (oben nur angedeutete) 
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Charakterisierung der ‚elementaren‘ Sätze nicht sowohl die Aussagen 
der Sätze selbst trifft als vielmehr die Art, wie sie ausgedrückt werden. 
Auch BEHMANN [2] und [3] nimmt einen vereinfachenden Stand- 
punkt ein. Von einem endgültigen Abschluß sind diese Fragen- 
komplexe noch weit entfernt; doch hält es auch RusseELL selbst, wie 
seine Einleitung zur Neuauflage der Principia Mathematica (S. XIV) 
zeigt, neuerdings für denkbar, die Stufentheorie und damit das Redu- 
zibilitätsaxiom als entbehrlich anzusehen, was enge mit der auf S. 256 f. 
gestreiften Möglichkeit zusammenhängt, etwa generell umfangsgleiche 
Funktionen miteinander zu identifizieren und zwischen intensionalen 
und extensionalen Aussagen nicht mehr zu unterscheiden. 


5. Symbolische Logik. Die ‚„Principia Mathematica“. Schließlich 
ist noch kurz zu schildern, in welcher Weise WHITEHEAD und RUSSELL 
ihr mathematisches Gebäude (im Sinn der Typentheorie) aufbauen. 
Sie gehen von der Grundanschauung aus, die Mathematik seiein Teil 
der Logik, und zwar der Teil, der die analytischen oder ‚„tautologischen“ 
Sätze in einem näher zu charakterisierenden, übrigens noch nicht end- 
gültig geklärten Sinne umfaßt!; auf den hierin steckenden tiefgreifenden 
methodischen Gegensatz nicht bloß zu den Intuitionisten (S. 226), 
sondern auch zu den modernen Formalisten werden wir auf S. 376 ff. 
ausführlich eingehen. Man bezeichnet vielfach die zu der bezeichneten 
Grundanschauung sich bekennende Richtung unter den Mathematikern 
als die logische oder häufiger logistische? Schule oder als Logizismus. 
Diese Richtung ist heute unter dem Einfluß RusseLıs vor allem in 
England und Amerika vertreten; ihre ältere Geschichte — bis zum 
Aufkommen der Antinomien und der Typentheorie — liegt aber 
vorwiegend auf dem europäischen Kontinent. Hier hat sich neben 
einigen glänzenden deutschen (FREGE,- DEDEKIND) und französischen 
(COUTURAT, Nıcop) Forschern frühzeitig vor allem eine ganze Schule 
in Italien (PEAno, BURALI-FORTI, PADOA u. a.) um die formalen Grund- 
lagen des Logizismus sehr erfolgreich bemüht, ohne indes schon die 
obige Grundanschauung zu vertreten; aus noch älterer Zeit seien hier 
nur die Namen BooLE, PEIRCE und SCHRÖDER genannt mit dem 


1 Man kann freilich auch die Meinung vertreten, daß alle Sätze der Logik tauto- 
logisch seien, etwa in dem Sinn, daß sie solchen Satzfunktionen entsprechen, die 
für jede zulässige Wahl der Argumentwerte stets wahre Sätze liefern. Man muß 
dann den als Mathematik angesprochenen Teil der Logik in anderer Weise charak- 
terisieren. 

2 Der Gebrauch des Wortes ‚‚logistisch‘“ ist nicht einheitlich (vgl. etwa ZIEHEN 
[2], S. 173 und Lewis [1], S. 340ff.); namentlich wird damit bald mehr die oben 
hervorgehobene wesensmäßige Anschauung, bald mehr die formale Seite der be- 
griffsschriftlichen Methoden (Algebra der Logik, symbolische Logik usw.) bezeich- 
net. Für die grundsätzliche, die Grundlegung der Mathematik betreffende Ein- 
stellung Russeııs (vgl. auch S. 376) verwenden wir meist den Ausdruck „‚logi- 
zistisch‘“. 
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Hinzufügen, daß nicht allein die Grundidee, sondern auch be- 
merkenswerte Schritte nach der Ausführung hin schon auf LEIBNIZ 


zurückgehen!. 

Im Rahmen der Auffassung, en die Mathematik einen Teil 
der Logik ausmache, liegt es offenbar durchaus, daß zu den bisher 
geschilderten, wesentlich mathematisch orientierten Auffassungen über 
Begriffe wie „Menge“ usw. auch weitere Bemerkungen über die näm- 
lichen Begriffe treten, die vorwiegend philosophisch begründet sind 
und dem Mathematiker als weniger wesentlich — auch innerhalb des 
logistischen Systems — erscheinen. So vertritt Russe mit Ent- 
schiedenheit die Auffassung, im Gegensatz zu den Objekten mit einer 
„Bedeutung an sich“ (z. B. auch den Satzfunktionen) seien Objekte 
wie Mengen, Zahlen usw. vielmehr nur der Vereinfachung dienende 
„symbolisch-logische Konstruktionen“, für deren Symbole es lediglich 
auf Vorschriften der Handhabung ankomme (ähnlich wie z.B. für die 
uneigentlichen Punkte in der Geometrie); demnach entsprechen den 
Aussagen, in denen Mengen und Zahlen vorkommen, solche an sich 


1 Es genüge hier — gleichzeitig für den bisher behandelten Problemkreis und 
für die in den nächsten Absätzen genannten formalen Fragen — neben SCHRÖDER 
[2] und Frege [2] sowie der schon erwähnten Literatur noch PEAno [3] und Hun- 
TINGTON [2] zu nennen (vgl. dazu Frınk [l], SKoLEeM [1], TAyror [1] und [2], 
Yure [1]), ferner (zur ersten Einführung für Mathematiker bzw. Philosophen) 
GoNSETH [1] und Weyr [7] bzw. Marty [1], als tiefergehende, moderne und kurze 
Darstellungen BEHMAnN [3], BERNAys [5], CArnAP [4] und ZAREMBA [2]; auch 
CoUTURAT [2] (und [3]) ist, wiewohl teilweise überholt, immer noch empfehlenswert, 
besonders da er im Gegensatz zu den bisher vorliegenden Bänden der Principia 
Mathematica auch die Geometrie als Teil der Logik behandelt. Im übrigen werde 
für Literaturangaben vor allem auf das historisch wie sachlich vorzügliche und mit 
erschöpfendem Literaturverzeichnis (bis 1918) versehene Werk Lewis [1] ver- 
wiesen. Von den darnach erschienenen einschlägigen Arbeiten seien (außer den an 
anderer Stelle dieses und des nächsten Kapitels, bes. in $ 18 [namentlich S. 366], 
genannten) erwähnt: BeLL [1], BERNAys [4], B. A. BERNSTEIN [1]—[5], BURALI- 
Forri [3], Cuapwıck [1] und [2], CLAUBERG-DugIsLAv [1], Eaton fl], Feys [1], 
vAN Horn [1], Jounson [1], Kevser [6], LAnGer [1] und [2], LangrorD [2]—[7], 
Lewis [2], Lukasıewıcz [1], Nıcop [1], [4] und [5], Post [1], RIEFFERT[1] (3. Teil), 
L. J. Russeıı [1], Suaw [1], SuEFFER [3], H. B. SmıtH [1], TAJTELBAUM-TaRskI [2], 
WIENER [1] sowie für einen historischen Überblick in weiterem Rahmen ENRIQUES 
[4]. An vorwiegend kritischen Äußerungen zur Logistik mögen BouTroux []], 
BrunscHvicg [1] (Kap. 18f.), CAssırer [1], Enkigues [1], Fechner [1], HöLDER 
[3], Josera [1], Luguer [1], Mannoury [1] (S. 129—154), PFÄnDer [1] (besonders 
S. 430f.), PoıncAr£ [5] (vgl. VorovkaA [1]), SMART [1] (vgl. auch [2]) angeführt 
werden; besonders hervorgehoben sei die kritische Beurteilung der Gesamtmethode 
und wichtiger Einzelprobleme bei BuRKAMmP [1], woman aucheinegerechte Würdigung 
der viel zu wenig beachteten Verdienste FREGES auf rein logischem Gebiet findet. 
Für die Leistungen von LeEısnIz auf dem Gebiete der Symbolik überhaupt werde 
auf CAJorı [1], MAHNkE [2] und die dort angeführte Literatur verwiesen. Schließ- 
lich seien von der intuitionistischen Logistik (vgl. S. 231 ff.) namentlich BEcker [2] 
(S. 494 ff. und 775ff.), BROUwer [18], L£vy [1] und [2], WAvre [2] und [3] hervor 
gehoben. — Bei Abschluß des Druckes erscheint noch STAMMLER [2]. 
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bedeutungsvolle Sachverhalte, die überhaupt keinen jenen Symbolen 
entsprechenden Bestandteil mehr aufweisen!. In einer anderen Ab- 
wandlung und noch allgemeiner erscheint diese Betrachtungsweise 
auch in der formalisierten Mathematik HırBErts wieder (S. 367). Bei 
RUSSELLS ausgesprochen realistischem (bzw. positivistischem) Stand- 
punkt, wie er namentlich in seiner Auffassung von den Individuen 
(vgl. auch HILBERTs ‚Zeichen‘ zutage tritt?, besagt die geschilderte 
Einstellung in CAntors Terminologie (Fußnoten auf S. 119 und 381), 
daß die ganze Mathematik transiente Bedeutung hat und auch haben 
muß, da eine nur immanente Realität abgelehnt wird. 


Mehr oder minder eng verknüpft mit der bisher in den Vordergrund 
gerückten wesensmäßigen Anschauung des Logizismus ist eine formale 
Tendenz: die grundsätzliche Ausschaltung der Sprache mit ihren Un- 
klarheiten und Mehrdeutigkeiten zugunsten einer rein symbolischen, 
formelmäßigen Schreibweise, deren Anblick beim Aufschlagen eines 
einschlägigen Werkes (z. B. der Principia Maihematica) auch auf den 
Mathematiker noch vielfach eine ähnlich entsetzenerregende Wirkung aus- 
übt, wie etwa ein Lehrbuch der Integralrechnung auf den Nichtmathe- 
matiker. Beispiele wie die Menge aller Abstrakta oder aller endlich definier- 
baren Dezimalbrüche haben uns ja schon hinlänglich gezeigt, wie leicht 
sich manche Dinge aussprechen lassen, die dann, je näher man zusieht, 
um so schwieriger und verwickelter werden und sich schließlich als 
schlechthin sinnlos erweisen; ein anderes Beispiel bieten die zuweilen be- 
schämenden Verwechslungen zwischen Kopula, Gleichheit und Existenz, 
die auf Grund der Mehrdeutigkeit des Wortes ‚‚ist‘‘ in manchen philoso- 
phischen Schriften aufgetreten sind. So werden zur radikalen und auto- 
matischen Abstellung dieses Übelstandes die logischen Begriffe und 
Prozesse, die sich als auf nur wenige Grundbegriffe zurückführbar 
erweisen, lückenlos formalisiert und symbolisch durch Zeichen und 
Formeln ausgedrückt, angefangen mit den finiten Verknüpfungsprin- 
zipien „nicht“, ‚und‘, ‚oder‘, ‚es folgt‘‘ (Implikation, nicht etwa kausal 
zu verstehen; vgl. 5. 369)? und den auch in transfiniter Weise zur 
Verwendung kommenden ‚alle‘ und ‚es gibt“, sowie den weiteren Ele- 


1 Vgl. (neben der schon angeführten Literatur) besonders das Vorwort zu 
RusseLL [8]. 

2 In vollem Gegensatz hierzu steht die rein ‚„idealistische‘‘ Auffassung in KORT- 
MULDER [1]. 

3 Man kann formal diese Grundbegriffe auf einen einzigen (für gewöhnlich 
als abgeleitet auftretenden), nämlich auf ‚„unverträglich mit —““ zurückführen 
(SHEFFER [1]; zu diesem wichtigen Aufsatz vergleiche man noch Dines [1], 
SCHÖNFINKEL [1], TAJTELBaum [1] und TaAyıor [3]). Ebenso läßt sich 
„es gibt‘ mittels der Negation unmittelbar‘ auf „alle“ zurückführen. Das 
ist freilich nur vom axiomatischen Standpunkt aus von Bedeutung, für den 
die Reduktion der Zahl der Grundrelationen methodisch erstrebenswert erscheint 


(vgl. S. 343). 
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mentarbegriffen „Aussage“ (Satz), „Satzfunktion‘“, „wahr (Behaup- 
tung)‘, die mit den Verknüpfungsprinzipien zusammen die Bildung der 
logischen und mathematischen Begriffe gestatten. Mit den so gewon- 


nenen Symbolen, von denen jedes einen eindeutigen Sinn zugewiesen 


erhält, wird ähnlich operiert wie mit den üblichen Symbolen der 


Algebra. Bei streng formalem Aufbau ($ 18, Nr. 7) legt man den so 


geschaffenen Zeichen überhaupt keine Wesensbedeutung bei, sondern 
behandelt sie wie Figuren, mit denen von einer gewissen Ausgangs- 
stellung aus, die durch die logischen Axıome bestimmt wird, nach festen 
„Spielregeln“ zu operieren ist, namentlich nach den Regeln der Substi- 
tution und des Syllogismus, von denen letztere das deduktive Schließen 
ermöglicht. Innerhalb der finıten (nur endliche Bereiche umfassenden) 
Logik ist die vollständige Aufstellung der logischen Axiome gelungen 
(vgl. z. B. ACKERMANN [1]), während im übrigen einerseits auf die 
. Principia Mathematica, andererseits auf HıLBERT [7] bis [10] und v. 
NEUMANN [3] verwiesen sei; ein Lehrbuch der ‚theoretischen Logik“ 
(HILBERT-ACKERMANN [1]) ist soeben erschienen. Unter anderem ge- 
winnt man auf solchem Weg auch für das Entscheidihgsproblem (S. 234 
und 347) bei gegebenen Prämissen einen scharfen Ausdruck, der sogar 
eine Lösungsmethode anbahnt — freilich einstweilen nur für Fälle, die, 
obgleich keineswegs trivial, doch wegen ihrer allzugroßen Einfachheit 
sich zur Anwendung auf die mathematisch interessanten Fragen noch 
kaum eignen (vgl. LöwENHEIM [1] und BEHMAnN [1] und [4])!. 
In den tiefgehenden Wesenschwierigkeiten durch die Typentheorie 
geleitet, in der formalen Entwicklung auf die symbolische Logik in 
dem etwas veränderten Gewand PEANOS gestützt und durch sie ge- 
sichert, führen WHITEHEAD und RUSSELL in ihrem dreibändigen Werk [1] 
das stolze und bis in die Einzelheiten sorgsam durchgearbeitete Ge- 
bäude auf, das gleichzeitig die Logik und die Mathematik (bis auf die 
Geometrie, die einem noch ausstehenden vierten Band vorbehalten ist) 
in ihren grundlegenden Teilen entwickelt. Dabei erscheint die (ganze) 
Zahl, nach den älteren Anschauungen (vgl. KRONECKERs auf S. 243 
zitierten Ausspruch) und auch nach den modernen Intuitionisten die 
Grundlage der Mathematik, nicht etwa am Anfang des Ganzen, son- 
dern sozusagen in der Mitte?; an einer Stelle, von der gewissermaßen 
nach unten die allgemeineren Begriffe und die feineren Methoden der 
Grundlagenforschung, nach oben die vielfältigen Tendenzen der mathe- 
matischen Konstruktionen und Theorien ausstrahlen. Zahlen sind 
nach FREGE und RussELL Mengen von äquivalenten Mengen, nämlich 
die Mengen all derjenigen Mengen von Individuen, welche einer ge- 
wissen unter ihnen äquivalent (gleichzahlig) sind (vgl. S.58f.), und 
1 Vgi. hierzu auch etwa Fınster [2] und Post [2]. 


2 Der logistischen Begründung der Arithmetik (unter Mitberücksichtigung der 
transfiniten Kardinaizahlen) ist speziell Beumann [2] gewidmet. 
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Mengen sind ja im wesentlichen Satzfunktionen (Eigenschaften). Da 
der analytische oder „tautologische“, übrigens von WITTGENSTEIN 
wıe auch von RAMSEY jeweils etwas anders gekennzeichnete Charakter 
des Axiomensystems und der aus ihm abgeleiteten logisch-mathema- 
tischen Wissenschaft betont wird, so erscheint die doch wohl anders- 
artige Aussage, daß unendlichviele „Individuen“ existieren, gewisser- 
maßen nur als eine Hypothese, der der Charakter eines synthetischen 
Urteils oder auch einer offenen Tatsachenfrage beizulegen ist (vgl. 
das Axiom des Unendlichen in der Axiomatik, S. 307); die von dieser 
Hypothese abhängigen Partien des Gebäudes, wozu namentlich die 
Gesamtheit der natürlichen Zahlen gehört, sind als solche gekenn- 
zeichnet. Eine ähnliche hypothetische Stellung wird, außer dem Redu- 
zibilitätsaxiom, auch dem Auswahlprinzip (S. 283), hier Multiplikations- 
axiom genannt, zugewiesen; doch ist eine derartige Einordnung dieses 
Axioms nicht unumstritten. 

Das Urteil der Geschichte über die Principia Mathematica und über 
den durch sie gewiesenen Weg zur Lösung der Antinomien der Mengen- 
lehre und zu einem widersptuchslosen Aufbau der Grundlagen der 
Mathematik wird — abgesehen von der zu Ende des $ 18 (S. 376ff.) zu 
erörternden grundsätzlichen Frage — wohl wesentlich von den weiteren 
Forschungen über das Reduzibilitätsaxiom und die (günstig erscheinen- 
den) Möglichkeiten seiner Ausmerzung bzw. der Beseitigung der ver- 
zweigten Typentheorie überhaupt abhängen. Auch ob nicht schon die 
engere Typentheorie in ihrer einschränkenden Tendenz weiter geht, als 
es der logischen Sachlage entspricht und zur Beseitigung der Antino- 
mien nötig ist, muß noch offen bleiben (vgl. H. B. SmitH’ Vortrag auf 
dem 27th Annual Meeting of the American Philosophical Association, 
Ende 1927); man wird gegebenenfalls eine noch geringere Einschrän- 
kung anzustreben suchen. Aber wie immer der Ausgang und Erfolg dieser 
Arbeiten sein mag: aus der modernen Grundlagenforschung ist das 
Werk von WHITEHEAD und RusseELL nicht mehr fortzudenken; es hat 
namentlich auch auf die axiomatisch-metamathematischen Untersuchun- 
gen HILBERTs und seiner Schule (S. 366ff.) einen nachhaltigen Einfluß 
ausgeübt. Schließlich dürften auch die im engsten Zusammenhang 
mit den mathematischen Ausgangspunkten und Zielen stehenden For- 
schungen RussELLs auf dem Gebiet der formalen Logik (namentlich 
der Relationslogik), die seit ARISTOTELES so wenig wirkliche Fortschritte 
aufzuweisen hat, zu seinen Verdiensten und Erfolgen gerechnet werden 
(vgl. die bequem verständlichen Darstellungen in [5] und [6]); gegen- 
über dem praktisch recht bedeutungslosen und in der Tragweite be- 
schränkten Gebäude der alten Logik ersteht hier ein vielgegliedertes, 
inhaltsreiches und durchaus anwendungsfähiges System. Diese Erfolge 
scheinen zu zeigen, daß auch die Philosophie, sofern sie Wissenschaft 
im strengen Sinn ist und sein will, nicht immer gut getan hat, sich 


’ 
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sogleich an die umfassendsten und schwierigsten Aufgaben zu wagen; 
auch hier wie auf den Gebieten der Mathematik und der exakten Natur- 
wissenschaft mag vielmehr gerade die mühsame und beharrliche Klein- 
arbeit allmählich zu zwar bescheidenen, aber dafür sicheren und als solide 
Unterlage für die weitere Forschung geeigneten Ergebnissen führen. 


Fünftes Kapitel. 


Der axiomatische Aufbau der Mengenlehre. 
Die axiomatische Methode. 


8 16. Das Axiomensystem. 


1. Einleitendes über das Wesen einer Axiomatik. Wir gehen nun zur 
ausführlichen Darstellung der axiomatischen Begründung der Mengen- 
lehre über, wie sie in den wesentlichsten Zügen schon 1908 von ZER- 
MELO [3] gegeben worden ist. Dieser Aufbau der Mengenlehre! verläuft 
nach der sog. axiomatischen Methode, die vom historischen Bestand 
einer Wissenschaft (hier der Mengenlehre) ausgeht, um durch logische 
Analyse der darin enthaltenen Begriffe, Methoden und Beweise die zu 
ihrer Begründung erforderlichen Prinzipien — die Axiome — auf- 
zusuchen und aus ihnen die Wissenschaft deduktiv herzuleiten. Gemäß 
dem Wesen dieser Methode sehen wir ganz davon ab, den Mengenbegriff 
zu definieren oder’ näher zu zergliedern; vielmehr gehen wir lediglich 
von gewissen Axiomen aus, in denen der Mengenbegriff wie auch die 
Relation? „als Element enthaltensein‘ auftritt und die Existenz gewisser 
Mengen gefordert wird. Durch die Gesamtheit der Axiome wird so der 
Begriff der Menge gewissermaßen unausgesprochen festgelegt, nachdem 
die ausdrückliche Umgrenzung, wie sie die Definition CANToRs (S. 4) 


1 Wesentlich andere Methoden, die Mengenlehre axiomatisch zu begründen, 
stammen von SCHOENFLIES ([9], vgl. auch [7] und [10]; diese Methode ist nur 
in sehr beschränktem Maße durchgeführt und durchführbar, siehe MERZBACH 1) 
sowie von V. NEUMANN [2] (vgl. auch die umfassende Ausführung in der nach Fertig- 
stellung dieses Bucheserschienenen Abhandlung [4]) ; der Ausgangspunktderletzteren 
Arbeiten, nach der der Kreis der existierenden Mengen ein weiterer ist als nach der 
hier durchgeführten Axiomatik, besitzt bemerkenswerte Vorzüge, wenn er auch 
— u.a. wegen der Voranstellung der Funktion an Stelle der Menge — als un- 
gewohnt und darum im Anfang als schwierig erscheint. Eine weitere Axiomati- 
sierung der Mengenlehre, von FInsLER ([3], vgl. auch [1] und [2]) stammend, 
verfügt ihrer ganzen Anlage nach nicht über hinreichend zuverlässige und scharfe 
Methoden, um das gesteckte Ziel zu erreichen (vgl. Baer [3]).- 

* Dieses in der mathematischen Grundlagenforschung (wie in der Philosophie) 
üblichen Ausdruckes bedienen wir uns fortan an Stelle des in den ersten Kapiteln 
gebrauchten farbloseren Ausdruckes „Beziehung“ (der in der Logik zuweilen von 
jenem ausdrücklich geschieden wird). 
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enthielt, sich als unhaltbar erwiesen hat und auch augenscheinlich 
(abgesehen von den Methoden der beiden vorangehenden Paragraphen) 
nicht etwa durch eine brauchbarere Definition ersetzt werden kann (vgl. 
indes S.385f.). Sachlich kann man diesen Verzicht auf eine Definition 
übrigens mit der Erwägung rechtfertigen, daß der Mengenbegriff für die 
Mathematik (und nicht bloß für sie!) alsein ursprünglicher Grundbegriff 
in dem nämlichen Sinne gelten kann, wie auch in der Logik oder Meta- 
physik letzte Begriffe als nicht mehr ‚‚definierbar‘‘, d.h. aufandere zurück- 
führbar, zugrunde gelegt werden müssen. Nach Aufstellung der Axiome 
wird vor allem zu zeigen sein (in $17), daß aus den Axiomen durch 
deduktives Schließen der Bestand der CAnToRschen Mengenlehre folgt, 
daß dagegen für die Antinomien in diesem System kein Raum bleibt. 
Diese Aufgabe ist heute im wesentlichen gelöst. Demgegenüber trat 
bisher die weitere Frage zurück, wie etwa die (mehr oder weniger ein- 
leuchtend erscheinenden) Axiome zu begründen sind oder wenigstens 
ihre logische Widerspruchslosigkeit und damit ihre Zulässigkeit nach-“. 
zuweisen ist; nach dieser Richtung ergeben sich gewisse Ausblicke“ 
auf Grund der in $18 zu schildernden neuesten Arbeiten HILBERTS. 
Mehr als im Systeme RusseLLs ist bei dieser Art des Aufbaus der rein 
mathematische Teil, nämlich die Zurückführung der Mengenlehre auf 
einige wenige scharf ausdrückbare Voraussetzungen, reinlich geschieden 
von der anderen, logischen oder ‚metamathematischen‘“ Aufgabe der 
Begründung eben jener Voraussetzungen. 

Die axiomatische Methode, deren sich die jetzt zu schildernde Be- 
gründung bedient, wird eingehender erst später (Beginn des $ 18) be- 
sprochen werden, wenn die recht abstrakten Gedankengänge an Hand 
des nachfolgenden Axiomensystems im einzelnen illustriert werden 
können; auch die Literaturangaben allgemeiner Art sind dort zu finden. 
An dieser Stelle genügen einige Vorbemerkungen. Von einer Definition 
des Begriffs ‚Menge‘ und der Relation ‚‚mist ein Element der Menge M“ 
wird überhaupt abgesehen; die durch die Antinomien als unhaltbar 
erwiesene Definition CAnToRs! (S.4 und 13f.) — d. h. letzten Endes 
das Verfahren, einem beliebigen logischen Begriff eine Menge, die den 
„Umfang des Begriffs‘ bezeichnet, zuzuordnen — wird also aufgegeben 
und auch nicht eine andere Mengendefinition an ihre Stelle gesetzt. 
Statt dessen soll der Begriff der Menge wie auch die angeführte Rela- 
tion, die als Grundrelation der Axiomatik bezeichnet wird, ihren 
Sinn? ausschließlich durch die Grundsätze oder Axiome der Axiomatik 


1 Allerdings -trägt die ältere (und vielleicht originalere) Auffassung CANTORS 
über den Mengenbegriff einen fühlbar anderen, mehr konstruktiven Charakter 
(vgl. etwa [7 V)). 

2 Daß „Sinn“ hier nur ganz formal zu verstehen ist, wird in $ 18 eingehender 
zur Sprache kommen. Vgl. hierzu und zum nächsten Absatz namentlich Nr. 5 


des $ 18, S. 354. 
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erhalten. In den Axiomen ist nämlich von Mengen und vom Enthaltensein 
gewisser Elemente einer Menge die Rede: die Axiome sind Aussagen, 
die entweder gewisse Relationen zwischen einer ‚Menge‘ und den ‚in 
ihr enthaltenen Elementen‘ ausdrücken oder die Existenz bestimmter 
Mengen fordern oder endlich gestätten, aus der Existenz gewisser 
Mengen allgemein auf die Existenz gewisser anderer Mengen zu schlie- . 
Ben. Danach dürfen der Grundrelation ‚‚m ist Element der Menge M“ . 
keine anderen Eigenschaften zugeschrieben werden als die, die in den 
Axiomen ausgedrückt sind oder sich aus den Axiomen deduktiv ergeben. 
Ebenso ist unter ‚Menge‘ nicht etwa jede „Zusammenfassung von 
Elementen‘ zu verstehen, sondern es gibt nur diejenigen Mengen, die 
auf Grund der Axiome existieren oder herleitbar sind. Schließlich wird 
das Wort ‚Element‘ überhaupt nicht zur Bezeichnung eines selbständi- 
gen Begriffs (etwa der ‚Menge‘ gegenüberstehend) gebraucht, sondern 
nur als Bestandteil der Grundrelation ‚Element (einer Menge) sein‘; in 
der Axiomatik tritt also nur eine einzige Kategorie von ‚„Dingen‘“ oder 
„Objekten‘ auf, nämlich die ‚Mengen‘, womit von vornherein keine be- 
stimmtere Vorstellung als mit dem allgemeinen Ausdruck ‚Ding‘ ver- 
bunden zu werden braucht. Die einzelnen zu betrachtenden Mengen gelten 
uns also einfach als Objekte der Grundkategorie „Menge“ ; diese Grundkate- 
gorie stellt nicht eigentlich einen neuen Grundbegriff neben der Grundrela- 
tion e dar, vielmehr bestimmt diese die Grundkategorie als den Bereich der 
Objekte, zwischen denen die Verknüpfungdurch eeinen Sinn hat ; die Kate- 
gorie der Mengen ist, wie man sagt, das ‚Feld‘ der Grundrelation e. . 
Diese ganz formale, jedes sachlichen Inhalts entkleidete Auf- 
fassung, die auf eine Charakterisierung der Begriffe ‚Menge‘ und 
„Element sein‘ durch Definition bewußt verzichtet und sich mit 
einer Festlegung der Beziehungen zwischen den uns interessierenden 
Begriffen begnügt, wird vielleicht deutlicher durch den (auf S. 338 
weiter auszuführenden) Hinweis, daß jede mit den Axiomen verträg- 
liche Interpretation der Begriffe ‚Menge‘ und ‚‚als Element enthalten 
sein‘ zulässig und mit jeder anderen solchen Interpretation gleich- 
berechtigt ist. Wären beispielsweise die Axiome so beschaffen, daß neben 
unserer gewöhnlichen Auffassung von jenen Begriffen etwa auch die 
Interpretation von ‚Menge‘ als ‚„Vorfahre‘‘, von ‚Element einer Menge 
sein‘ als ,‚Nachkomme eines Vorfahren sein‘ mit den Axiomen im Ein- 
klang stünde, so würden alle Folgerungen aus den Axiomen (d.h. etwa 
die ganze Mengenlehre) für die Theorie der Vorfahren einer Gesamtheit 
von Nachkommen gelten. Die meisten denkbaren Deutungen werden 
indes allmählich durch die Axiome ausgeschlossen, welche die infolge : 
der Inhaltslosigkeit der Grundbegriffe zunächst bestehende Fülle von 
Möglichkeiten schrittweise einengen!. Man kann hiernach naturgemäß 


1 Vgl. Spınozas Wort „omnis determinatio est negatio“ und die systema- 
tische Ausführung des obigen Gedankens bei GEIGER [1] (besonders S. 32f.). 
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niemals entscheiden, was eine Menge ‚an sich‘ ist, ob z.B. ein Pferd eine 
Menge darstellt ; eine inhaltliche Bestimmung der Grundbegriffe entspricht 
eben gar nicht dem Wesen der axiomatischen Methode. Vielmehr liegt 
eine nurimplizite, unausgesprochene, überdies gegenseitig verkettete Defi- 
nition der Begriffe ‚Menge‘“ und ‚‚Elementsein‘ mittels der Gesamtheit 
der in den Axiomen auftretenden Aussagen vor. 

Der Sachverhalt kann cum grano salis auch durch Vergleich mit 
anderen Wissenschaften, z. B. der Physik, verdeutlicht werden. Begriffe 
wie der der Wärme oder der Elektrizität, auch etwa der des Äthers, 
sind in der Naturbetrachtung zunächst implizit gegeben durch ihre 
Wirkungen und Verknüpfungen bei den experimentell feststellbaren 
Tatsachen; das Wesen dieser physikalischen Begriffe wird anschau- 
licher (und auch unabhängiger von dem Wechsel der wissenschaftlichen 
Theorien) durch die Beschreibung charakteristischer Wirkungen gekenn- 
zeichnet als durch eine rein begriffliche Definition dessen, was beim 
augenblicklichen Stand der Forschung unter dem ‚Wesen‘ der Wärme, 
der Elektrizität, des Äthers verstanden wird. 


Einer der Haupterfolge dieser axiomatischen Methode wird sich im 
Falle der Mengenlehre in folgendem Umstand zeigen müssen: faßt man 
die Grundrelation ‚‚als Element enhaltensein‘ im üblichen Sinn und ver- 
steht man unter einer ‚Menge‘ die Gesamtheit der Objekte unserer 
Axiomatik, die jeweils in einem Objekt ‚als Elemente enthalten sind“ 
etwa im Sinne CANToRs (S. 4), so soll durch die Axiomatik ganz von 
selbst eine erhebliche Beschränkung des Mengenbegriffs gegenüber 
CANTOR erzielt werden; eine Beschränkung, die radikal genug ist, 
um die Antinomien zu beseitigen, aber doch nicht so weit geht, um etwa 
brauchbare Mengen der Cantorschen Mengenlehre auszuschließen. 


Nach diesen Vorbemerkungen, die für den mit der axiomatischen 
Methode noch nicht vertrauten Leser ihren vollen Sinn erst durch 
‚das nachfolgende System und die daran zu knüpfenden allgemeinen 
Bemerkungen gewinnen werden, gehen wir zur Konstruktion der Axio- 
matik über. 


2. Die Grundrelation e. Vorbereitende Definitionen. Den Gegen- 
stand unserer axiomatischen Betrachtung (kurz: Axiomatik) bilden 
gewisse „Objekte“, die wir Mengen (oder ausführlicher: Objekte der 
Grundkategorie ‚„Menge‘“) nennen und mit (in der Regel kleinen) latei- 
nischen Buchstaben wie a, b, m, n usw. bezeichnen. Es ist für die Aus- 
drucksweise zuweilen bequem, von den in unserer Betrachtung vorkom- 
menden Mengen zu sagen, daß sie „existieren“; die Behauptung ‚m 
existiert‘ will also nichts anderes ausdrücken, als daß m eines der für uns 
in Betracht kommenden Objekte bezeichnet. Welche Mengen existieren, 


‚ ist lediglich aus den Axiomen zu erschließen; andere Objekte als Mengen 


existieren für uns überhaupt nicht. 
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Zwischen je zwei in bestimmter Reihenfolge gegebenen Objekten m 
und n der Grundkategorie „Menge“ soll die durch das Zeichen e (An- 
fangsbuchstabe der Kopula &ori) dargestellte Grundrelation entweder 
bestehen oder nicht bestehen. Im ersten Fall schreiben wir men, oder . 
in Worten: m ist ein Element von „n, n enthält oder besitzt 
das Element m, m kommt in n (als Element) vor usw.; im 
zweiten Fall, wenn also m nicht Element von » ist, schreiben wir men. 

Um die Axiome bequem aussprechen zu können, beginnen wir mit 
einigen Erklärungen, die aus den Grundbegriffen neue „abgeleitete“ 
Begriffe auf dem üblichen definitorischen Wege bilden. Es handelt sich 
hier also nicht etwa, wie bei den Axiomen, um tragende und unentbehr- . 
liche Pfeiler des zu errichtenden Gebäudes, sondern wesentlich um Ab- 
kürzungen der Redeweise, welche bei stetem unmittelbarem Zurückgehen _ 
auf „Menge“ und e bis zur Unerträglichkeit schleppend und unüber- 
sichtlich würde. 

Definition 1. Sind m und n Mengen von der Art, daß jedes Ele- 
_ ment der Menge m auch in n als Element vorkommt (daß also aus aem 
stets a en folgt), so wird m eine Teilmenge der Menge n genannt!. 

Hiernach ist im besonderen jede Menge eine Teilmenge von sich 
selbst. Weiter folgt aus dieser Definition, daß jede Teilmenge einer 
Teilmenge von n wiederum eine Teilmenge von n ist. Denn sind m, d, n 
Mengen, von denen m eine Teilmenge von #, $ eine Teilmenge von n 
ist, so folgt aus aem stets ae, hieraus stets aen, also aus aem stets 
aecn, wie zu zeigen war. 

Der Unterschied zwischen dieser Definition und der entsprechenden in der - 
Cantorschen Mengenlehre (Definition 2 auf S. 20) liegt darin, daß hier von wesent- 
licher Bedeutung die Voraussetzung ist, wonach nicht nur n, sondern auch m 
eine Menge sein muß. Die Menge m muß also von vornherein als existierend 
vorliegen, um Teilmenge von n sein zu können; sie kann nicht wie a.a.O. ein- 
fach als ‚Zusammenfassung gewisser Elemente von rn‘ gebildet werden und auf 
Grund dessen den Charakter als Teilmenge von n erhalten. Das entspricht unserem 


Grundsatz, keine Mengen außer den durch die Axiome geforderten zuzulassen, 
also namentlich auch nicht mittels einer Definition Mengen ‚„‚herzustellen“. 


Es ist wichtig, die beiden Relationen ‚Element sein‘ und ‚Teil- 
menge sein‘ scharf voneinander zu scheiden; ihre Verwechslung, die 
durch sprachliche Momente (doppelte Verwendungsfähigkeit des Wortes 
„enthalten‘“ oder auch ‚‚umfassen‘‘) begünstigt wurde, hat in der Logik 
öfters "unerwünschte Folgen gezeitigt. Während eine Menge stets Teil- 
menge von sich selbst ist, wird sie in der Regel nicht Element von sich 
selbst sein. 

Definition 2. Sind m und n Mengen und ist sowohl m eine Teil- . 
menge von n wie auch n eine Teilmenge von m, so heißt m gleich n; in 

1 Man benutzt für diese (aus der Grundrelation e abgeleitete) Relation viel- 


fach das Subsumptionszeichen =, schreibt also m=€n. Doch soll nachstehend 
vom Gebrauch dieses Zeichens abgesehen werden. 
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Zeichen: m=n. In jedem anderen Fall heißt m verschieden von 
n(m=n). 

Anders ausgedrückt: ist jedes Element von m gleichzeitig Element 
von n und umgekehrt, so ist m = n. 

Nach der auf Definition 1 folgenden Bemerkung ist hiernach jede 
Menge sich selbst gleich (m = m); die definierte Gleichheit enthält also 
die Identität als Spezialfall. Ferner schließen wir aus der Definition 
unmittelbar, daß die Relation der Gleichheit symmetrisch und 
transitiv ist, d.h. daß aus m=n stetsn=m, ausm=n undn=P® 
stets m = f folgt. (Die durch Definition 1 festgelegte Relation ‚Teil- 
menge sein“ dagegen ist zwar transitiv, nicht aber symmetrisch.) Schließ- 
lich ergibt sich aus Definition 2, daß in jeder Relation der Form aA 
die Menge A durch jede ihr gleiche Menge B ersetzt werden darf, d.h. 
daß aus aeA und A=B stets aeB folgt. 


Definition 2 beschränkt stillschweigend die Gleichheit auf die Identität, 
so lange nicht anderweitig besondere Festsetzungen darüber vorliegen, die dann 
im Einklang mit Definition 2 stehen müssen. Auf die hieran sich knüpfenden 
subtilen Fragen und auf die etwaigen Vorteile einer Verschmelzung von Defi- 
nition 2 und Axiom I zu einem andersartigen Axiom soll hier nicht eingegangen 
werden. 


Definition 3. Sind m und n Mengen ohne gemeinsame Elemente, 
d.h. kommt kein Element von m auch in rn als Element vor, so werden 
m und n elementefremd genannt. Sind allgemeiner je zwei beliebige 
Elemente einer Menge M stets elementefremde Mengen, so heißen die 
Elemente von M paarweise elementefremd oder auch kurz fremd. 

Diesen Vorbereitungen sollen jetzt die Axiome folgen, durch die 
ja der Begriff ‚Menge‘ und die Grundrelation men erst zu be- 
stimmen sind. Wir benötigen für die allgemeine Mengenlehre sieben 
Axiome und teilen diese nach ihrem allgemein-logischen Charakter in 
drei Gruppen, von denen übrigens die erste und die letzte nur je ein 
einziges Axiom enthält!. Die den Axiomen jeweils vorangeschickten oder 
angefügten Bemerkungen sollen namentlich darauf hinweisen, weshalb 
das betreffende Axiom erforderlich ist oder weshalb noch weitere Axiome 
benötigt werden. Diese Überlegungen wie überhaupt den Inhalt der 
Axiome wird man sich naturgemäß immer an der gewöhnlichen Mengen- 
lehre, d.h. am CAantorschen Begriff von ‚Menge‘ und an der üblichen 
Bedeutung der Relation „Element sein‘ zu veranschaulichen suchen, 


3. Relationales Axiom (Axiom der Bestimmtheit). Unter der 
Gleichheit wird in den verschiedenen Zweigen der Mathematik 
zwar keineswegs immer dasselbe verstanden, wohl aber stets eine 
Relation von ganz bestimmter Prägung, die in vielem an die logische 


I Wegen einer eventuell noch dazu tretenden abschließenden Forderung 
| siehe S. 3558. 


Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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Beziehung der Identität erinnert. Ob auch der durch Definition 2 
eingeführte Gleichheitsbegriff diese Prägung besitzt, läßt sich vor- 
erst nicht vollständig feststellen; denn wir haben ja die Gleichheit 
definitorisch zurückgeführt auf die Relation e, welche Grundrelation 
der Axiomatik ist und über deren Natur wir daher einstweilen gar nichts 
wissen. Fragen wir uns einmal, worin eigentlich jene besondere Prägung _ 
des mathematischen Gleichheitsbegriffes besteht! Sie liegt darin, daß 
jedes mathematische Objekt sich selbst gleich ist, daß die Gleichheit 
einen symmetrischen und transitiven! Charakter trägt und daß in 
einer richtigen Aussage, die verschiedene mathematische Objekte mit- 
einander verknüpft, jedes Objekt durch ein ihm gleich erklärtes er- 
setzt werden darf, ohne daß dadurch die Richtigkeit der Aussage be- _ 
einträchtigt würde. Fast alle diese Eigenschaften besitzt auch die hier 
eingeführte Gleichheit, wie wir vorhin in den Bemerkungen zu Defi- 
nition 2 festgestellt haben. Nur eins fehlt noch: In den innerhalb unserer 
Axiomatik möglichen Aussagen, die entweder schon die Form a&A 
bzw. a£A haben oder sich auf derartige Formen zurückführen lassen, 
darf, wie wir oben sahen, die Menge A durch jede ihr gleiche B er- 
setzt werden. Soll aber die Gleichheit die sonst übliche Prägung be- 
sitzen, so muß es erlaubt sein, in der Relation a&A auch die Menge a 
durch eine ihr gleiche 5 zu ersetzen, d.h. es muß aus aeA und a = b" 
stets auch beA folgen. 

Wenn wir diese Aussage als Axiom formulieren, so legen wir a _. 
übereinstimmend mit der sonst üblichen Art einer Gleichheitsrelation — 
den Charakter der Gleichheit präziser fest, als es zunächst durch Definition? - 
geschah. Schärfer ausgedrückt: wir sprechen mit einem solchen Axiom 
eine weitergehende Behauptung über die gegenseitige Verknüpfung der 
Relationen e und = aus, als schon in Definition 2 enthalten. Dieses 
Axiom, das also nur eine nähere Charakterisierung der Gleichheits- 
relation und damit auch der Grundrelation e bezweckt, muß demnach 
lauten: 

Axiom I. Sind a, b, A Mengen, ist a Element von A und gilta=b, 
so ist auch b Element von A. (Axiom der Bestimmtheit.) 

Das eigentliche Wesen dieses Axioms und damit auch die Bezeich- 
nung ‚„Axiom der Bestimmtheit‘“ erklärt sich folgendermaßen: Nach 
dem Axiom besitzt die hier eingeführte Gleichheit im vollen Maße die 
Eigenschaft, die ihr auch sonst überall in der Mathematik zukommt, 
daß nämlich je zwei als gleich erklärte Objekte — hier: Mengen — unter- 
schiedslos einander vertreten können. Zwei gleiche Mengen können daher 
in allen Fragen, die in der axiomatisierten Mengenlehre überhaupt denk- 


1 Man erinnere sich an das angebliche ‚Axiom‘‘; wenn zwei Größen einer . 
dritten gleich sind, so sind sie untereinander gleich. Vom oben eingenommenen 
Standpunkt aus dient diese Eigenschaft der Gleichheit zusammen mit den übrigen | 
oben angeführten Eigenschaften dazu, die Gleichheit zu definieren. 


$ 16. Das Axiomensystem. 275 


bar sind, nicht voneinander unterschieden werden; man kann sie für 
alle solchen Probleme als miteinander identisch ansehen, mögen sie auch 
logisch das keineswegs sein!. Man kann also gemäß Definition 2 zwei 
Mengen, die die nämlichen Elemente enthalten, miteinander unterschieds- 
los identifizieren, wozu jene Definition für sich allein noch nicht berechti- 
gen würde. Eine nähere Kennzeichnung einer Menge als die, daß sie diese 
und jene Elemente enthält, kommt also für den Mengenbegriff, als 
axiomatischen Grundbegriff gefaßt, überhaupt nicht in Frage; ein etwai- 
ges Wie? des Enthaltenseins der Elemente, z. B. eine gewisse Reihen- 
folge des Vorkommens der Elemente in der Menge, spielt keine Rolle. 
Man kann somit vermöge des Axioms I der Definition 2 die folgende 
Tatsache entnehmen: Eine Menge ist durch die Gesamtheit ihrer Ele- 
mente völlig bestimmt. 

Infolgedessen kann eine Menge m außer durch Angabe ihres „Namens“ 
m auch durch Angabe sämtlicher in ihr vorkommenden Elemente ein- 
deutig bezeichnet werden. Will oder kann man diese Elemente nicht 
alle aussprechen bzw. anschreiben, so wird man sich oft unmißverständ- 
lich mit „usw.‘‘ oder mit Punkten behelfen können. Man gelangt so 
zu unserer schon auf S. 15 eingeführten Schreibweise M = fa, DREH 
wo a,b, c,... die sämtlichen Elemente der Menge M bezeichnen; 
im Gegensatz zu dort stellen hier die Elemente selbst notwendig Men- 
gen dar, da in unserer Axiomatik ja überhaupt nur Mengen auftreten. 

Hiermit wird freilich nur ganz formal wieder die Bestimmung und 
Bezeichnung einer Menge durch ihre Elemente erreicht, wie sie uns ganz 
im Anfang ($2) entgegengetreten ist. Das damals allenfalls mögliche 
Mißverständnis, als ‚„‚bestehe‘‘ eine Menge aus ihren Elementen, hat 
jetzt sicherlich keine Berechtigung mehr; es ist eine völlig inhalts- 
freie, übrigens eindeutige Zuordnung, vermöge deren jeweils gegebenen 
Objekten eine ‚Menge‘ entspricht, die jene ‚als Elemente enthält‘. 


4. Die ‚„erweiternden‘‘ bedingten Existenzaxiome (Axiome der 
Paarung, der Vereinigung, der Potenzmenge).. Bis jetzt haben wir nur 
formal verabredet, die mathematischen Objekte, die in der aufzu- 
bauenden Axiomatik auftreten, als ‚Mengen‘ zu bezeichnen; was für 
„Mengen‘ aber überhaupt vorkommen sollen, darüber wissen wir nichts. 
Dieser Frage sollen jetzt unsere Betrachtungen gelten. 

Während Axiom I nur über die Art des Mengenbegriffs bzw. der 
Grundrelation e, nicht aber über die Existenz von Mengen etwas aus- 
sagt, haben die folgenden fünf Axiome, die den wesentlichsten Teil 
des ganzen Axiomensystems darstellen, sämtlich die folgende logische 


1 Z.B. behauptet das letzte FErmATsche Theorem (S. 229), daß die Menge der 
natürlichen Zahlen n, für die die Gleichung x" + y” = z" ganzzahlig lösbar ist, 
| gleich der Menge {l, 2} sei. Von der logischen Identität dieser beiden Zahlen- 
| mengen kann aber doch keine Rede sein! Man vergleiche auch das, was auf 
ı S.254ff. über den extensionalen Charakter der Mathematik bemerkt worden ist. 
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Form: wenn gewisse Mengen existieren, so existiert auch eine gewisse 
weitere Menge, die durch jene in einem anzugebenden Sinn bestimmt ist. 
Diese Axiome fordern also unter der Voraussetzung der Existenz ge- 
wisser Mengen die Existenz weiterer Mengen von bestimmter Art; sie 
drücken bedingte Existenzforderungen aus. In lockerer und anschaulicher 
Formulierung kann man sagen, die Axiome gestatten die Bildung neuer 
Mengen aus gegebenen; hierbei ist aber „Bildung“ in der scharfen 
Präzisierung der vorangehenden Sätze zu verstehen, nicht etwa mit dem 
Beigeschmack der Konstruktion. Ihre wahre existenzschaffende Kraft 
gewinnen derartige bedingte Existenzforderungen natürlich nur durch 
die voraussetzungslose Sicherung irgendwelcher Mengen, d.h. durch 
einabsolutes (unbedingtes) Existenzaxiom, wie ein solches auf S. 306f. 
ausgedrückt wird; ohne eine derartige Forderung würden ja die bedingten 
Existenzaxiome auch dann erfüllt sein, wenn es überhaupt keine Mengen 
gäbe. Übrigens ist diese Auffassung der folgenden Axiome als be- 
dingter Existenzaxiome, die die Bildung neuer Mengen gestatten, 
mehr auf das psychologische Verständnis zugeschnitten; rein syste- 
matisch gesehen liefern die Axiome eine Art relationaler Verknüp- 
fungen zwischen gewissen der vorhandenen Mengen (ähnlich wie das 
bei einer Axiomatisierung der Arithmetik auch für die ‚Operationen‘ 
der Addition usw. gilt). 

Es wäre am kürzesten und mathematisch durchaus zureichend 
(und üblich), jetzt die Axiome als fertige Gebilde unvermittelt aufmar- 
schieren zu lassen, daran rein-.deduktiv die aus ihnen ableitbaren Folge- _ 
rungen zu knüpfen und sich so einen Überblick über die Tragweite der 
Axiome zu verschaffen. Eine tiefere Einsicht in das Wesen der einzelnen 
Axiome und in die Gründe, aus denen man gerade sie und nicht andere 
Aussagen zum Fundament des Gebäudes der Mengenlehre macht, würde 
auf dieseWeise nicht oder nur auf weiten Umwegen zu gewinnen sein. Wir 
wollen daher zur Vorbereitung einen mehr induktivenWegeinschlagen, der 
die Zweckmäßigkeit, in gewissem Sinne sogar dieNotwendigkeit der Auf- 
stellung der einzelnen Axiome in helles Licht setzt und so gleichzeitig 
für die Untersuchung der ‚Unabhängigkeit‘ der Axiome (vgl. S. 340 ff.) 
Fingerzeige liefert. Leitender Gedanke von einem freilich nur heuri- 
stischen, niemals beweiskräftigen Werte ist uns dabei die Erkenntnis, 
welche Prozesse der Mengenbildung in der CAntTorschen Mengenlehre von 
ausschlaggebender Bedeutung gewesen sind. 

Soll die axiomatische Methode im vorliegenden Fall ihr nächstes 
Ziel, den automatischen Ausschluß der Antinomien, erreichen, so müs- 
sen natürlich die durch die Axiome ermöglichten Prozesse der Mengen- : 
bildung von so eingeschränkter Natur sein, daß Widersprüche aus ihnen 
nicht ableitbar sind. Eine uferlose ‚‚Zusammenfassung‘‘ ganz beliebiger 
Mengen als Elemente der neu zu bildenden Mengen wird also keines- 
falls in Frage komimen, 
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Die denkbar einfachste Operation der Mengenbildung besteht 
in der Zusammenfassung zweier gegebener Mengen zu einer neuen 
Menge, deren Elemente die gegebenen Mengen sind. Wir verlangen 
die ausnahmslose Ausführbarkeit dieser Operation, also: 

Axiom II. Sind a und b verschiedene Mengen, so existiert eine M. enge, 
die die Elemente a und b, aber kein von ihnen verschiedenes Element ent- 
hält. Diese Menge ist nach dem Vorangehenden mit {a, b} zu bezeichnen 
und wird das Paar von a und b genannt. (Axiom der Paarung.) 

Dieses Axiom erlaubt, aus zwei verschiedenen gegebenen Mengen 
a und 5b eine neue {a, b} „zu bilden“, was immer wieder nichts 
anderes bedeuten soll, als ‚aus der vorausgesetzten Existenz der Men- 
gen a und 5 auf die Existenz der neuen Menge {a, 5} zu schließen“. 
Wenn man sich des (vom abstrakt axiomatischen Standpunkt aus allzu 
gegenständlichen) Ausdrucks der ‚Zusammenfassung‘ bedienen will, 
so kann man sagen: das Axiom der Paarung gestattet, je zwei verschie- 
dene Mengen zu einer neuen Menge zusammenzufassen. Es sei noch 
bemerkt, daß nur ein einziges Paar von a und b existieren kann; denn 
zwei solche Paare müssen, da sie die nämlichen Elemente enthalten, 
nach dem Axiom der Bestimmtheit miteinander übereinstimmen. Die 
nämliche Bemerkung über die eindeutige Bestimmtheit der durch das 
Axiom geforderten neuen Menge gilt auch für die folgenden Axiome III, 
IV und V, und zwar immer aus demselben Grunde (wegen des Axioms 
der Bestimmtheit). 

Wenn man im Vordersatz des Axioms das Wort ‚verschiedene‘ wegließe, 
so wäre die Existenz des (seinen Namen dann freilich nicht mehr verdienenden) 
Paares auch noch für den Fall a = b verlangt; das Axiom würde also eine weiter- 
gehende Forderung enthalten. Die obige schwächere und somit einfachere Fassung 
genügt aber für unsere Zwecke. 

Sind a, b, c, d,.... lauter verschiedene Mengen, so kann man durch wieder- 
holte Anwendung des Axioms der Paarung auch schon kompliziertere Mengen 
sichern, so z. B. die Menge (fa, b}, {c, d}} oder (fa, b}, {a, ch}. Alle auf solche 
Weise herstellbaren Mengen enthalten indes stets zwei Elemente. 

Das Axiom der Paarung gestattet die Zusammenfassung zweier 
Mengen zu einer neuen Menge. Die nächsteinfache Verknüpfung von 
Mengen, die uns in der Mengenlehre entgegengetreten ist, war die Bil- 
dung der Summe oder Vereinigungsmenge von Mengen (S. 71f. und 79f.), 
d.h. die Zusammenfassung der Elemente gewisser Mengen m, n, P, ... 
zu einer neuen Menge. Die Existenz einer solchen Vereinigungsmenge 
muß auch durch unsere Axiome gesichert werden. Sie kann aber, 
entsprechend unserem Standpunkt, natürlich nicht für jede beliebige 
„Gesamtheit“ von Mengen m, n, P, ... in Betracht kommen, sondern 
nur dann, wenn diese Mengen m, n, P, .... sämtlich in legitimer Form 
gegeben sind: nämlich als die Elemente einer und derselben schon als 
existierend vorausgesetzten Menge M!. Also: 


1 So sind wir formal schon früher (a.a.O.) verfahren, 


278 Der axiomatische Aufbau der Mengenlehre. 


Axiom III. Ist M eine Menge, die. mindestens Ein Element ent- 
hält, so existiert eine Menge, die die Elemente der Elemente von M als 
Elemente enthält, aber keine anderen Elemente besitzt. Oder ausführ- 


licher: Ist M eine Menge mit den Elementen m, n, P, ..., so exi- 
stiertt eine Menge, deren Elemente die sämtlichen Elemente der 
Mengen m, n, P,... sind, während keine anderen Elemente in ihr. 


vorkommen. Die neue Menge wird die Vereinigungsmenge der. 
Menge M genannt und mit ©M bezeichnet; ae ©M gilt also dann 
und nur dann, wenn mindestens ein geM existiert, für das aeg 
gilt. (Axiom der Vereinigung.) 

Hiernach existiert z. B, wenn a und 5 zwei verschiedene Mengen sind, 
stets die Menge, die wir früher mit a + 5b bezeichnet und die ‚‚Vereini- 
gungsmenge von a und 5“ genannt haben. Denn nach dem Axiom der 
Paarung existiert das (nur die Klemente a und 5 enthaltende) Paar 
M ={a, b}; die Vereinigungsmenge ©M ist dann die gewünschte Menge. 
Wir werden nachstehend zuweilen wie früher das Zeichen + verwenden; 
ebenso sollen die Elemente m, n, ®, ... der in Axiom III vorkommen- 
den Menge M gelegentlich die Summanden der Vereinigungsmenge SM 
genannt werden. 

Daß die Vereinigungsmenge unabhängig ist von einer etwaigen 
Reihenfolge der Summanden, folgt unmittelbar aus Definition 2 und 
dem Axiom der Vereinigung. 

Die Axiome der Paarung und der Vereinigung geben zusammen- 
genommen schon eine gewisse Freiheit in der „Bildung von Mengen“, 
d.h. sie gestatten auf Grund gewisser Voraussetzungen schon, auf die 
Existenz zahlreicher Mengen zu schließen. Sind z. B. drei verschiedene 
Mengen a, b, c gegeben, so ermöglicht das Axiom der Paarung zunächst 
die Bildung der Mengen {a, b} = m und {b, c}—=n, dann auch die der 
Mengent {m, c}= {f{a, b}, c} und fa, n} = {a, {b, c}}. Nach dem Axiom 
der Vereinigung existieren weiter z.B. die Mengen&m=a-+bund&n= 
b+c, ferner nach dem Axiom der Paarung die Mengen {Sm, c}=C und 
fa, Sn} = A, schließlich nach dem Axiom der Vereinigung die Mengen. 


SC=Em+c=(a+b)+c SA=a+6n=a+(b+c)? 


Man erkennt leicht, wie man so allmählich zu umfassenderen Mengen 
gelangen kann; SA und ©C enthalten ja schon sämtliche Elemente 


! Hier und im nächstfolgenden wäre eigentlich (im Sinn des Axioms der 
Paarung) noch die Bedingung zu stellen, daß die zu paarenden Mengen vonein- 
ander verschieden sind; von dieser Bedingung werden wir uns ee bald frei- 
machen (S.287 oben und 312). 4 

2 Ganz wie in $7 (S. 85£.) ist (auf Grund der Definition 2) leicht zu ı sehen, daß 
die Vereinigungsmengen 6A und ©C gleich sind und daß auch für beliebig viele 
Summanden (d. h. im allgemeinen Fall des Axioms III) das assoziative Gesetz 
gilt. Die Gültigkeit des Benluntativon Gesetzes ist schon im vorigen Absatz 
festgestellt worden. 
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der drei Mengen a, b, c zusammen und auf dem gleichen oder einem 
ähnlichen Weg kann man weiterschreiten. 

Dennoch gewähren die bisherigen Axiome uns bei weitem nicht 
diejenige Freiheit in der Mengenbildung, die erforderlich ist, um Mengen- 
lehre in einem mit CAnToRs Werk irgendwie vergleichbaren Umfang 
zu treiben. Um dies einzusehen, braucht man sich nur an die Tatsache 
zu erinnern, daß in der CAntorschen Mengenlehre die Vereinigung 
endlichvieler endlicher Mengen stets eine endliche, die Vereinigung ab- 
zählbar unendlichvieler endlicher oder abzählbarer Mengen stets eine 
höchstens abzählbar unendliche Menge liefert. Selbst wenn unsere Axio- 
matik über endliche und abzählbare Mengen ausreichend verfügte, 
wären also die Mittel der Paarung und der Vereinigung nicht kräftig 
genug, um noch umfassenderen, also überabzählbaren unendlichen 
Mengen die Existenz zu sichern. Schon zum Kontinuum könnten wir 
also auf diese Art nicht vordringen. 

Auf das zu diesem Zweck erforderliche Hilfsmittel werden wir auf- 
merksam, wenn wir auf die Methode zurückblicken, die uns in der CANTOR- 
schen Mengenlehre erlaubte, zu jeder Menge M eine Menge von höherer 
Mächtigkeit nachzuweisen. Es war das die Bildung der Potenzmenge 
von M, also der Menge, deren Elemente die sämtlichen Teilmengen 
von M sind (S. 67f.). Obgleich für unseren jetzigen Standpunkt der 
Begriff der Teilmenge weit enger gefaßt ist als damals (vgl. Definition 1 
und Axiom V), wird sich doch auch hier die entsprechende Methode als 
ausreichend erweisen, um von einer beliebigen Menge auf eine Menge von 
höherer Mächtigkeit zu schließen. Das diesem Zweck dienende nach- 
folgende Axiom enthält demgemäß eine sehr weitgehende Forderung, 
was von den Kritikern der ZERMELOschen Auffassung nicht immer 
beachtet worden ist; wer die Forderungen unseres Axiomensystems für 
zu weitgehend hält, wird Axiom IV mindestens ebenso scharf mustern 
müssen wie das (freilich neuartigere) Axiom VI, das viel weniger for- 
dert und viel mehr bestritten worden ist (vgl. S. 302f.). 

Axiom IV. Ist m eine Menge, so existiert eine Menge, die sämt- 
liche Teilmengen von m als Elemente enthält, aber keine anderen Ele- 
mente besitzt. Die neue Menge wird die Menge aller Teilmengen von m 
oder kürzer (wie auf S. 107) die Potenzmenge der Menge m genannt 
und mit Um bezeichnet; aellm gilt also dann und nur dann, wenn 
a Teilmenge von m ist. (Axiom der Potenzmenge.) 

Es werde hier nochmals hervorgehoben, daß, wie in Definition 1, 
so auch in Axiom IV der Begriff ‚Teilmenge‘ eine andere, wesentlich 
engere Bedeutung hat als in der Cantorschen Mengenlehre. In dieser 
konnten wir bei der Bildung der Potenzmenge Um eine beliebige Ge- 
samtheit von Elementen aus m zu einer Teilmenge von m zusammen- 
fassen und waren dann sicher, daß diese sich unter den Elementen von 
Um findet. Jetzt ist uns eine derartige, weitgehende Freiheit gewährende 
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„Bildung“ einer Teilmenge von m nicht gestattet, also auch ihr Auf- 
treten unter den Elementen von Um keineswegs gesichert. Vielmehr 
- muß uns eine Menge erst anderweitig als existierend gegeben sein, damit 
wir sie nach Definition 1 darauf prüfen können, ob sie etwa Teilmenge 
von m ist; dann erst können wir bei günstigem Ausfall der Prüfung. 
ihres Auftretens in Um sicher sein. < 


5. Die „einschränkenden‘ bedingten Existenzaxiome (Axiome der 
Aussonderung und der Auswahl). Die nächsten beiden Axiome haben 
einen wesentlich anderen Charakter als die drei vorangehenden. Diese . 
bezweckten vor allem, dem Begriff der Menge eine gewisse Expansion 
zu geben, derart, daß aus der Existenz gegebener Mengen auf das Vor- 
handensein anderer, in gewissem Sinne umfassenderer Mengen ge- 
schlossen werden könne; das wurde erreicht durch Paarung, durch 
Vereinigung, durch Potenzmengenbildung. Dagegen fehlt uns in der 
Hauptsache noch ein entgegengesetztes Verfahren: eine Methode der 
Bildung von Mengen eingeschränkteren Umfangs oder, schärfer aus- 
gedrückt, eine Forderung, wonach die Existenz einer gewissen Menge 
die Existenz gewisser Teilmengen von ihr zur Folge hat. 


Dieser Mangel bewirkt, daß der Begriff der Teilmenge und daher auch 
der der Potenzmenge vorerst fast trivial erscheint. Denn ist eine Menge 
m gegeben, so können wir mit den bisherigen Mitteln über die Teilmengen 
von m zunächst nur das eine aussagen: sind a und b irgend zwei ver- 
schiedene Elemente von m, so existiert nach dem Axiom der Paarung - 
das Paar {a, b}, das nach Definition 1 eine Teilmenge von m ist; 
daher ist jedes solche Paar fa, b} ein Element der Potenzmenge Um. 
Wir bekommen so alle möglichen Teilmengen mit zwei Elementen, 
aber auch nur solche. Teilmengen. Durch wiederholte Anwendung des 
Axioms der Paarung und gleichzeitig auch des Axioms der Vereinigung 
kann man noch zu allgemeineren Teilmengen vonm gelangen!, aberimmer 
nur zu Teilmengen, die (im naiven Sinn) endlichviele Elemente umfassen. 
Dagegen ist es nicht möglich, aus der Existenz einer im gewöhnlichen 
Sinn unendlichen Menge m allgemeinhin das Vorhandensein irgend- 
einer unendlichen Teilmenge von m (außer m selbst) zu folgern, also 
aus der etwaigen Existenz der Menge aller natürlichen Zahlen auf die 
Existenz der Menge aller geraden Zahlen oder auch nur auf die Existenz 
der Menge aller natürlichen Zahlen außer 1 zu schließen. (Wie eine 
solche negative Behauptung sich beweisen läßt, davon wird auf S. 3411. 
die Rede sein.) 


1 Sind z.B. a, b, c drei verschiedene Elemente von m, so existieren nach dem . 
A. d. Paarung die Paare {a, b}=n und {a c}=P, also auch das Paar 
M=nPp= {fa, b}, {a, c}}; dessen Vereinigungsmenge ist SM = {a, b, ch, 
d. i. (nach Definition 1) eine Teilmenge von m. Entsprechend kann man 
Teilmengen von vier, fünf usw. Elementen bilden. 
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Andererseits zeigt uns schon ein flüchtiger Rückblick auf CAnToRs 
Aufbau der Mengenlehre, daß die Bildung von Teilmengen — und 
keineswegs etwa nur endlicher — eine der wichtigsten Methoden unse- 
rer Wissenschaft ist. Es genügt z. B. an die Menge der transzenden- 
ten Zahlen (Teilmenge der Menge der reellen Zahlen, vgl. S.12f. und 
ö3f.) oder an die Menge «’ zu erinnern, die in dem Beweise des grund- 
legenden CAnToRschen Satzes über die Mächtigkeit der Potenzmenge 
(S. 68f.) die entscheidende Rolle spielt; mit bloß endlichen Teilmengen 
werden wir das bei der Aufstellung von Axiom IV gesteckte Ziel, den 
Übergang von einer beliebigen Mächtigkeit zu einer größeren, jedenfalls 
nicht erreichen. 

Demgemäß verfolgen die Axiome V und VI den Zweck, die Exi- 
stenz von Teilmengen einer gegebenen Menge in ausreichendem Maße 
zu sichern. Axiom V läßt Teilmengen sehr allgemeiner Art zu. Dagegen 
bezieht sich Axiom VI nur auf die Existenz von Teilmengen einer ganz 
speziellen Beschaffenheit, und zwar werden diese Teilmengen (im Gegen- 
satz zu den durch die Axiome II—V bezeichneten Mengen) durch Axiom VI 
nicht eindeutig bestimmt; es wird da nicht eine Menge gefordert, die 
gewisse Elemente enthalten soll und daher nach dem Axiom der Be- 
stimmtheit eindeutig festgelegt ist, sondern irgendeine Vertreterin 
eines Mengentyps, der durch weniger weitgehende Eigenschaften 
charakterisiert ist. Daß die speziellere Forderung VI nicht etwa in 
der allgemeinen V miteingeschlossen ist, daß es also wirklich der Auf- 
stellung der beiden Axiome bedarf, wird auf S. 345 f. zur Erörterung 
kommen. 

Axiom V. Ist m eine Menge und & eine Eigenschaft, die für jedes 
einzelne Element von m sinnvoll (zutreffend oder auch unzutreffend) ist, 
so existiert eine Menge, die alle diejenigen Elemente von m, denen die 
Eigenschaft & zukommt, als Elemente enthält, aber keine anderen Ele- 
mente besitzt. Diese Menge ist demnach eine Teilmenge von m, die aus m 
durch ‚„Aussonderung‘‘ der Elemente von der Eigenschaft € entsteht 
und mit »g bezeichnet wird. (Axiom der Aussonderung oder der Teil- 
mengen.) 

Der in diesem Axiom vorkommende und ganz wesentliche Begriff 
„sinnvolle Eigenschaft‘ entbehrt jener Präzision und Eindeutigkeit, 
die wir in der Mathematik und ganz gewiß in dem strengen Aufbau einer 
Axiomatik mit Recht zu fordern gewohnt sind. Er ist sogar geeignet 
unangenehme Erinnerungen an gewisse Antinomien wach zu rufen, 
in denen der Eigenschaftsbegriff eine wesentliche Rolle spielt. Wir, 
werden diesen anstößigen Begriff später ausmerzen (S. 285f.). Einstweilen 
genügt es, unter „sinnvollen Eigenschaften“ solche .zu verstehen, die 
jedem beliebigen Element von m entweder wohl oder nicht zukommen; 
das braucht freilich nicht etwa durchaus auf konstruktivem Weg ent- 
scheidbar zu sein, sondern auch z.B. die Anwendung des Satzes vom aus- 
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geschlossenen Dritten ist zulässig. Ist etwa m eine Menge verschieden- 
farbiger Kugeln und € die Eigenschaft, weiß zu sein, so existiert die 
Menge mg aller weißen Kugeln der Menge. Ist m die Menge aller reellen 
Zahlen, & die Eigenschaft, transzendent zu sein, so ist auch diese 
Eigenschaft für jede reelle Zahl sinnvoll, da sie nach der Definition, 
- der Transzendenz jedenfalls einer beliebigen reellen Zahl entweder zu- 
kommt oder nicht, mag auch die. Entscheidung beim gegenwärtigen 
Stand der Wissenschaft nicht immer möglich sein; daher existiert 
mit m gleichzeitig auch die Menge mg aller reellen transzendenten 
Zahlen. Dagegen ist z. B. die Eigenschaft ‚ewig‘ für die Elemente einer 
Zahlenmenge nicht sinnvoll und daher auch nicht dem Satz vom aus- 
geschlossenen Dritten unterworfen (vgl. S. 232). 
Um zu Axiom VI zu gelangen, stellen wir eine Betrachtung an, die 
uns das Vorhandensein einer Lücke innerhalb des Systems der bisherigen 
Axiome vermuten läßt und die gleichzeitig die Tragweite der bisherigen 
Axiome teilweise beleuchtet. Es sei eine Menge M gegeben, deren 
Elemente m, n, P, ... paarweise elementefremd sind; ferner wollen wir 
voraussetzen, daß jede dieser Mengen m, n, ß, .... auch ihrerseits äber- 
haupt Elemente enthält (was nicht selbstverständlich ist, vgl. die Null- 
menge, S.21 und 312), d.h. daß es zujedem Element m von M mindestens 
eine Menge x gibt, so daß xem. Dann existiert nach dem A.d. Vereini- 
gung die Vereinigungsmenge SM, die alle Elemente der Mengen m, n, 
p, ... enthält. Jede Teilmenge von SM enthält also gewisse Elemente 
der Mengen m, n, ,...... Möglicherweise gibt es insbesondere Teilmengen S 
der Menge &M von der Eigenschaft, daß S aus jeder der Mengen 
mn, n, ®, ... ein einziges Element enthält (m. a. W.: daß S mit jedem 
Element von M gerade Ein Element. gemein hat.) Hierin liegt eine 
Eigenschaft €, die einer jeden Teilmenge S von SM entweder - zu- 
kommt oder nicht zukommt!. Das Axiom VI soll nun fordern, daß. 
derartige Mengen S überhaupt existieren, daß es also mindestens: eine 
Teilmenge S von jener Eigenschaft € gibt. 
Wir können dies umständlicher, aber systematischer auch so aus- 
drücken: die Potenzmenge der Menge SM existiert nach dem A. d. 
Potenzmenge und enthält als Elemente alle Teilmengen von &M; statt 
mit US&M bezeichnen wir diese Potenzmenge kürzer mit U. Die 
gewünschten Mengen S sind dann diejenigen Elemente von U (d.h. die- 


* Man kann diese Eigenschaft noch schärfer folgendermaßen zergliedern: 
Ist S irgendeine Teilmenge von SM, so kommt einem beliebigen Element von 
-M (d.h. einer der Mengen m, n, P, ...) die Eigenschaft E,, gerade ein einziges 
Element von S zu enthalten, entweder zu oder nicht zu. Die Teilmenge der diese 
Eigenschaft besitzenden Elemente von M ist demnach mit Mg, zu bezeichnen 
(A. d. Aussonderung). Ist Mg, = M, d.h. besitzt jede der Mengen m, n, P, 
die Eigenschaft €,, so heißt das im Sinn der obigen Bezeichnung: Die Treten < 3 
besitzt die Eigenschaft € (nämlich mit jedem Element von M ein einziges Element 
gemein zu haben). 


$ 16. Das Axiomensystem. 283 


jenigen Teilmengen von © M), denen die Eigenschaft € zukommt. Nach 
dem A.d. Aussonderung existiert sicher die Teilmenge U, von U, deren 
Elemente die Mengen S sind; falls keine derartigen Mengen S vorhanden 
wären, würde U, zwar immer noch existieren, aber = 0 sein. Unsere 
Forderung läßt sich demnach auch so aussprechen: Die Menge Ug, 
d.i. die Teilmenge der die angeführte Eigenschaft & besitzenden Ele- 
mente 5 von U, soll von der Nullmenge verschieden sein, somit min- 
destens ein Element S enthalten. Also: 

Axiom VI. M sei eine Menge, deren Elemente sämtlich mindestens 
je ein Element enthalten und überdies paarweise elementefremd sind. 
Dann existiert mindestens eine Menge S — nämlich eine Teilmenge 
der Vereinigungsmenge ©M —, die mit jedem Element von M gerade 
ein einziges Element gemein hat, aber keine anderen Elemente besitzt. 
Jede derartige Menge S wird eine ech von M genannt. 
(Axiom der Auswahl.) 

Man kann (mit ZERMELO) anschaulich, wenn auch weniger scharf, 


die Aussage dieses Axioms so formulieren: Ist M = {m, n, P, .. .} eine 
Menge von den angeführten Eigenschaften, so läßt sich aus jeder der 
Mengen m, n, , . ... je ein einziges Element my, No, Do, - - - „auswählen“ 


und eine Menge S bilden, die all die ausgewählten Elemente und nur sie 
enthält. Die ausgewählten Elemente sind untereinander verschieden, 
da die Mengen m, n, ß, ..... paarweise elementefremd sein sollten. Natür- 
lich ist die ‚Auswahl‘ im allgemeinen auf mehrere Arten möglich; 
so entstehen verschiedene Auswahlmengen von M.' Hiermit ist auch 
die Bezeichnung ‚Axiom der Auswahl“ erklärt; sie ist freilich nicht sehr 
glücklich und gibt, ebenso wie die angegebene Verdeutlichung des 
Axioms, mancherlei Mißverständnissen Raum, die bei der ursprüng- 
lichen Fassung ZERMELos und bei den (mit ihr sachlich übereinstim- 
menden) Formulierungen im vorigen und im folgenden Absatz nicht 
möglich sind (vgl. S.289ff.). Die Aussage des Axioms hat nämlich nichts 
zu tun mit der Möglichkeit eines bestimmten Verfahrens, um die Auswahl 
geeigneter Elemente my, N%g, Po, - - . wirklich vorzunehmen, oder auch 
nur mit der Existenz einer für diese Elemente charakteristischen Eigen- 
schaft; diese mißverständliche Auffassung, die durch die etwas un- 
passende, aber nun einmal historisch gewordene Bezeichnung des 
Axioms! nahegelegt wird, hat öfters auch noch in neuerer philosophischer 
und mathematischer Literatur zu Irrtümern geführt. 

Eine noch etwas andere, vor Mißverständnissen besonders gut ge- 
sicherte Fassung gewinnt das Axiom VI, wenn man an den Begriff des 
Produkts oder der Verbindungsmenge von Mengen (S. 89) anknüpft. 
Wir definierten ein solches Produkt BM =m'n:p-... als die 

1 Französisch wird das Axiom ‚„axiome du choix‘“ oder auch ‚axiome de 


ZERMELO“ genannt, englisch meist ‚„multiplicative axiom‘‘ (vgl. den folgenden 
Absatz). 
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Menge aller möglichen „Komplexe“, die aus jedem der (hier über- 
dies als paarweise fremd vorausgesetzten) Faktoren m, n, ®, ... je 
ein einziges Element enthalten. Daher ergab sich BM = 0, wenn unter 
den Faktoren die Nullmenge vorkommt. Es fragt sich nun aber, ob 
®M auch gleich der Nullmenge sein kann, ohne daß diese unter den Ele- y 
menten von M auftritt. Von unserem früheren Standpunkt aus konnten 
wir diese Frage verneinen (S. 90). Man braucht ja nur aus jeder der 
sämtlich von 0 verschiedenen Mengen m, n, ß, ... je ein beliebiges 
Element my, No, Do, . . - herauszugreifen und all diese Elemente zu einer. 
Menge zusammenzufassen, die dann einen Komplex darstellt; die Menge 
aller Komplexe ist also von O0 verschieden. Vom jetzigen axiomatischen 
Standpunkte aus dürfen wir aber nicht so vorgehen. Die Elemente 
Mg; No, Po; -  - , die freilich alle im © M vorkommen, sind ja ganz be- 
liebig den zugehörigen Mengen entnommen, brauchen also keineswegs 
durch eine gemeinsame sinnvolle Eigenschaft charakterisiert zu sein, 
die ihnen allein unter allen Elementen von SM zukäme. Das Axiom 
der Aussonderung gibt uns dann kein Recht, den Komplex {my, no, do, ---} 
oder irgendeinen speziellen anderen (als Teilmenge von SM) zu bilden. 
Es kann freilich der Fall sein, daß eine gewisse, anderweitig definierte 
und axiomatisch gesicherte Menge gerade einen Komplex der gewünschten 
Art darstellt und somit dem Produkt BM einen von O verschiedenen 
Umfang garantiert; eine Sicherheit, daß ein derartiger Fall eintritt, daß 
also Komplexe überhaupt vorhanden sind, ist aber nicht zu erkennen. 
Es wäre so der paradoxe und mit der CAntorschen Mengenlehre in 
scharfem Widerstreit stehende Fall denkbar, daß ein Produkt aus lauter 
von O0 verschiedenen Mengen sich selbst auf die Nullmenge reduzierte. 
So unangenehm wirken sich, auch nach Aufstellung von Axiom V, die 
immer noch bestehenden Schranken in der Bildung von Mengen aus! 
Um eben diesen Übelstand zu vermeiden, stellen wir mit Axiom VI ein- 
fach die Forderung auf, daß es Komplexe der angegebenen Art immer 
gebe, daß also ein Produkt ®M der geschilderten Art nur dann gleich 
der Nullmenge sei, wenn diese unter den Elementen von M vorkommt. 
Dies ist die schärfste und unmißverständlichste Fassung des Auswahl- 
axioms. 

Axiom VI fordert im Gegensatz zu den bisherigen Existenzaxiomen 
nicht eine bestimmte Menge, sondern nur irgendeine Menge einer ge- 
wissen Art. Vom Standpunkte CANTOoRs aus ist es klar, daß es ver- 
schiedene Komplexe der gewünschten Art geben muß, außer wenn etwa 
jede der Mengen m, n, ß, . .. nur je ein einziges Element enthalten sollte.. 

Die beiden noch übrigen Axiome, die im einzelnen grundsätzlich. 
weniger bedeutsam sind als die sechs vorstehenden, sollen erst später 
angeführt werden (S. 307 ff.). Zuvor wollen wir die nach mancher Rich- 
tung besonders interessanten Axiome der Aussortderung und der Aus- 
wahl näher erörtern. 
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6. Verschärfung des Aussonderungsaxioms. Während ZERMELOS 
Axiomatik sonst die allgemeinen logischen Begriffe tunlichst zu ver- 
meiden sucht (und so verfahren muß, entsprechend dem allgemeinen 
Charakter der axiomatischen Methode und im besonderen zur Vermeidung 
der in den Antinomien liegenden, nach der Logik hinweisenden Ge- 
fahren), tritt im A. d. Aussonderung ein Begriff auf, der mathematisch 
nicht scharf umgrenzt ist und eine neue Quelle der Beunruhigung werden 
könnte: der Begriff einer für die Elemente von m „sinnvollen“ Eigen- 
schaft. So einfach und unzweideutig dieser Eigenschaftsbegriff, der 
übrigens noch von der Menge m abhängt, zunächst auch scheint, so 
verlangt er doch, wie die „epistemologischen Antinomien“ (S. 214 ff.) ge- 
nügend lehren, nach einer schärferen Bestimmung, um derentwillen 
auch eine abstrakte Sonderbetrachtung nicht gescheut werden darf. Mit 
dieser Forderung größerer Schärfe ist nicht etwa an die intuitionistische 
Anschauung gedacht, die den Satz vom ausgeschlossenen Dritten all- 
gemein ablehnt; vielmehr kann auch für den gewöhnlichen, gegenteiligen 
Standpunkt der Begriff einer solchen Eigenschaft schlechthin bedenk- 
lich sein. Eine scharfe Umgrenzung jenes Eigenschaftsbegriffs muß als 
ein entscheidender Punkt der Axiomatik angesehen werden‘. (Es wird 
sich indes empfehlen, bei der erstmaligen Lektüre die folgenden klein- 
gedruckten, ziemlich schwierigen Absätze zu überschlagen.) 


ZERMELO hat den in Frage stehenden Begriff folgendermaßen gekennzeichnet 
([3], S. 263): Eine Frage oder Aussage (Eigenschaft) € heißt definit für die Ele- 
mente der Menge m, wenn für jedes einzelne Element x von m die Grundbezie- 
hungen der Axiomatik vermöge der Axiome und der allgemeingültigen logischen 
Gesetze ohne Willkür entscheiden, ob € für x gilt oder nicht. Er fügt hinzu: ‚So 
ist die Frage, ob aeb ist oder nicht, immer definit, ebenso die Frage, ob m Teil- 
menge von » ist oder nicht.“ Das Axiom der Aussonderung fordert hiernach, 
wenn & eine für alle Elemente der Menge m definite Aussage ist, die Existenz 
einer Teilmenge mg von m, welche die Elemente von m enthält, für die € 
zutrifft. 

Diese Umgrenzung, ebenso wie auch die nachstehend anzuführende, steht 
vor allem der intuitionistischen Auffassung entgegen. Das entspricht dem 
Ziel der ZERMELoschen Axiomatik, die ja CAnTORs Gebäude in seinen wesent- 
lichen Teilen erhalten und nur fester begründen will. Dagegen wird man die Art, 
wie die Entscheidung über die Gültigkeit einer Aussage den Grundrelationen 
„vermöge der Axiome und der allgemeingültigen logischen Gesetze‘‘ überant- 
wortet wird, noch nicht als hinreichend scharf und von den Unsicherheiten der 
Logik unabhängig ansehen können. CAnTors Kriterium des „internen Bestimmt- 
seins‘‘-(S. 14) ist hier merklich verschärft, bedarf aber doch einer weiteren, rein 
mathematischen Umgrenzung, um unseren Ansprüchen auf Strenge und Sicher- 
heit voll zu genügen. 

Die im folgenden zu schildernde Umgrenzung, die diese Anforderungen zu 
erfüllen bestrebt ist, stützt sich auf einen durch Definition (also nicht etwa als 
neuer Grundbegriff der Axiomatik) eingeführten „Funktionsbegriff“. Es wird 


1 Das Unbefriedigende der ZERMELOschen Umgrenzung jenes Eigenschafts- 
begriffs hat z. B. auch für WEyL einen Hauptanstoß zu seiner (im $14 besprochenen) 
Revolutionierung der Mathematik gegeben (vgl. Weyr [1] sowie [2], S. 36). 
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nämlich folgende Erklärung gegeben, in der x eine Unbestimmte (unbestimmte 
Menge) bedeutet, die übrigens bei jeder wirklichen Verwendung einer Funktion 
jeweils die Elemente einer gewissen Menge zu durchlaufen hat: 


Definition 4a. Als Funktion von x gilt jede feste (konstante) Menge, die 
Menge x selbst, die Vereinigungsmenge ©x, die Potenzmenge UÜx; ferner, wenn 
(x) und y (x) Funktionen von x sind, das Paar {p (2), y (x ()}! und die Funktion 
einer Funktion @ (Y (*)). 

Schon hier sei bemerkt, wie man entsprechende Funktionen von zwei (und 
auf induktivem Weg von beliebig vielen) Argumenten erhält: falls man eine 
der konstanten Mengen, die bei der Bildung der Funktion (x) herangezogen 
werden, unbestimmt bzw. veränderlich läßt und mit y bezeichnet — m.a.W. 
falls in @(%) eine Funktion von y eingeht —, so kann man p (x) als Funk- 
tion ® (x, y) zweier Argumente x und y ansehen. 

Auf Grund der alsbald noch zu ergänzenden Definition 4a formulieren wir 
das Axiom der Aussonderung folgendermaßen: 

Axiom V’. Gegeben sei eine Menge m und zwei Funktionen p(x) und y(z); dann 
existiert eine Teilmenge mg von m, die alle diejenigen Elemente x von m (und nur sie) 
als Elemente enthält, für die p(x)ey(x) ist, d.h. für die die Menge p(x) Element 
der Menge w(x) ist. Die Menge m&, die hierdurch nach Axiom I eindeutig be- 
stimmt ist, wird gemäß ihrer Definition auch als my. bezeichnet. Genau Ent- 
sprechendes soll gelten, wenn statt der Grundrelation € ihre Negation & eingesetzt 
wird; dann erhält man also die Teilmenge derjenigen Elemente x von m, für die 
p(x) nicht Element von y(xr) ist. 

Erst jetzt wird, um eine umständliche Wiederholung zu vermeiden, die Er- 
klärung des Funktionsbegriffs vervollständigt: 


Definition 4b. Die nach Axiom V’ existierende Menge My e,, heißt eine Funktion 
der unbestimmten Menge y, falls in die Bestimmungsstücke m, 9 (x), w(x) Funk- 
tionen von y eingehen (abgesehen von der Hilfsveränderlichen x), m.a.W. falls » 
und y Funktionen der Hilfsveränderlichen x und einer eigentlichen Veränder- 
lichen oder Unbestimmten y sind. 

Diese abstrakte Erörterung wird durch einige einfache Beispiele verständ- 
licher werden: ; 

Beispiel I. m und n seien gegebene Mengen. Dann existiert nach A. V’ die 
Menge der Elemente, die sowohl in m wie in n vorkommen. Das ist nämlich die 
Menge derjenigen Elemente x von m, für die zen — oder ausführlicher, wenn 
9(#) =x, v(x) = n gesetzt wird: derjenigen Elemente x von m, für die @(x) 
ey(x) ist. Man nennt diese Menge, die nach Axiom V’ mit m,.„ zu bezeichnen 
ist, bekanntlich den Durchschnitt D{m, n} der Mengen m und n (vgl. S.71£.). 

Beispiel 2. m sei eine beliebige Menge und x» durchlaufe die Elemente 
von m. Setzen wir (x) =x, y(x) = m und wählen wir jetzt die Relation & 
statt &, so erhalten wir nach Axiom V’ die Teilmenge mysm, d. h. die Menge 
derjenigen Elemente x von m, die nicht Elemente von m sind. Da kein solches 
Element x von m existieren kann, so enthält die Menge m; +m überhaupt kein Ele- 
ment. Hierdurch ist die Menge nach dem A. d. Bestimmtheit völlig festgelegt; 
sie wird wie gewöhnlich die Nullmenge genannt und mit O0 bezeichnet. Nach 
Definition 1 ist (wie früher S. 21) die Nullmenge Teilmenge jeder Menge; ferner 
ist offenbar die Potenzmenge U0 = {0}, d.h. sie enthält 0 als einziges Element. — 
Man erhält übrigens die Nullmenge auch auf dem Weg des vorigen Beispiels, 
falls die dortigen Mengen m und n elementefremd sind. 


! Genau genommen kann man noch die Verschiedenheit von p(x) und y (x) 
voraussetzen, was sich aber nachträglich als bedeutungslos erweisen würde (vgl. 
Beispiel3 und S. 312). 
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Beispiel 3. a sei eine von 0 verschiedene Menge. Nach dem A. d. Paarung 
existiert das Paar m={a, 0}; setzen wir p(a)=x y(x2)={0} (d.h. 
— W0) und wählen wir wieder die Relation &, so existiert nach A. V’ die Menge 
der Elemente x von m, die nicht in {0} enthalten sind. Diese Menge enthält nur 
das Element a und ist daher mit {a} zu bezeichnen. — Sollte a nicht von 0 ver- 
schieden sein, so ist die Existenz von {a}—={0} schon durch Axiom IV gesichert. 

Beispiel 4. Es werde auch noch die Bildung und Benutzung von Funktionen 
der in Definition 4b geschilderten Art durch ein möglichst einfaches Beispiel 
illustriert, das freilich schärfere Aufmerksamkeit erfordert. Gegeben sei eine 
Menge M = {m, n, P, ...}; es soll gezeigt werden, daß der Durchschnitt DM 
existiert, d. h. die Menge, welche die allen Elementen von M gemeinsamen Elemente 
umfaßt (vgl. S. 72). Als Werte von y seien die Elemente eines beliebigen Elements 
von M, etwa die von m, zugelassen. Wir bilden gemäß A. V’ die Teilmenge Y von 
M, die diejenigen Elemente x von M (d.h. diejenigen der Mengen m, n, d,....) 
umfaßt, in denen y vorkommt; es ist also Y= My,.z!. Y ist, sobald für y ein 
bestimmtes Element von m gewählt wird, eine feste Menge; solange y veränder- 
lich bleibt, hängt Y von y ab und ist nach Definition 4b eine — etwa mit x(y) 
zu bezeichnende — Funktion von y (nicht etwa von x, da x nur während der 
Bildung von Y als scheinbare Veränderliche — vgl. S. 258 — eingeht, um nach 
erfolgtem Bildungsprozeß herausgefallen zu sein). Wir betrachten weiter die 
Teilmenge mg von m, die diejenigen Elemente y von m enthält, für die Y=M, 
d.h.x(y) e{M}ist?, m.a.W. die Menge my _ y, wo y die die Menge m durchlaufende 
Veränderliche bezeichnet. Diese Menge läßt sich ausführlicher so charakterisieren: 
sie umfaßt die Elemente y von m, für die die Menge Y der das Element y ent- 
haltenden Elemente von M zusammenfällt mit der Gesamtmenge M; oder kürzer: 
sie umfaßt die Elemente y von m, die gleichzeitig in allen Elementen m, n, P,.... 
von M vorkommen. Das ist aber gerade der Durchschnitt ®M. 

Es könnte scheinen, als liege eine unzulässige zirkelhafte Verflechtung darin, 
daß in Axiom V’ der Funktionsbegriff, in der Definition des Funktionsbegriffs 
aber (nämlich im Teile b) das Axiom V’ verwendet wird. Das angewandte Ver- 
fahren ist indes einwandfrei. Die Festsetzung in Definition 4a, daß eine Funk- 
tion einer Funktion von *% wiederum als Funktion von * zu gelten hat, enthält 
nämlich ein induktives Moment: es wird hiermit zwecks Bildung einer Funktion 
eine beliebig (endlich) oft wiederholte Anwendung der in den Axionen II—V ge- 
kennzeichneten Elementarprozesse gestattet. Da also auch der Prozeß des AxiomsV” 
nur endlich oft ausgeführt werden kann, so vollzieht sich die Anwendung von 
Axiom V’ und Definition 4b von selbst abwechselnd der Reihe nach. Dies wird 
so recht augenscheinlich, wenn man für die Funktionen eine Stufenanzahl einführt, 
je nachdem wie oft Definition 4b hintereinander angewandt worden ist. Danach 
kommt Funktionen, die ohne Anwendung von Definition 4b gebildet sind, die Stufe 
Null zu. Die mittels Funktionen der Stufe Null gemäß Axiom V’ gebildeten 
Aussonderungsmengen stellen, sobald eine der in sie eingehenden Konstanten 
unbestimmt gelassen (gleich y gesetzt) wird, Funktionen von der Stufe 1 dar; 
so ist z. B. die im Beispiel 4 benutzte Funktion Y=y(y) von der Stufe 1. 


1 Bei systematischer Verwendung dieser Schreibweise muß man diejenige 
(scheinbare) Veränderliche, die bei der Aussonderung die sämtlichen Elemente 
der Ausgangsmenge (hier M) zu durchlaufen hat, durch besondere Schreibweise 
(z. B. Fettdruck) auszeichnen gegenüber der anderen, eigentlichen Veränderlichen 
(Unbestimmten), von der nach erfolgter Anwendung des Axioms V’ die ent- 
standene Teilmenge abhängig bleibt (vgl. den Unterschied zwischen der Integrations- 
variabeln und einem unter dem Integralzeichen vorkommenden Parameter). 

2 In dieser Weise läßt sich allgemein die Relation 9 (x) = % (x) auf die Re- 
lation @ (x) e{y (x)} zurückführen und dem Schema des Axioms V’ einordnen. 
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Bei Verwendung mindestens einer solchen Funktion (sowie evtl. von Funktionen 
der Stufe Nuli) entsteht gemäß Axiom V’ nach Einführung einer Unbestimmten 
eine Funktion der Stufe 2; usw. Es gibt also nur Funktionen endlicher Stufe. 
Eine zirkelhafte Verflechtung i$t hierin demnach nicht gelegen, vielmehr voll- 
zieht sich in diesem Sinne die Funktionsbildung auf formell konstruktivem Wege. 

In einer anderen Beziehung allerdings steckt in der Definition 4 und somit 
auch im Axiom V’ in der Tat ganz wesentlich ein gewissermaßen zirkelhaftes, 
nämlich ein nicht-prädikatives Moment (vgl. S. 248), das sich auch wohl auf keine 
Weise ausschalten läßt und das einem durchweg konstruktiven Vollzug der Teil- 
mengenbildung den Weg versperrt. (Auch die Verwandlung der Definition 4 in 
Axiome— mit den Funktionen als neuen Grundrelationen — würde höchstens formal 
etwas ändern.) Hierin liegt übrigens keineswegs etwas Neues; vielmehr wird 
hier, wie auch sonst häufig, auf dem durch Axiom V’ beschrittenen Wege der 
begrifflichen Präzisierung erst offenbar, was in verhüllter Form schon im Begriff 
der „sinnvollen Eigenschaft“ in Axiom V vorlag. Es ist nämlich durchaus nicht 
ausgeschlossen, daß z. B. bei der Bildung der Teilmenge m,..„ von m unter 
den konstanten Mengen, mit Hilfe deren die Funktionen (x) und y(x) gebildet 
sind, auch die Potenzmenge Um oder eine ähnliche Menge vorkommt. Man hat 
dann den Fall, daß eine spezielle Teilmenge der Menge m erklärt wird mittels 
einer Definition, in die z. B. die Menge Um aller Teilmengen von m eingeht, 
und zwar unter Umständen notwendig eingeht. Es liegt also ein Schulbeispiel 
einer nicht-prädikativen Definition vor (vgl. auch Beispiel 3 auf S. 249). Die 
Konstruktion einer solchen Teilmenge von m ist offenbar unmöglich, voraus- 
gesetzt, daß keine andersartige Definition dafür angegeben werden kann; denn um 
die gewünschte Teilmenge zu bilden, bedarf man der Kenntnis der Menge Um, 
die aber ihrerseits die gewünschte Menge m zu ihren Elementen zählt. — 
Einfacher und grundsätzlich ganz entsprechend ist der häufig vorkommende 
Fall, daß bei Anwendung des A.d. Aussonderung die einzelnen Elemente x von m 
mit allen übrigen Elementen von m — d.h. mit m selbst — in Beziehung 
gesetzt werden müssen, wie das z. B. schon bei der Bestimmung von Extrem- 
werten der Fall ist (vgl. Beispiel 1, S. 249). 

Schließlich sei hervorgehoben, daß es Fünktionen nicht bloß von: &iner, 
sondern von beliebig (endlich) vielen Argumenten sind, die gemäß Definition 4 
für den Aussonderungsprozeß in Betracht kommen; bei der Anwendung von 
Definition 4b liegen zunächst schon zwei Argumente vor, denen sich bei Fort- 
setzung des Verfahrens ersichtlich weitere zugesellen. Im eigentlichen Sinn ‚‚ver- 
änderlich“, nämlich die Elemente einer gewissen Menge durchlaufend, ist aber 
hierbei stets nur ein Argument, während die anderen bei dem betreffenden 
Schritt des Verfahrens die Rolle von ‚„Unbestimmten‘ spielen. 

Für eine ausführliche, an Hand von Beispielen geschilderte Entwicklung 
der Gedankengänge dieser Nr. und für die Anwendungsfähigkeit des Axioms V’ 
sei auf die Darstellung in FRAENKEL [10] (7. und 8. Vorlesung) verwiesen, wo 
auch die damit verknüpften grundsätzlichen Fragen eingehende Erörterung finden. 


7. Das Auswahlaxiom als reines Existenzaxiom. Wir gehen nunmehr 
zur Besprechung des Axioms der Auswahl (S. 283), auch kurz Auswahl- 
Prinzip genannt, in sachlicher und historischer Hinsicht über. Vor allem 
sei bemerkt, daß wir für den Fall einer endlichen Menge M des Axioms gar 
nicht bedürfen, um die Existenz einer Auswahlmenge von M zu sichern. 
Enthält M z. B. nur zwei Elemente m und n, die nach der Voraussetzung 
des Axioms je mindestens &in Element, aber kein gemeinsames Element 
enthalten, und ist m, irgendein Element von m, n, irgendein Element 
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von n, so existiert (wegen m, # n,) nach dem A.d. Paarung das Paar 
{mo, n.}, das schon eine Auswahlmenge von M darstellt. Entsprechend 
kann man im Fall irgendeiner gegebenen endlichen Menge M schließen, 
wie man durch sukzessive Verwendung der Axiome der Paarung und der 
Vereinigung erkennt (vgl. S. 280). Die Bedeutung des Axioms liegt also 
in der Forderung, die es für den Fall einer unendlichen Menge M aufstellt. 

Zu einer Spezialisierung, d. h. zu einem schwächeren Axiom gelangt 
man offenbar, wenn man die Aussage des Axioms nur für gewisse un- 
endliche Mengen. M fordert, z. B. nur für abzählbare Mengen, oder aber 
“nur unter gewissen Beschränkungen für die Elemente von M, z.B. nur für 
den Fall, daß diese Elemente sämtlich endlich oder sämtlich höchstens 
abzählbar sind. Durch Kombination beider Einschränkungsarten er- 
hält man den einfachsten überhaupt denkbaren Spezialfall des Axioms, 
bei dem nämlich M eine abzählbare Menge von lauter endlichen Mengen 
(eventuell von lauter Paaren) bedeutet. Ob .schon aus einem der- 
artigen Spezialfall die allgemeine Aussage sich folgern läßt, ist eine 
noch nicht geklärte Frage, die aber vermutlich doch zu verneinen ist. 


Was die Voraussetzungen des Axioms in seiner obigen Form betrifft, so ist die 
erste — daßin jedem Element von M wirklich Elemente vorkommen sollen — von 
Natur aus notwendig. Denn ist die Nullmenge (Beispiel 2 auf S.286) ein Element 
von M, so kann es unmöglich eine Auswahlmenge S von M geben, da S mit der 
Nullmenge, die doch überhaupt kein Element enthält, kein Element gemein 
haben kann. Dagegen ist die zweite Voraussetzung des Auswahlaxioms, wonach 
die Elemente von M paarweise elementefremd sein sollen, keineswegs erforder- 
lich. Läßt man diese Voraussetzung weg, so fordert das Axiom wesentlich mehr, 
nämlich die Existenz einer Auswahlmenge auch in den Fällen, wo M der zweiten 
Voraussetzung nicht genügt. In einer so weiten Fassung würde das Axiom weniger 
anschaulich sein. Denn so wie wir es ausgesprochen haben, verlangt es offenbar: 
wenn eine Menge (in unserem Fall © M) in paarweise elementefremde Teilmengen 
m,n,p,... „zerlegt“ ist, soodaB6M =m+n+P-+...,so gibt es eine Menge, 
die durch Zusammenfassung je eines beliebigen Elements aus jedem Summanden 
entsteht. Das ist eine anschaulich näherliegende und engere Behauptung, als wenn 
man dasselbe auch noch fordern wollte für den Fall, wo manche Summanden 
miteinander Elemente gemeinsam haben. Dagegen: kann die letztere, allgemeinere 
Tatsache aus der engeren Aussage des Axioms (unter Benutzung der übrigen 
Axiome) nachträglich gefolgert werden (siehe S. 315). 


Von besonderer Wichtigkeit ist es, sich den Charakter des Auswahl- 
axioms als eines reinen Fxistenzaxioms klarzumachen; in dieser 
Richtung sind nämlich vielerlei Mißverständnisse vorgekommen!. Das 


1 Vgl.z.B.J. Könıc [5], S.170f; Dinger [5], S. 88ff. Auch PoIncAr&s An- 
sicht, wonach man selbst im Fall einer endlichen Menge M unter Umständen des 
Auswahlaxioms als eines besonderen Prinzips bedarf, erklärt sich aus einer nicht 
rein existentialen Auffassung des Axioms. Ebenso ist die hypothetische Rolle, 
die in den Principia Mathematica dem Auswahlaxiom zugewiesen wird, vielleicht 
doch von einer konstruktiven Vorstellung durchsetzt; im rein existentialen Sinn, 
dem nicht jede zulässige Menge als „angebbar“ zu gelten braucht, könnte von 
Russers Standpunkt aus auch wohl dem Auswahlaxiom ein „tautologischer‘“ 
Charakter zugebilligt werden. Vgl. Ramsey [1], S. 355. 

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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Axiom behauptet keineswegs, es sei stets möglich, mit den (derzeitigen 
oder auch künftigen) Mitteln der Wissenschaft eine Auswahlmenge von 
M herzustellen, d.h. etwa eine Vorschrift anzugeben, vermittels deren . 
aus jedem der Elemente von M ein bestimmtes Element ausgewählt 
wird, und dann die ausgewählten Elemente zu einer Menge zu vereinigen. _ 
Das Axiom behauptet, wie schon erwähnt, nichts über die Konstruktion ° 
einer Auswahlmenge, sondern lediglich die Existenz einer solchen; es 
besagt somit nur, daß die auf S. 283 definierte, jedenfalls vorhandene 
Teilmenge Ug der Menge U = USM mindestens Ein Element enthält, 
also nicht gerade auf die Nullmenge zusammenschrumpft; oder ausführ- - 
licher: daß unter den verschiedenen Teilmengen von SM sich auch solche 
befinden, die mit jedem Element von M je ein einziges Element gemein 
haben, gleichviel, ob man derartige Teilmengen durch irgendwelche Metho- 
den auffinden kann oder nicht. Zieht man es vor, von Funktionen zu 
sprechen, so lautet die Behauptung: es gibt mindestens eine Funktion 
f(x), -die für die Elemente von M definiert ist und die, sobald & 
eines‘ dieser Elemente darstellt, als Funktionswert ein Element von 
% liefert — ohne Rücksicht darauf, ob eine derartige Funktion 
wirklich bestimmbar ist. Der grundlegende Unterschied zwischen 
diesen beiden Auffassungen, dessen ungenügende Beachtung manche 
neuere Diskussionen unfruchtbar gestaltet hat, wird am deutlich- 
sten an Hand einiger Beispiele hervortreten, die der Einfachheit 
halber nicht auf das Feld unseres Axiomensystems beschränkt 
werden. 

Beispiell. M = {m} enthalte &in von 0 verschiedenes Element m. 
In diesem Fall bedarf esnach S. 288 des Auswahlaxioms überhaupt nicht. 
Man mag es vielleicht in diesem Fall für selbstverständlich halten, 
daß eine Menge, die ein einziges Element von m und kein weiteres 
Element enthält, nicht nur existiert, sondern auch in jedem Fall an- 
gebbar ist. Nehmen wir, um uns den Sachverhalt anschaulicher zu 
machen, für m die Menge aller transzendenten Zahlen (die nicht nur in 
der Cantorschen Mengenlehre, sondern auch in unserer Axiomatik 
existiert)! Wir kennen heute gewisse transzendente Zahlen und können 
also eine Menge bilden, die eine einzige transzendente Zahl enthält. 
Lebten wir aber um ein Jahrhundert früher und wäre uns demgemäß 
weder eine transzendente Zahl noch überhaupt die Tatsache der Existenz 
transzendenter Zahlen bekannt, so könnten wir immerhin (und zwar 
ohne Auswahlaxiom) so schließen: m ist entweder — 0 oder von 0 ver- 
schieden, enthält dann also mindestens ein Element; ist m, ein beliebi- 
ges (wenn auch unbekanntes) Element von m, so existiert die Menge {m,}; 
sie ist offenbar eine Auswahlmenge von M = {m}!. Die Existenz 


! Ob man freilich ohne Heranziehung des Auswahlprinzips eine nachweislich 
von 0 verschiedene Menge angeben kann, in der man kein einzelnes Element her- 
vorzuheben, d.h. von den übrigen Elementen zu unterscheiden vermöchte, er- 


\ 
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einer Auswahlmenge ist in diesem Fall (wie überhaupt für eine endliche 
Menge M) ohne das Auswahlaxiom beweisbar; die Leugnung ihrer Exi- 
stenz würde besagen: es gibt keine Teilmenge von m, die mit m ein ein- 
ziges Element gemein hat — und das wäre, da m jedenfalls Elemente 
enthalten sollte, offenbar im Widerspruch mit dem Resultat des Bei- 
spiels 3 auf S.287. (Man vergleiche auch die multiplikative Fassung 
der Auswahlaussage [S. 284] in Verbindung mit Hilfssatz 2 von S. 313, 
der die Bildung des zu {m} gehörigen Produkts —d.h. der Menge aller 
Mengen, die je ein Element von m enthalten — bequem gestattet.) 
Trotzdem läge offenbar auch in diesem einfachsten Fall ein typisch 
nichtkonstruktives, über die Kreise der Intuitionisten hinaus anstößiges 
Verfahren darin, wenn man etwa das Nichtverschwinden von m dazu 
ausnutzen wollte, um mit einer speziellen Auswahlmenge {m,} zu ope- 
rieren. Das ist indes nur scheinbar dann der Fall, wenn man den in allen 
Teilen der Mathematik sehr gebräuchlichen, freilich meist anders ein- 
gekleideten Gedankengang durchführt: ‚,..... also ist m von 0 verschieden. 
Es sei nun m, irgendein Element von m; dann... .‘‘. In derartigen Fällen 
werden nämlich nur solche Eigenschaften von m, herangezogen, die my 
mit allen anderen Elementen von m teilt, d.h. es wird in Wirklichkeit 
nur das Nichtverschwinden von m, nicht aber eine ‚Auswahl‘ eines 
Elements von m benutzt; im Laufe der Betrachtung fällt dann auch das 
benutzte Element m, wieder heraus. Nur wo der Gedankengang in der 
Behauptung endet, daß also ein m, oder ein durch m, bestimmtes Objekt 
vorhanden ist, liegt eine wirkliche Existentialaussage vor, die auf Grund 
des hier behandelten (endlichen, beweisbaren) Sonderfalls der Auswahl 
genau denselben Charakter trägt, wie es bei Anwendung des all- 
gemeinen Auswahlaxioms auf unendliche Mengen der Fall ist. 
Beispiel 2. Die Menge M in Axiom VI sei eine abzählbare Menge von 
Mengen natürlicher Zahlen, d.h. jedes ihrer abzählbar unendlichvielen 
Elemente m,, m,, Ms, .... enthalte (endlichviele oder unendlichviele) 
natürliche Zahlen, und zwar der Voraussetzung gemäß derart, daß 
niemals die gleiche Zahl in mehreren der Mengen m,, m,, ..... vorkommt. 
(Es mag z. B. m, alle Primzahlen umfassen, m, alle als Produkt zweier, 
m; alle als Produkt dreier Primzahlen darstellbaren Zahlen usw.) Dann 
kann man wiederum ohne das Auswahlaxiom eine Auswahlmenge von M 
nicht nur als existierend nachweisen, sondern sogar ausdrücklich an- 
geben. In jeder der Mengen m,, mg, ... läßt sich nämlich einheitlich 
je ein Element eindeutig auszeichnen; z. B. gibt es ja in jeder Menge 
von natürlichen Zahlen eine kleinste natürliche Zahl, die als das aus- 
gezeichnete Element definiert werden kann. Hat man so abzählbar 
unendlichviele Zahlen ausgezeichnet, so ist unter Verwendung des A.d. 
scheint zum mindesten recht zweifelhaft. Mit der Menge aller (mittels eines ge- 


gebenen Bezugssystems) nicht „endlich darstellbaren“ reellen Zahlen (HEssEn- 
BERG [3]; vgl. auch S. 214f.) wird ‚man sich schwerlich befreunden. 
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Aussonderung leicht zu sehen, daß unter den Teilmengen von SM 
eine Menge S vorkommt, die all die ausgezeichneten natürlichen Zahlen 
und nur sie zu Elementen besitzt; die Eigenschaft € kann darin 
bestehen, die kleinste Zahl in einem Element von M zu sein!. S ist 
dann eine der gesuchten Auswahlmengen von M. 


Beispiel 3. Ganz anders gestaltet sich die Sachlage, wenn wir 
unter M eine (unendliche) Menge von Mengen reeller Zahlen verstehen, 
wenn also in den Elementen von M beliebige reelle Zahlen auftreten 
können. Dann wird die Angabe einer Regel, die jedem Element von 
M eine darin vorkommende reelle Zahl zuordnet, im allgemeinen mit‘ 
den derzeitigen Mitteln der Wissenschaft unmöglich sein; ‚im allgemei- 
nen“, das heißt nämlich, wenn nicht zufällig die Menge M und ihre 
Elemente so gebaut sind, daß ausnahmsweise ein geeignetes Gesetz an- 
gebbar ist. Dies steht in scharfem Gegensatz zum vorigen Beispiel, 
wo eine solche Regel für die Elemente von M leicht aufzustellen war, 
die Regel nämlich: jedem Element von M — d.i.stets eine Menge 
von natürlichen Zahlen — wird die kleinste der darin vorkommen- 
den natürlichen Zahlen zugeordnet. Der Leser wird sich die ungeheure, 
bisher nicht überwundene Schwierigkeit der Angabe einer solchen 
Regel in unserem Fall einigermaßen anschaulich machen können, wenn 
von der (nicht wesentlichen, vgl. S.289) Bedingung der Elemente- 
fremdheit der Elemente von M abgesehen wird, wenn also die Ele- 
mente von M beliebige Mengen reeller Zahlen sein dürfen. Dann kann 
und soll für M die Menge aller Mengen von reellen Zahlen genommen 
werden, d. h. die Potenzmenge UN, wo N die Menge aller reellen Zahlen 
(oder aller Punkte einer gegebenen Geraden) bedeutet, und zwar unter 
Ausschluß der (in UN zunächst vorkommenden) Nullmenge. Um dann 
wie im vorigen Beispiel ein Gesetz für die Auswahl je eines Elementes 
aus den Elementen von M angeben zu können, hätte man eine Regel 
aufzustellen, durch die »n jeder Menge von reellen Zahlen eine dieser Zahlen 
eindeutig hervorgehoben wird. Das scheint vielleicht auf den ersten Blick 
gar nicht so schwierig, um so mehr aber bei näherem Zusehen. In 
jeder solchen Menge etwa wieder die kleinste Zahl hervorzuheben, 
geht nicht an; denn in einer Menge reeller Zahlen braucht eine kleinste 
Zahl gar nicht vorzukommen, wie etwa die Menge aller reellen Zahlen 
zeigt oder auch die Menge aller positiven reellen Zahlen, in der doch 
gleichzeitig mit jeder in ihr enthaltenen Zahl z. B. auch die halb so 


! Ähnlich ist übrigens die Sachlage bei jeder „abzählbaren“ Menge M, so- 
fern man diesen Ausdruck nicht im üblichen, sondern im streng intuitionistischen 
Sinne versteht. Für diesen ist nämlich eine tatsächliche Abzählung der Elemente 
m, n, P,.... von M nicht wohl anders möglich, als daß aus jeder dieser Mengen 
je ein bestimmtes Element systematisch angegeben wird, und dann erscheint 
die Aussage des Auswahlprinzips wiederum beweisbar. Vgl. Lusın [2], S. 81. Ent- 
sprechendes gilt für jede „effektiv wohlgeordnete‘“ Menge. 
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große Zahl auftritt. Es nützt auch nichts, wenn man etwa mit einer 
gewissen reellen Zahl a beginnt und festsetzt: in jeder Menge, in der 
a vorkommt, soll a das ausgezeichnete Element sein. Von diesem Ge- 
danken aus fortschreitend, könnte man etwa zu folgender Idee kommen: 
Man legt die auf S. 36ff. angegebene Abzählung der algebraischen Zahlen 
zugrunde. In jeder Menge m reeller Zahlen, in der überhaupt algebra- 
ische Zahlen vorkommen, zeichnet man dann diejenige unter allen 
in m auftretenden algebraischen Zahlen aus, die in der erwähnten 
Abzählung am frühesten vorkommt; damit ist in jeder solchen Menge m 
ein bestimmtes Element eindeutig ausgewählt. Aber für die Mengen, 
die ausschließlich transzendente Zahlen enthalten, ist mit einer solchen 
Festsetzung gar nichts genützt; für sie kommt manin der Tat auf einem 
_ derartigen Weg nicht weiter. 

Über diese etwas vagen Betrachtungen hinaus kann man in aller 
Schärfe zeigen, daß sich für unsere Menge M = UN und ähnliche Mengen 
„gesetzmäßige“ Regeln (nämlich durch —in einem näher bestimmbaren 
Sinn — „analytisch darstellbare‘‘ Funktionen) für die Auswahl ausgezeich- 
neter Elemente überhaupt nicht angeben lassen; für die nähere’ Kenn- 
zeichnung und den Beweis dieser von LEBESGUE bemerkten Tatsache 
werde der mit der Theorie der Punktmengen vertraute Leser auf 
LEBESGUE [3] oder auch auf die Darstellung bei SCHOENFLIES [8], 
S. 177ff., verwiesen. i 

Im allgemeinen Fall ist es also auf dem Wege des vorigen Beispiels 
sicher nicht möglich, die Existenz einer Teilmenge von SM, die den 
Charakter einer Auswahlmenge von M besäße, auf Grund des A.d. Aus- 
sonderung nachzuweisen. Ein anderer Weg zu diesem Ziele ist bis jetzt 
jedenfalls nicht gefunden und allgemeinhin in einem ganz bestimmten 
Sinne sogar ausgeschlossen (vgl. S. 345f.). Nur das Axiom der Auswahl 
gestattet uns also, zwar nicht eine solche Auswahlmenge zu konstruieren, 
wohl aber die Existenz einer solchen zu behaupten. Dieser Charakter des 
Auswahlaxioms als eines reinen Existenzaxioms wird besonders anschau- 
lich in negativer Fassung, wenn man es etwa so ausspricht: Die An- 
nahme, daß unter den Teilmengen von SM gerade solche Teilmengen 
fehlen, die mit jedem Element von M ein einziges Element gemeinsam 
haben, wird ausgeschlossen — auch dann, wenn dieser Ausschluß 
nicht schon so möglich ist, daß derartige Teilmengen von ©M direkt 
nach dem A.d. Aussonderung gebildet werden. Überhaupt wird man 
dem existentialen Charakter des Auswahlaxioms wohl am besten ge- 
recht durch die folgende Formulierung, die selbst vom intuitionistischen 
Standpunkt aus annehmbar sein mag und andererseits den modernen 
Anschauungen HILBERTs entspricht: der Beweis eines mathematischen 
Satzes unter Mitbenutzung des Auswahlaxioms ist eine Bekräftigung 
der Aussichtslosigkeit jedes Versuchs, das Gegenteil des betreffenden Satzes 
nachzuweisen. 
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Schließlich sei hier noch auf eine von dem Gegensatz ‚‚Konstruktion— 
Existentialaussage‘‘ abweichende, aber ihm verwandte Unterscheidung 
aufmerksam gemacht, für die wiederum das Auswahlaxiom eine hervor- 
ragende Rolle spielt. Um einer Definition — innerhalb oder außerhalb 
der Mathematik — richtigen Wert zu geben, hat man vor allem die . 
Existenz von Gegenständen oder Begriffen nachzuweisen, die unter die 
Definition fallen. Dies geschieht in der Regel durch Angabe eines effek- 
tiven Beispiels!, das die Merkmale der Definition besitzt. Ein solches Bei- 
spiel muß nicht unter allen Umständen konstruktiv gegeben werden; der 
Nachweis mag sich etwa eines nicht-prädikativen Verfahrens bedienen 
(vgl S. 248f.), oder aber es wird durch einen reinen Existenzbeweis 
zunächst nur überhaupt das Vorhandensein irgendwelcher Objekte mit 
den gewünschten Merkmalen gezeigt, während man unabhängig da- 
von findet, daß höchstens &in Objekt dieser Art denkbar ist. Auch in 
diesem Fall ist wie vorher ein einziger bestimmter Vertreter der de- 
finitionsgemäßen Kategorie, ein ‚Beispiel‘, festgelegt. 

Es kommt indes auch vor, daß es zwar unmöglich wird, ein bestimm- 
tes Beispiel mit den gewünschten Eigenschaften anzugeben, daß man 
aber überhaupt irgendwelche unter die Definition fallende Objekte 
als vorhanden nachweisen kann. Z. B.läßt sich aus den beiden Tat- 
sachen, daß die Mächtigkeit des Kontinuums größer ist als x, und daß 
das Kontinuum (nach dem Wohlordnungssatz) wohlordnungsfähig ist, 
unmittelbar folgern, daß das Kontinuum Teilmengen besitzen muß, 
deren Kardinalzahl dem zweitkleinsten Alef n, gleich ist”. Man kann 
indes auf konstruktivem Weg, also namentlich ohne Benutzung 
des Auswahlaxioms, kein effektives Beispiel einer derartigen Teilmenge 
des Kontinuums angeben. Ferner folgt z. B. aus der Beziehung 
c" = c (S.112; vgl. Aufgabe 8 auf S. 120), daß die Menge aller 
abzählbaren Teilmengen des Kontinuums dem Kontinuum selbst 
äquivalent ist, daß also Abbildungen zwischen beiden Mengen 
existieren; ein effektives Beispiel einer derartigen Abbildung läßt sich 
indes nach SIERPINSKI [1] (S. 145£.) nicht herstellen. Solche Beweise 
für die Existenz von Begriffen vorgeschriebener Art, die nicht die An- 
gabe eines Beispiels gestatten, stützen sich in der Regel? entscheidend 
auf das Auswahlaxiom oder auf das analoge Schlußverfahren für den 


" Für die Bedeutung dieses — in gleicher Art auf Beweise anwendbaren — 
Begriffs vgl. F. BERNSTEIN [4], $ 4, namentlich aber Sıerrinskı [2] sowie 
KNnASTER-KURAToOwskI [1] und Lusm [1] und [2]. 

® Auf schärfer umrissenem Weg gehen HarDY [1] (vgl. [2] und Hosson [1]) 
und HausporrFF [LII] (S. 156) zur Ermittlung derartiger Teilmengen des Kon- 
tinuums vor; indes ergibt sich beim heutigen Stand der Wissenschaft auch hier- 
bei kein effektives Beispiel. 

® Vgl. Sıerrinsk1[2]. Es gibt freilich auch andere Fälle, wo die rein existentiale 
Schlußweise des tertium non datur verantwortlich ist, wiez. B.in HILBERTS sogenann- 
tem „theologischem‘‘ Nachweis eines endlichen Invariantensystems (siehe S. 227). 
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Fall einer endlichen Ausgangsmenge (vgl. S. 288 f.). In der Tat ist ja 
das Auswahlaxiom vorbildlich für diesen Fall: es behauptet, daß Teil- 
mengen der Vereinigungsmenge &©M mit der im Axiom ausgedrückten 
Eigenschaft existieren, ohne daß doch unter allen derartigen Teil- 
mengen eine einzige ausgezeichnet würde. Begreiflicherweise werden 
Intuitionisten selbst gemäßigter Art Existenzbeweisen von diesem Typ 
ihren Wert absprechen und nur die Konstruktion bestimmter Bei- 
spiele im erstgenannten Sinne gelten lassen (vgl. z. B. LEBESGUE [4]); 
aber auch der Vertreter der entgegengesetzten Anschauung wird die 
Sonderbedeutung einer solchen Konstruktion nicht leugnen. 

Eine Art Zwischenstellung zwischen den in den beiden letzten Absätzen 
erörterten Möglichkeiten nimmt der Fall ein, wo (ohne das Auswahl- 
axiom) die Herstellung eines wohlbestimmten Begriffs gelingt, aber sich 

_ erst mittels des Auswahlaxioms nachweisen läßt, daß dieser Begriff die 
Merkmale der fraglichen Definition besitzt und somit ein Beispiel dar- 
stellt. Dieser Fall zeigt, daß die Verwendung des Auswahlaxioms nicht 
etwa der Gewinnung eines effektiven Beispiels im Wege zu stehen braucht. 
So ist z.B. auf S. 249f. (Beispiel 4) ohne Benutzung des Auswahlaxioms. 
in der eindeutig bestimmten Menge A ein Beispiel einer wohlgeordneten 
Menge von größerer Kardinalzahl als c hergestellt worden; daß A wirk- 
lich von dieser Art ist, wurde allerdings wesentlich mittels des Auswahl- 
axioms bewiesen, nämlich auf Grund des Vergleichbarkeitssatzes. 
Ebenso ergab sich dort (als Abschnitt von A) eine wohlgeordnete Menge 
A, von der Mächtigkeit des Kontinuums, wobei freilich diesmal schon 
in die Definition das Auswahlaxiom eingeht (in Form der wesentlich 
benutzten obigen Eigenschaft von A); doch kann man es auch in diesem 
Fall so einrichten, daß das Auswahlaxiom nicht schon bei der Defi- 
nition der Menge, sondern erst beim Nachweis ihrer charakteristischen 
Eigenschaft in die Erscheinung tritt (siehe SIERPINSKI [2], S. 117£.). 


8. Bedeutung und Geschichte des Auswahlaxioms. Der Leser, der 
diesen etwas langen und der Natur der Sache nach einigermaßen blut- 
leeren Ausführungen über das Wesen des Auswahlaxioms gefolgt ist, 
wird nun je nach Veranlagung eine der folgenden die Bedeutung 
des Axioms betreffenden Fragen zu stellen geneigt sein: Ist denn die 
Behauptung des Auswahlaxioms nicht allzu selbstverständlich, um so 
eingehender Erörterung zu bedürfen, ist nicht die Annahme der Nicht- 
existenz einer Teilmenge vom Charakter einer Auswahlmenge absurd ? 
Oder aber: Ist das Auswahlaxiom wirklich wichtig genug, um so breiten 
Raum zu beanspruchen; enthält es nicht eine nur sehr spezielle Aussage, 
deren wir in unseren Betrachtungen über Mengenlehre (mindestens in den 
ersten 11 Paragraphen) gar nicht bedurften und deren Diskussion bloß 
eine Detailfrage der Axiomatik der Mengenlehre ist, die in eine wissen- 
schaftliche Monographie und nicht in ein Lehrbuch gehört? Die Ant- 
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worten auf diese Fragen sollen den Abschluß der Besprechung unseres 
Axioms bilden. 

Zunächst zur zweiten Frage, die anscheinend noch mehr Berech- 
tigung erhält durch die Tatsache, daß die wesentliche Behauptung des 
Auswahlaxioms zum erstenmal zu Beginn dieses Jahrhunderts aus- 
gesprochen wurde (vgl. S. 302), zu einer Zeit also, da die Mengenlehre 
als eine umfangreiche und anerkannte Disziplin längst existierte! Die 
Antwort lautet: Lange vor seiner Formulierung ist das Auswahlaxiom 
stillschweigend vorausgesetzt worden, als eine selbstverständliche Tat- 
sache, von deren Benutzung man sich gar keine Rechenschaft gab; 
an vielen Stellen auch schon der einfachsten und grundlegenden Ge- 
dankengänge der Mengenlehre und ihrer Anwendungen (z. B. der 
Theorie der reellen Funktionen) ist das Auswahlaxiom ein, wie es scheint, 
unentbehrliches Beweishilfsmittel; ja noch mehr: auch für die Lösung 
von Problemen auf den verschiedensten anderen Gebieten der Mathe- 
matik sind wir auf das Auswahlaxiom angewiesen und selbst die „reinste‘‘ 
mathematische Disziplin, die Arithmetik, macht hiervon keine Aus- 
nahme!. Das Axiom muß also, wenn es nicht mittels anderer Axiome 
beweisbar ist (vgl. S. 345f.) und wenn man nicht die Mengenlehre durch 
Amputation vieler wichtigster Teile radikal einengen will, zu den Prin- 
zipien der Mathematik gerechnet werden, die die Grundlage für die (aus 
ihnen deduktiv herzuleitenden) mathematischen Wissensgebiete bilden; 
es beruht nach HiILBERT ([8], S. 152) auf ‚einem allgemein logischen 
Prinzip, das schon für die ersten Anfangsgründe des mathematischen 
Schließens notwendig und unentbehrlich ist‘ (vgl. S. 372). 

Um die Sachlage selbständig übersehen zu können, wollen wir 
uns fragen, wo im Verlaufe unserer früheren Überlegungen wir das 
Auswahlaxiom stillschweigend oder ausdrücklich verwendet haben. 
Es mag genügen, auf vier charakteristische Stellen hierfür hinzu- 
weisen. 

Zunächst sei an das Rechnen mit Kardinalzahlen erinnert, z.B. 
an ihre Addition (S. 82ff.). Um die Summe gegebener Kardinalzahlen 
zu bilden, wähiten wir zu jeder der gegebenen Kardinalzahlen je eine 
Menge m von dieser Kardinalzahl (und zwar so, daß die Mengen paar- 


1 Für eine umfassende Übersicht über solche Stellen innerhalb und außerhalb 
der Mengenlehre sowie für eine Erörterung der Frage, ob das Auswahlaxiom an 
diesen Stellen unvermeidlich ist, vergleiche man besonders SIERPINsSKI[l]. Von 
den (dort nicht genannten) einschlägigen arithmetischen Problemen ist vor allem 
das der algebraisch abgeschlossenen Erweiterungen eines Körpers oder Ringes 
(Steinitz [1], S. 170 und 286f.; Krurr [1], S. 110ff.) zu nennen; man vergleiche 
ferner ARTIN-SCHREIER [1], BAER [1] und [2], KAmke [2], NoETHER [1] und [2], 
Osrtrowski [1], PRÜFER [1], Sousrın [1], TAmBs LycHe [1] und ZERMELO [6], 
Arbeiten, die meist in enger Beziehung stehen zur angeführten Methode von 
STEINITZ oder zu der von Hamer [1] (gleichfalls mittels des Wohlordnungssatzes) 
ermöglichten Basisbildung. Gegenüber Sreimıtz [1] vgl.auch v. Neumann [5]. 
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weise elementefremd waren) und bildeten die Vereinigungsmenge all 
dieser Mengen; die Kardinalzahl der Vereinigungsmenge wurde als die 
Summe der gegebenen Kardinalzahlen definiert. Diese Summe ist aber 
von der Wahl der einzelnen Mengen m (als Vertreterinnen der Kar- 
dinalzahlen) nur deshalb unabhängig, weil nach Satz 1 auf S. 82 bei 
verschiedenen Arten der Wahl jener Mengen stets die Vereinigungs- 
mengen äquivalent, also von gleicher Kardinalzahl sind; dieser Satz 
macht somit die Addition von Kardinalzahlen erst möglich. (Entsprechen- 
des’ gilt für die Multiplikation; siehe S. 91.) Beim Beweise jenes Satzes 
schließlich war entscheidend der Inbegriff von (im allgemeinen Fall 
unendlichvielen) einzelnen Abbildungen, nämlich je einer beliebigen 
Abbildung ®,, ®, usw. zwischen je zwei äquivalenten Mengen M, und 
N,, M,und N, usw. Wir haben also gleichzeitig jeweils aus der Menge! 
aller möglichen Abbildungen zwischen je zwei äquivalenten Mengen 
(M, und N,, M, und N, usw.) je eine einzige Abbildung „auszuwählen“ 
und den Inbegriff der gewählten Abbildungen zu bilden; dieser Inbegriff 
ist, genauer gesagt, eine Auswahlmenge der Menge, deren Elemente 
die Mengen aller Abbildungen zwischen den Paaren gegebener äqui- 
valenter Mengen sind. Existierte keine solche Auswahlmenge, so wäre 
schon die Addition von Kardinalzahlen im allgemeinen unmöglich; das 
Rechnen mit Kardinalzahlen und genau entsprechend das Rechnen mit Ord- 
nungstypen und Ordnungszahlen (S. 134ff.) stützt sich also auf das Aus- 
wahlaxiom als wesentliche Grundlage. 

Ein zweites Beispiel betrifft einen Satz über die Multiplikation von 
Mengen, der schon bei der letzten Art, das Auswahlaxiom zu formu- 
lieren (S. 284), gebührend hervorgehoben worden ist. Ist M eine Menge, 
deren Elemente m,n,, ... alle auch ihrerseits Elemente enthalten und 
paarweise elementefremd sind, so hat man zur Bildung des Produktes BM 
alle Komplexe (oder, was in diesem Fall infolge der Elementefremdheit 
dasselbe besagt, alle Mengen) aufzusuchen, die aus jeder der Mengen m, 
n, P,... je ein einziges Element enthalten, ohne aber sonstige Elemente 
zu umfassen. Die Menge all dieser Komplexe existiert nach der auf 
S.282f. angestellten Betrachtung und ist eine Teilmenge von U= UM. 
Damit ist aber noch nichts darüber entschieden, ob jenes Produkt 
überhaupt Elemente enthält oder sich etwa auf die Nullmenge 
reduziert, m. a. W. ob es überhaupt Komplexe der angegebenen Art gibt. 
Zur Bejahung der letzteren Frage verhalf uns auf S.90 der Schluß: 
da in jeder der Mengen m, n, d, ..... Elemente vorkommen, so muß min- 
destens &in Komplex existieren, der aus jeder dieser Mengen je ein 
einziges Element enthält. Das ist nun gerade das (uns damals als 
selbstverständlich erscheinende) Auswahlaxiom. Dessen Ablehnung 


1 Die Menge aller möglichen Abbildungen zwischen zwei gegebenen äquiva- 
lenten Mengen erweist sich auf Grund unseres Axiomensystems als existierend; 
vgl. S. 3i4£. 
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würde also besagen: Ein Produkt von Mengen, die sämtlich Elemente 
enthalten, kann dennoch die Nullmenge sein, und zwar müssen wir mit 
dieser Eventualität so lange rechnen, als es uns nicht gelingt, einen 
Komplex anzugeben, der aus jedem Faktor je ein einziges Element enthält. 

Als drittes Beispiel ziehen wir eine Bemerkung heran, die ganz im , 
Anfang unseres Aufbaus der Cantorschen Mengenlehre ($3) zu den 
Begriffen „endliche und unendliche Menge‘‘ gemacht worden ist. Wir 
lernten einerseits die endliche Menge im ‚naiven‘ Sinn als eine Menge 
von n Elementen kennen, wo n irgendeine natürliche Zahl (einschließ- 
lich 0) bezeichnet, und die unendliche Menge als ihr Gegenbild, d.h. 
als nicht-endlich in diesem Sinn; andererseits definierten wir mit DEDE- 
KIND die unendliche Menge als eine solche, die einer eigentlichen Teil- 
menge von sich äquivalent ist, und die endliche als nicht-unendlich 
gemäß dieser Definition. Im Anschluß an RusseLL kann man endliche 
Mengen im erstgenannten Sinn (in Rücksicht auf den innigen Zusammen- 
hang, der zwischen dem Begriff der natürlichen Zahl und der vollständigen 
Induktion besteht, siehe S. 181) kurz als induktive Mengen und ihre 
Kardinalzahlen als induktive Zahlen bezeichnen, während für eine Menge, 
die einer eigentlichen Teilmenge von sich äquivalent ist, bzw. für ihre 
Kardinalzahl der Ausdruck reflexive Menge bzw. Zahl gebraucht wird. 
Auf S. 25f. wurde bewiesen, daß beide Definitionen im Ergebnis überein- . 
stimmen, d.h. daß eine induktive Menge nicht-reflexiv ist und umgekehrt. 

Dieser Beweis aber stützt sich wiederum auf das Auswahlaxiom 
als wesentliches Hilfsmittel!. Zwar wird ohne dieses in der Elementar- 
mathematik gezeigt (vgl. S.22), daß eine induktive Menge niemals 
reflexiv sein kann; durch bloße logische Umkehrung folgt, daß eine 
reflexive Menge nicht induktiv ist, d.h. nicht endlich im naiven Sinn. 
Um aber die umgekehrte Tatsache zu zeigen, daß nämlich eine nicht-in- 
duktive Menge M stets reflexiv (und somit eine nicht-reflexiveMenge auch 
immer induktiv) ist, griffen wir auf S.26 aus M ein beliebiges Ele- 
ment m,, dann aus der Restnenge M — {m} ein beliebiges Element 


mM, usw. heraus, allgemein aus M — {m,, N m} ein beliebiges 
darin noch vorkommendes Element m;... ı; erst mittels der so gebildeten 
abzählbaren Teilmenge {m,, Ina, EG Y von M ließ sich der Beweis zu 


Ende führen. Wir hatten also aus unendlichvielen Teilmengen von M jeein 
Element auszuwählen und diese ausgezeichneten Elemente zueinerneuen 
Menge zu vereinigen; diese kann in einem — gegenüber der Formulierung 


! Für andere vom Auswahlprinzip abhängige Gleichwertigkeiten zwischen ver- 
schiedenen Definitionen der Endlichkeit bzw. Unendlichkeit vgl. TArsK1 [4], S. 94f., 
sowie nachstehend S. 320f. Zu dem ganzen Gegenstand siehe ferner WRINcH [1] so- 
wie CHWISTEK [3]. Überraschend ist auch folgendes (vgl. LINDENBAUM-TARsKI[1]): 
Daß für irgendwelche Mächtigkeiten m, nau m+m>m-+n stets m>n 
folgt, ist ohne Auswahlprinzip beweisbar; dagegen ist die Aussage, daß 
m+m<m+nstetsm<nnach sich zieht, dem Auswahlprinzip gleichwertig. 
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in Axiom VI etwas erweiterten — Sinn, auf den wir im nächsten Bei- 
spiel ausführlicher eingehen, als eine Auswahlmenge bezeichnet werden. 
Übrigens wird das nämliche Auswahlverfahren beim Beweise des Satzes 
verwandt, wonach jede unendliche Menge abzählbare Teilmengen be- 
sitzt (S.41), m. a. W. x, die kleinste unendliche Kardinalzahl ist. 

Wenn man vom Auswahlprinzip absehen will, muß man also neben 
den endlichen (induktiven) und den unendlichen (reflexiven) Mengen 
und Kardinalzahlen noch eine dritte Sorte von Mengen und Zahlen 
unterscheiden, die nicht-induktiven und gleichzeitig nicht-reflexiven 
Mengen und Kardinalzahlen. Umgekehrt würde ein Nachweis der — 
offenbar höchst plausiblen — Unmöglichkeit einer so seltsamen Zahlen- 
art, die ein Zwischenglied zwischen endlichen und unendlichen Zahlen 
darstellte, gleichzeitig das Auswahlprinzip (oder doch wenigstens einen 
wichtigen Spezialfall davon) als beweisbaren Satz erscheinen lassen; 
ein solcher Nachweis ist indes kaum zu erwarten (vgl. S. 345). Jeden- 
falls hängt also die übliche reinliche Scheidung zwischen endlichen und 
unendlichen Kardinalzahlen und damit die Eigenschaft von x,, die 
kleinste unendliche Kardinalzahl darzustellen, wesentlich von der 
Gültigkeit des Auswahlprinzips ab. 

Das letzte Beispiel behandle den Platz, wo das A.d. Auswahl am 
deutlichsten in Erscheinung trat und auch historisch zum erstenmal 
ausdrücklich formuliert wurde: den Beweis des Wohlordnungssatzes (vgl. 
ZERMELO [1] und [2]). Der Nerv des Beweises für die Wohlordnungs- 
fähigkeit einer beliebigen Menge M ist in beiden Beweisen (vgl. S.197 ff. 
und 206) die Zugrundelegung einer Auswahl ausgezeichneter Elemente 
in sämtlichen (von O0 verschiedenen) Teilmengen von M; d.h. die 
Zugrundelegung einer „Auswahlmenge‘“ von UM — {0}, wenn dieser 
Ausdruck ähnlich wie im Auswahlaxiom, nur ohne die beschränkende An- 
nahme der Elementefremdheit der Elemente verstanden wird, also im 
Sinne einer Zuordnung, die zu jeder von 0 verschiedenen Teilmenge 
von M ein bestimmtes Element daraus festlegt. Ohne diese Grund- 
lage erscheint ein Beweis des Wohlordnungssatzes gar nicht denkbar; 
auch der Satz von der Vergleichbarkeit beliebiger Mengen .oder 
Kardinalzahlen (S. 205) ruht demnach ganz und gar auf dem 
Fundament des Auswahlaxioms, wie dies auch direkt der Beweis 
von S. 206f. zeigt. Ja, noch mehr: Auswahlaxiom und Wohl- 
ordnungssatz sind gleichwertig in dem Sinn, daß nicht nur (mittels 
der übrigen Axiome) dieser aus jenem, sondern erst recht umgekehrt 
jenes aus diesem folgt!. In der Tat: soll z. B. eine Auswahl- 
menge für die Potenzmenge UM einer beliebigen Menge M an- 
gegeben werden und wird eine beliebige Wohlordnung von M zu- 

1 Gewisse Kardinalzahlrelationen, die gleichfalls mit dem Auswählaxiom 


gleichwertig sind, findet man bei TArskı [3]; vgl. ferner LINDENBÄUM-TARSKI [1], 
Ss. 3l2ff. 
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grunde gelegt und festgehalten, so kann man (wie in Beispiel 2 auf 
S. 291f.) eine einfache Regel angeben, durch die in jedem Element von 
UM, d.h.in jeder Teilmenge von M (außer 0), ein bestimmtes Ele- 
ment ausgezeichnet wird. Durch die zugrunde gelegte Wohlordnung 
wird nämlich gleichzeitig mit M auch jede Teilmenge von M wohl- 
geordnet, so daß jede Teilmenge ein erstes Element besitzt. Man kann ° 
daher festsetzen: in jeder (wohlgeordneten) Teilmenge von M soll 
das erste Element als ausgezeichnetes ausgewählt werden. Hiermit ist 
eine Eigenschaft von der beim A.d. Aussonderung besprochenen Art 
gefunden, die zu jeder Teilmenge von M ein ausgezeichnetes Element _ 
eindeutig charakterisiert. Zu UM und jeder Teilmenge hiervon exi- 
stiert also (mindestens) eine Auswahlmenge, ohne daß man sich zu 
deren Sicherung auf das Auswahlaxiom zu berufen brauchte. 
Entsprechend kommt man in dem engeren, durch die Voraussetzung 
des Auswahlaxioms bezeichneten Fall zum Ziel, falls man von einer 
beliebigen Wohlordnung der Summe SM ausgeht. Das Auswahl- 
axiom ist also auf Grund des Wohlordnungssatzes beweisbar, wie wir 
das nämliche auf S. 204 für die Vergleichbarkeit der Mengen fest- 
stellten. Schließlich ist, wenn man die Vergleichbarkeit der Mengen, 
d.h. den Satz von S. 205 voraussetzt, auch auf dieser Grundlage 
der Wohlordnungssatz und damit das Auswahlaxiom beweisbar, wie 
HARTocs [1] gezeigt hat; man entnimmt das Wesentliche seiner Be- 
weisführung leicht dem Beispiel 4 auf S. 249f. (vgl. auch S. 295). 
Auswahlaxiom, Wohlordnungssatz und Vergleichbarkeit der Mengen 
(oder Kardinalzahlen) sind also gleichwertige Prinzipien, insofern als 
aus jedem von ihnen die beiden anderen (mittels der übrigen Axiome) 
deduktiv gefolgert werden können; es ist gleichgültig, welches von 
ihnen zu den Axiomen gerechnet wird, die beiden anderen erscheinen 
dann als beweisbare Sätze. Man wird naturgemäß unter jenen drei 
Prinzipien das Auswahlaxiom bevorzugen als das allgemeinste, vielleicht 
auch einleuchtendste von jenen Prinzipien, das überdies nicht bloß der 
Mengenlehre, sondern der Mathematik bzw. Logik überhaupt angehört 
(S. 372). Damit ist indes nichts über die praktische Seite der Aufgabe 
gesagt; vielmehr wird die wirkliche Angabe einer Auswahlmenge schon 
bei einer abzählbaren Ausgangsmenge in der Regel nicht leichter sein 
als die Herstellung einer Wohlordnung (vgl. z. B. Borer [2], S. 150). 
Bei der Anwendung des Auswahlaxioms zur Begründung des Wohl- 
ordnungssatzes und der Mengenvergleichbarkeit zeigt sich besonders 
scharf und unbequem der rein existentiale, nicht konstruktive Cha- 
rakter des Axioms. Es wird genügen, dies an dem wichtigsten und 
am meisten erörterten Beispiel auseinanderzusetzen, an der Frage 
der Wohlordnung des Kontinuums und dem Kontinuumproblem. Nimmt 
man nämlich für die im vorigen Absatz genannte Menge M das 
Kontinuum, also etwa die Menge aller reellen Zahlen, so folgt auf der 
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Grundlage des Auswahlaxioms, daß das Kontinuum wohlgeordnet 
werden kann und seine Mächtigkeit ce unter den Alefs, den Kardinal- 
zahlen wohlgeordneter Mengen, vorkommt (vgl. S.205); es ist also 
C=N,„, won eine (endliche oder unendliche) Ordnungszahl bezeichnet. 
Die Frage, welche Ordnungszahl hier für n zu setzen ist, wo unter den 
Alefs also die Mächtigkeit des Kontinuums vorkommt, stellt das schon 
mehrfach erwähnte Kontinuumproblem dar. CANTOR hat angenommen, 
daß n=1,d.h.c=n, sei, daß also c die zweitkleinste unendliche 
Kardinalzahl darstelle und somit unmittelbar auf die Kardinalzahl 
a=x, der abzählbaren Mengen nachfolge; sein vergebliches, drama- 
tischer Wechselfälle nicht entbehrendes Ringen um diese Frage hat sein 
Leben auch über die spezifisch wissenschaftliche Sphäre hinaus tiefgehend 
beeinflußt (vgl. SCHOENFLIES [11], S.100, und besonders [12], S. 16 ff.). 
Jahrzehntelange Versuche, CANTORS Vermutung zu beweisen oder zu 
widerlegen, sind indes gescheitert; auch heute haben wir noch gar 
keinen begründeten Anhalt selbst nur über die Richtung, in der ein 
gangbarer Weg zur Lösung des Kontinuumproblems gefunden werden 
könnte. Wenn in der allerjüngsten Zeit von HILBERT ein Weg zum 
Beweis der CAnTorschen Vermutung (oder vielmehr eigentlich nur zum 
Beweis ihrer Verträglichkeit! mit den Axiomen der Mengenlehre) vor- 
gezeichnet worden ist (vgl. S. 375), so ist doch die Frage damit noch 
keineswegs erledigt, u.a. weil einige ausschlaggebende tiefliegende Hilfs- 
sätzenoch nicht bewiesen sind und, wie zu vermuten gestattet sei, ihrem 
Beweis auch noch sehr große Schwierigkeiten in den Weg legen werden?. 
Wenn es überhaupt gelingen sollte, das Kontinuumproblem einer end- 
gültigen Lösung zuzuführen, so werden dazu wohl neuartige Beweishilfs- 
mittel oder irgendein Umdenken grundsätzlicher Art erforderlich sein, 
das z.B. zu einer ganz neuen Form der Fragestellung nötigen könnte. 

Die Sprödigkeit des vorliegenden Gegenstandes hängt damit zu- 
sammen, daß zwar die Existenz einer Wohlordnung des Kontinuums aus 
dem A.d. Auswahl folgt, aber nicht das geringste über die Möglichkeit 
einer wirklichen Herstellung einer bestimmten Wohlordnung, geschweige 
denn über deren Art. Die Herstellung würde, wenn man dem Beweis des 
Wohlordnungssatzes folgen will, eine bestimmte Auswahl ausgezeichneter 
Elemente aus allen Teilmengen des Kontinuums voraussetzen; eine der- 
artige Auswahl herzustellen, ist aber, wie in Beispiel 3 auf S. 292f. betont 
wurde, bisher nicht gelungen und mit den üblichen gesetzmäßigen Funk- 
tionen überhaupt nicht möglich, obgleich die Existenz einer solchen Aus- 
wahl durch das Auswahlaxiom gefordert wird und gewiß auch dem Leser 
plausibel erscheint. Darin steckt durchaus kein Widerspruch; warum 


1 Es ist ja nämlich denkbar, daß Cantors Vermutung unabhängig (S. 341) 
von den übrigen Axiomen, also unbeweisbar ist. 
® Vgl. auch den (bei Abschluß des Druckes erscheinenden) Vortrag HILBERT 


110]. 
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soll man sich nicht das Bestehen von ‚„Gesetzen‘‘ denken können, 
die nicht vollständig formulierbar sind? Unsere Axiomatik sichert also 
die Wohlordnungsfähigkeit des Kontinuums und das Vorkommen’ 
seiner Kardinalzahl unter den Alefs, ohne jedoch zunächst eine nähere 
Bestimmung über beides zu gestatten oder auch nur die Existenz eines’ 
Verfahrens zum gewünschten Ziel behaupten zu wollen. : 

Es ist schließlich noch die erste der auf S. 295 aufgeworfenen Fragen 
zu beantworten, ob nicht das Auswahlaxiom ein sehr naheliegendes 
Prinzip von durchaus einleuchtendem und logisch zwingendem Cha- 
rakter sei. Dieser Eindruck wird sich vielleicht sogar verstärkt haben‘ 
angesichts der vorstehend aufgewiesenen Unentbehrlichkeit des Axioms’ 
für viele einfache Betrachtungen. Der Leser wird zu dieser Frage 
selbständig so oder so Stellung nehmen können, wenn er von der 
Geschichte des Auswahlprinzips und von den früher und heute gegen 
es erhobenen Einwänden Kenntnis nimmt. Hierbei können Auswahl-: 
prinzip und Wohlordnungssatz auf Grund ihrer soeben hervorgehobenen 
Gleichwertigkeit — die freilich nur für den axiomatischen Standpunkt, 
also namentlich ohne Rücksicht auf POINCAREs Bedenken (S. 250), un- 
bestritten gilt — offenbar gleichzeitig und wechselweise behandelt 
werden. 

Wie die drei ersten der vorangehenden Beispiele zeigen, ist das 
Auswahlprinzip stillschweigend seit dem Anfangsstadium der Mengen- 
lehre (im Grunde auch schon vorher in manchen Beweisen. der Analysis) 
benutzt worden, übrigens außer von CANTOR auch von vielen anderen 
Forschern. An der Verwendung des Prinzips, wie es etwa bei CANTOR 
in den angeführten (und anderen) Fällen auftrat, hat niemand speziellen 
Änstoß genommen. Daß in derartigen Beweisen überhaupt ein besonde- 
res Prinzip zur Verwendung kommt, dürfte zuerst BEppo Levi [1] 1902 
ausgesprochen haben. Aber erst durch den weittragenden Gebrauch, 
den ZERMELO (auf Anregung von ERHARD SCHMIDT) bei seinem ersten 
Beweis des Wohlordnungssatzes vom Auswahlprinzip gemacht hat, ist 
die Aufmerksamkeit weiterer Kreise darauf gezogen worden. Die Folge 
war in den nächsten Jahren — so namentlich in dem auf ZERME- 
Los ersten Beweis nachfolgenden (60.) Band der Math. Annalen — 
eine wahre Flut kritischer Noten zu jenem Beweis, von denen einige 
eine mehr oder weniger ablehnende Haltung zum Auswahlprinzip ein- 
nahmen!. Die skeptische Haltung vieler Mathematiker gegenüber un- 
serem Prinzip hat auch nach dem zweiten ZERMELOschen Beweis und 


! Die Argumente gegen den Wohlordnungssatz gründen sich im übrigen 
zum Teil, in ihrer Art folgerichtig, auf die intuitionistische Anschauung oder 
wenigstens auf die Ablehnung der nicht-prädikativen Bildungen, zum Teil aber 
auf ungerechtfertigte, namentlich mit der Antinomie BURALI-FORTIS zusammen- 
hängende Bedenken. Vgl. die scharfe und witzige Zurückweisung in ZERMELO [2], 
worauf auch wegen der Literaturangaben verwiesen werde. 
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nach der vielfachen Anwendung des Wohlordnungssatzes innerhalb 
und außerhalb der Mengenlehre zwar abgenommen, aber keineswegs 
aufgehört. 

Soweit diese Bedenken sich — so z. B. bei den französischen Mengen- 
theoretikern BAIRE, BOREL, LEBESGUE — auf einen mehr oder weniger 
intuitionistischen Standpunkt stützen!, sind sie nur folgerichtig. Denn 
für den radikalen Intuitionisten hat ja die Behauptung der Existenz einer 
Auswahlmenge ohne die Angabe eines Verfahrens zu ihrer Konstruk- 
tion keinen Sinn; er wird demgemäß alle vom A. d. Auswahl ab- 
hängigen Teile der Mathematik grundsätzlich ablehnen, so insbesondere 
das allgemeine Rechnen mit Mächtigkeiten, und z. B. zwischen induk- 
tiven (endlichen) und nichtreflexiven (nichttransfiniten) Mengen bzw. 
Zahlen unterscheiden. Hingegen ist es für die nicht intuitionistisch 
gesinnten, großenteils selbst mengentheoretisch (im Sinne CANTORs) 
arbeitenden Gegner des Auswahlprinzips im Grunde weniger dieses 
Prinzip selbst als seine Konsequenzen, was zum Mißtrauen oder zur Ab- 
lehnung des Prinzips veranlaßte und veranlaßt. Die großen, heute noch 
unabsehbar scheinenden Schwierigkeiten, die sich der Wohlordnung 
des Kontinuums und der Lösung des Kontinuumproblems entgegen- 
stellen, haben es nämlich vielen Mathematikern wahrscheinlich gemacht, 
daß das Kontinuum und um so mehr allgemeinere Mengen überhaupt 
nicht wohlordnungsfähig, die Mächtigkeiten c, f usw. also keine Alefs 
seien; CANTORsS entgegengesetzte Überzeugung, die auch durch das 
Scheitern aller Bemühungen nicht zu erschüttern war, hat bei man- 
chen mengentheoretisch arbeitenden Forschern und noch mehr bei 
vielen der Mengenlehre nur aus der Ferne gegenüberstehenden Mathe- 
matikern keineswegs suggestiv gewirkt. Als nun dennoch ZERMELO 
in seinen scharfsinnigen, aber kurzen Noten die Wohlordnungsfähig- 
keit jeder Menge, also auch des Kontinuums, beweisen konnte, ohne 
jedoch ein Verfahren zur Durchführung der Wohlordnung und damit 
zur Bestimmung der zugehörigen Kardinalzahl anzugeben, da glaubte 
man vielfach, jene Beweise liefern zu viel und müßten einen Fehl- 
schluß enthalten. Da aber die Deduktion der Beweise der Mehrzahl 
der Mathematiker unangreifbar schien, so blieb nichts übrig, als die 
Grundlage der Beweise, nämlich das Auswahlprinzip, seiner allzu weit- 
tragenden Konsequenzen wegen mißtrauisch zu betrachten; dazu schien 
man um so eher berechtigt zu sein, als ja das Auswahlprinzip unter den 
bekannten und ausdrücklich formulierten Prinzipien der klassischen 
Mathematik nicht vorkam. 


Demgegenüber ist zu betonen, daß die angeführten Bedenken bei 
klarer Betonung des Unterschiedes zwischen Existenz (einer Auswahl- 
menge) und Angabe eines konstruktiven Verfahrens (zu einer Bestim- 


1 Man vergleiche namentlich Note IV von Borert [2]. 
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mung der auszuwählenden Elemente) nicht haltbar sein dürften. Nicht 
daß ‚‚wir‘‘ das Kontinuum wohlordnen können, folgert der Beweis des 
Wohlordnungssatzes aus dem Auswahlprinzip, sondern nur daß eine 
Wohlordnung widerspruchsfrei denkbar ist. Daß aber z. B. ein Produkt 
von Mengen, die sämtlich wirklich Elemente enthalten, sich nicht auf 
die Nullmenge reduziert, dürfte vielen als anschauungsmäßig un-/ 
zweifelhaft auch dann erscheinen, wenn die Angabe eines Elementes des 
Produkts unauflösbare Schwierigkeiten bereiten sollte. Dieses logi- 
sche Prinzip hat wohl annähernd die gleiche Evidenz und Denk- 
notwendigkeit, wie man sie manchen anderen, für die Grundlegung 
der Arithmetik, Mengenlehre oder Geometrie unentbehrlichen Axiomen 
zuzuerkennen pflegt!; ist es doch sogar von einem so weitgehend 
intuitionistisch gesinnten Mann wie PoIncArE gebilligt worden. Mit 
dem gleichen Rechte also, mit dem man das Auswahlaxiom wegen der 
aus ihm ableitbaren Folgerungen verwirft, könnte man willkürlich 
andere fruchtbare Grundsätze ablehnen und so wichtige Teile der 
Mathematik künftig aus ihr verbannen; schließlich ist jedes andere, 
noch so folgenschwere und unentbehrliche mathematische Prinzip auch 
irgendwann zum erstenmal formuliert worden, und zwar in der Regel 
nach seiner stillschweigenden Verwendung. Man ist denn auch zum 
Auswahlprinzip in der gleichen Weise wie zu den anderen mathe- 
matischen Axiomen gelangt: indem man die Begriffe, Methoden und 
Beweise, die in der Mathematik sich vorfinden und deren ursprüng- 
liche Entstehung auf vielfach intuitivem Weg nur psychologisch oder 
historisch, aber nicht logisch zu werten ist, nachträglich logisch analy- 
sierte und dabei eben jene Axiome und Prinzipien herausschälte. Auf 
solchem Wege kam die griechische Mathematik dazu, das Parallelen- 
axiom unter die Grundpfeiler des geometrischen Gebäudes aufzunehmen; 
so wenig man seit der Zeit, da die Unbeweisbarkeit des Parallelen-: 
axioms und damit dessen rein axiomatisch-hypothetischer Charakter 
nachgewiesen wurde, die von ihm abhängigen Teile der Geometrie 
etwa beseitigte oder auf den weiteren Ausbau dieser ‚„euklidischen‘“ 
Geometrie verzichtet hat, ebensowenig wäre ein solches Verfahren in 
der Mengenlehre bezüglich des Auswahlaxioms gerechtfertigt, mag 
auch dieses gleichfalls ein neues und mit den bisherigen Hilfsmitteln 
unbeweisbares Prinzip darstellen. Zu einer solchen aposteriorischen Be- 
gründung eines Axioms kann dann ein Hinweis auf die anschauliche 
oder logische Evidenz noch hinzutreten: entscheidend ist er nicht, 
weil eben gar manche Axiome so recht erst durch die Evidenz der 
von ihnen abhängigen Folgerungen ihr Gewicht bekommen; z. B. 
werden die meisten Geometer die Existenz nicht-kongruenter ähnlicher 
Figuren als weit einleuchtender betrachten als das Parallelenaxiom, 


1 Vgl. z’B. HApamarns in BorREr [2], S. 156fft., abgedruckten Brief. 
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auf das sich die Möglichkeit ähnlicher Figuren im üblichen Sinne 
 gründet!. Wie man neben dieser nachträglichen und relativen Recht- 
fertigung mathematischer Prinzipien neuerdings auch den Weg einer 
absoluten Entscheidung über ihre Zulässigkeit oder Unzüulässigkeit 
zu beschreiten versucht und was in dieser Richtung zum Auswahl- 
prinzip zu bemerken ist, wird später (S. 371ff.) noch kurz gestreift 
werden. 

Wenn man hiernach, sofern man nicht den intuitionistischen 
Standpunkt einnehmen will, dem Auswahlaxiom die Gleichberechti- 
gung mit anderen Prinzipien zuerkennen wird, so ist es doch von 
Interesse, seine Verwendung einzuschränken, d. h. möglichst viele 
Gedankengänge ohne Benutzung des Axioms durchzuführen. Man 
lernt so unterscheiden, welche Teile der Mengenlehre und der 
Mathematik überhaupt von den reinen Existenzprinzipien des Aus- 
wahlaxioms und des Wohlordnungssatzes abhängig sind und welche 
nicht?, wie ja auch der Geometer seine Aufmerksamkeit z. B. der 
Frage widmet, welche Teile der Geometrie ohne das Parallelen- 
axiom behandelt werden können und somit in der euklidischen 
wie in den nichteuklidischen Geometrien gleichmäßig gültig sind. 
Ja, man kann sogar die Frage aufwerfen, wie die Analysis im all- 
gemeinen und die Mengenlehre im besonderen sich gestalten, wenn 
man das Auswahlprinzip als unzutreffend und etwa eine ihm wider- 
sprechende Aussage als gültig ansieht; eine solche nicht-ZERMELOsche 
Mengenlehre würde in gewissem Sinn der nichteuklidischen Geometrie 
analog sein, freilich — wie überhaupt die vorangehenden Bemer- 
kungen — entscheidend von der (beim Parallelenaxiom EucLips 
bekanntlich geklärten) Frage der Unabhängigkeit des Auswahlprinzips 
(vgl. S.345f.) abhängen. Für die Gestalt, die die Theorie der 
Ordnungszahlen (zweite Zahlklasse) bei Zugrundelegung gewisser 
Formen einer Verneinung des Auswahlaxioms annimmt, sei auf 
CHURCH [1] verwiesen. 


9. Unbedingtes Existenzaxiom und Axiome spezieller Art (Axiom 
des Unendlichen und Axiom der Ersetzung). Hiermit beenden wir 
die Darstellung der grundsätzlich wichtigsten unter den Axiomen, 
nämlich der Axiome der allgemeinen Mengenlehre. Es folgen noch 
einige Axiome spezielleren Charakters, in deren erstem allerdings 


2 Auch in der Philosophie spielt der nämliche Gedanke eine wesentliche Rolle, 
so z.B. in den Schulen von Kant und Fries (vgl. z.B. DusısLav [3], S. 40). 
Man vergleiche auch etwa D’ALEMBERTS Ermunterung an seine Zeitgenossen, 
die sich der damals noch nicht hinlänglich geklärten Infinitesimalmethoden be- 
dienten: „Allez en avant, et la foi vous viendra.“ 

2 Vgl. hierzu für Fragen der Mengenlehre namentlich LINDENBAUM-TARSKI [1] 
und Tarskı [7], ferner CırorzA [1] und (für die Theorie des LEBESGUEschen 
Integrals) Toneırı [1I] (Kap. III und IV). 
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mung der auszuwählenden Elemente) nicht haltbar sein dürften. Nicht 


daß ‚‚wir‘‘ das Kontinuum wohlordnen können, folgert der Beweis des 
Wohlordnüungssatzes aus dem Auswahlprinzip, sondern nur daß eine 
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unbeweisbares Prinzip darstellen. Zu einer solchen aposteriorischen Be- 


gründung eines Axioms kann dann ein Hinweis auf die anschauliche 
oder logische Evidenz noch hinzutreten: entscheidend ist er nicht, 
weil eben gar manche Axiome so recht erst durch die Evidenz der 
von ihnen abhängigen Folgerungen ihr Gewicht bekommen; z. B. 
werden die meisten Geometer die Existenz nicht-kongruenter ähnlicher 
Figuren als weit einleuchtender betrachten als das Parallelenaxiom, 


1 vgl. z’B. HADAMaRDs in Borer [2], S. 156ff., abgedruckten Brief. 
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auf das sich die Möglichkeit ähnlicher Figuren im üblichen Sinne 
gründet!. Wie man neben dieser nachträglichen und relativen Recht- 
fertigung mathematischer Prinzipien neuerdings auch den Weg einer 
absoluten Entscheidung über ihre Zulässigkeit oder Unzülässigkeit 
zu beschreiten versucht und was in dieser Richtung zum Auswahl- 
prinzip zu bemerken ist, wird später (S. 371ff.) noch kurz gestreift 
werden. 

Wenn man hiernach, sofern man nicht den intuitionistischen 
Standpunkt einnehmen will, dem Auswahlaxiom die Gleichberechti- 
gung mit anderen Prinzipien zuerkennen wird, so ist es doch von 
Interesse, seine Verwendung einzuschränken, d. h. möglichst viele 
Gedankengänge ohne Benutzung des Axioms durchzuführen. Man 
lernt so unterscheiden, welche Teile der Mengenlehre und der 
Mathematik überhaupt von den reinen Existenzprinzipien des Aus- 
wahlaxioms und des Wohlordnungssatzes abhängig sind und welche 
nicht?, wie ja auch der Geometer seine Aufmerksamkeit z. B. der 
Frage widmet, welche Teile der Geometrie ohne das Parallelen- 
axiom behandelt werden können und somit in der euklidischen 
wie in den nichteuklidischen Geometrien gleichmäßig gültig sind. 
Ja, man kann sogar die Frage aufwerfen, wie die Analysis im all- 
gemeinen und die Mengenlehre im besonderen sich gestalten, wenn 
man das Auswahlprinzip als unzutreffend und etwa eine ihm wider- 
sprechende Aussage als gültig ansieht; eine solche nicht-ZERMELOsche 
Mengenlehre würde in gewissem Sinn der nichteuklidischen Geometrie 
analog sein, freilich — wie überhaupt die vorangehenden Bemer- 
kungen — entscheidend von der (beim Parallelenaxiom EucLips 
bekanntlich geklärten) Frage der Unabhängigkeit des Auswahlprinzips 
(vgl. S. 345f.) abhängen. Für die Gestalt, die die Theorie der 
Ordnungszahlen (zweite Zahlklasse) bei Zugrundelegung gewisser 
Formen einer Verneinung des Auswahlaxioms annimmt, sei auf 
CHURCH [1] verwiesen. 


9. Unbedingtes Existenzaxiom und Axiome spezieller Art (Axiom 
des Unendlichen und Axiom der Ersetzung). Hiermit beenden wir 
die Darstellung der grundsätzlich wichtigsten unter den Axiomen, 
nämlich der Axiome der allgemeinen Mengenlehre. Es folgen noch 
einige Axiome spezielleren Charakters, in deren erstem allerdings 


1 Auch in der Philosophie spielt der nämliche Gedanke eine wesentliche Rolle, 
so z.B. in den Schulen von Kant und Fries (vgl. z.B. DusısLav [3], S. 40). 
Man vergleiche auch etwa D’ALEMBERTsS Ermunterung an seine Zeitgenossen, 
die sich der damals noch nicht hinlänglich geklärten Infinitesimalmethoden be- 
dienten: ‚Allez en avant, et la foi vous viendra.‘ 

2 Vgl. hierzu für Fragen der Mengenlehre namentlich LINDENBAUM-TARSKI [1] 
und Tarskı [7], ferner CırorzA [1] und (für die Theorie des LEBESGUEschen 
Integrals) Tonerzı [1 I] (Kap. III und IV). 
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noch ein der allgemeinen Mengenlehre zugehöriger Bestandteil auf- 
tritt!. 
Vor allem wissen wir bisher noch gar nicht, ob überhaupt Mengen 


existieren. Mit Ausnahme des A.d. Bestimmtheit, das bloß den Begriff 


der Menge näher umreißt, stellen nämlich alle bisherigen Axiome bedingte 
Existenzforderungen dar von der Form: falls gewisse Mengen existieren, 
so existieren auch gewisse andere Mengen. Wenn es überhaupt keine’ 
Mengen gibt, so bleiben formal alle Axiome befriedigt. Es wird also 
in erster Linie noch durch ein weiteres, unbedingtes (absolutes) Existenz- 
axiom zu fordern sein, daß überhaupt mindestens eine Menge existiert. 
Daraus erst schöpfen die Axiome II—VI den Charakter wirklicher. 
Existenzforderungen. Namentlich läßt sich dann gemäß den Beispielen 
2 und 3 von S.286f. (vgl. auch S. 312) die Existenz der Nullmenge 0, 
ferner der Mengen {0}, {0} usw. folgern. Übrigens sind diese Mengen 
untereinander verschieden; denn es enthält z. B.0 überhaupt kein Ele- 
ment, {0} dagegen das Element 0, usw. Durch die Axiome der Paarung, 
der Vereinigung und der Potenzmenge gelangt man weiterhin zu Mengen 
von beliebig vielen, aber immer nur endlichvielen Elementen, danament- - 
lich auch die Potenzmenge einer endlichen Menge gemäß Satzl auf - 
S.107 sogar in der CanTorschen Mengenlehre stets endlich ist. Man 
erkennt übrigens leicht, daß man bei Beschränkung auf nur endliche 
Mengen die bisherigen Axiome gar nicht sämtlich nötig hätte, auf sie 
vielmehr großenteils verzichten könnte. 

Dagegen geben die Axiome II—IV offenbar keine Handhabe, um 
von einer gegebenen endlichen Menge aus auf das Vorhandensein von- 
Mengen mit unendlichvielen Elementen zu schließen, und daran wird 
nichts geändert durch Hinzunahme der Axiome der Aussonderung und 
der Auswahl, die zu gegebenen Mengen bloß in gewissem Sinn beschränk- 
tere sichern. Auch der Weg?, auf dem DEDERKIND die Existenz einer _ 
unendlichen Menge zu sichern versucht hat ([2], $ 5; vgl. auch schon 
Boızano [3], $ 13), ist von unserem Standpunkt aus nicht brauchbar. 
DEDEKIND betrachtet die Menge 5 aller Gegenstände unseres Denkens 
und beweist auf folgende Weise, daß sie unendlich ist (im Sinne der 
Definition 3 von S.24): Ist s ein Element von S, so ist der Gedanke 
„s kann gedacht werden“ ebenfalls ein (von s verschiedenes) Element 
von S. Alle Gedanken der Form ‚„s-kann gedacht werden“, wobei s 
ein beliebiges Element von S bedeutet, bilden daher eine Teilmenge S, 
von S, und zwar eine eigentliche Teilmenge; denn nicht jedes Element 


1 Diese Unterscheidung zwischen Prinzipien der allgemeinen Mengenlehre 
und solchen spezieller Art ist naturgemäß nur vom axiomatischen Standpunkt: 
aus möglich, nicht aber dann, wenn man sich die Mengenlehre durchweg kon- 
struktiv aufgebaut denkt. 

® Vgl. auch die (schärfer umrissenen) Beispiele bei BECKER [2], S. 98ff., sowie 
ScHoLz [2], Sp. 682f. 
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von S ist gerade ein Gedanke der besonderen Art: ein gewisser Gedanke 
kann gedacht werden. Endlich ist die eigentliche Teilmenge S, äqui- 
valent der Menge S selbst; zwecks Abbildung beider Mengen aufeinander 
braucht man nämlich nur jedem Element s von S den Gedanken ‚,s 
kann gedacht werden‘, der ein Element von S, ist, zuzuordnen und 
umgekehrt. S ist also nach der erwähnten Definition eine unendliche 
Menge. Es gibt demnach unendliche Mengen. 

Dieser Beweis kann uns deshalb nicht befriedigen, weil die Menge S 
aller Gegenstände unseres Denkens auf Grund unserer Axiome gar 
nicht existiert (vgl. S. 322f.); ja noch mehr: die Menge S stellt offenbar 
eine paradoxe Menge von der in $ 13, Nr. 2, betrachteten Art dar. DEDE- 
KIND selbst hat diesen Mangel nach dem Aufkommen der Antinomien 
der Mengenlehre anerkannt. Die Existenz unendlicher Mengen muß 
also, da ein Beweis für sie mittels unserer Axiome nicht möglich ist, 
durch ein absolutes Existenzaxiom gefordert werden. Darin ist dann 
von selbst die Forderung eingeschlossen, daß überhaupt mindestens 
Eine Menge existiert (vgl. den vorletzten Absatz). Es genügt übrigens, 
die Existenz einer abzählbar unendlichen Menge (z. B. der Menge der 
natürlichen Zahlen) zu fordern; die abzählbaren Mengen stellen ja jeden- 
falls sowohl mathematisch wie auch psychologisch den einfachsten Typ 
unendlicher Mengen dar. Vom axiomatischen Standpunkt aus, dem- 
zufolge alle benutzten Begriffe aus den Grundbegriffen der Axiomatik 
abzuleiten sind, darf natürlich weder der Begriff einer abzählbaren 
Menge noch der einer unendlichen Menge überhaupt vorausgesetzt wer- 
den. Die darin liegende Schwierigkeit ist leicht zu umgehen. Das für 
unseren Zweck allein wesentliche Merkmal der Menge der natürlichen 
Zahlen liegt nämlich darin, daß sie erstens eine ‚ausgezeichnete‘ Zahl 
(die Eins) aufweist und zweitens zu jeder natürlichen Zahl » auch die 
eindeutig bestimmte und von allen übrigen Zahlen: verschiedene ‚nächst- 
folgende“ Zahl » +1 enthält, womit übrigens keine Ordnungsvor- 
stellung verbunden zu werden braucht. Analog können wir in der 
Mengenlehre als ausgezeichnete Menge die Nullmenge, als durch eine 
beliebige Menge m eindeutig bestimmt die Menge {m} wählen. Das 
Axiom, das zwecks Sicherung spezieller, nämlich unendlicher Mengen 
an die Stelle der — noch der allgemeinen Mengenlehre zugehörigen — 
bloßen Postulierung irgendeiner Menge zu treten hat, besagt somit- (vgl. 
ZERMELO [3]): 

Axiom VII. Es gibt mindestens eine Menge Z von folgenden beiden 
Eigenschaften: 

1. falls die Nullmenge (d.h.eine Menge ohne Elemente) existiert, 
so ist die Nullmenge Element von Z; 

2. ist m irgendein Element von Z, so ist auch {m} (d. h. die Menge, 
die m und kein anderes Element enthält) ein Element von Z. (Axiom 
des Unendlichen.) 
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Jede Menge Z von diesen Eigenschaften ist eine unendliche Menge 
(im naiven wie im DEDEKINnDschen Sinn). Denn sie enthält als Elemente 
zunächst! die Nullmenge 0, dann (wegen der zweiten Eigenschaft) die 
davon verschiedene Menge {0}, weiter die Menge {{0}}; deren einziges 
Element die Menge {0} ist, usw. Es läßt sich zeigen (ZERMELO [3], 
S.267), daß jede solche Menge Z eine kleinste Teilmenge Z, mit den 
nämlichen beiden Eigenschaften enthält —d. h. eine Menge, welche Teil- 
menge jeder so beschaffenen Menge ist —, nämlich die Menge 

Z,=10, 10,405 WO) 3. 
Das ist bis auf die Bezeichnungsweise die Menge aller natürlichen Zahlen; 
denn man kann ja die Nullmenge durch das Zeichen 1 bezeichnen, 
die Menge {0} durch 2, {0} durch 3 usw., und da hierbei nie wieder 
dieselbe Menge auftritt, werden immer neue Zeichen erforderlich. 
Das obige Axiom kommt also im wesentlichen hinaus auf die Forde- 
rung, daß eine abzählbar unendliche Menge existieren soll. 

Ausgehend von einer hiermit gesicherten, zum mindesteri abzähl- 
bar unendlichen Menge kann man nunmehr auch unendliche Mengen ° 
von höherer Mächtigkeit bilden, wesentlich auf Grund des A. d. Potenz- 
menge; dieses Axiom erlaubt die Benutzung des Diagonalverfahrens 
und sichert also Mengen von der Mächtigkeit des Kontinuums und von 
größeren Mächtigkeiten (vgl. S. 316). Indes reicht das Axiom des Un- 
endlichen in Verbindung mit den übrigen sechs Axiomen noch nicht 
aus, um alle unendlichen Mengen eines sicher noch einwandfreien Ge- 
bietes der Mengenlehre zu sichern; zur Bildung sehr umfassender Mengen - 
sind A. d. Potenzmenge und Diagonalverfahren noch nicht genügende 
Hilfsmittel. Bezeichnet man nämlich die Potenzmenge UZ, der eben 
eingeführten Menge Z, (also im wesentlichen das „Kontinuum‘) mit Z, 
ebenso UZ, mit Z,, NZ, mit Z, usw., so läßt sich mittels unserer sieben 
Axiome z. B. die Existenz der abzählbaren Menge 


Mel Z2 Z Z 


nicht beweisen, also auch nicht die Existenz der Vereinigungsmenge 
©&M usw. Damit bleiben, wie man leicht erkennt, Mengen von sehr 
großer Kardinalzahl aus unserer Axiomatik ausgeschlossen, nämlich 
Mengen, deren Kardinalzahl ein Alef mit transfinitem Index (also > x,,) 
ist (wenigstens wenn man hinsichtlich des Kontinuumproblems an- 
nimmt, daß 2% = c nicht alle Alefs mit endlichem Index übersteigt). 
Um den Bereich der Mengenlehre nicht unnötig einzuengen, hat 
man also das Axiom des Unendlichen weiter auszudehnen. Man wird | 


1 DieNullmenge existiert nämlich, wie bemerkt, sofern nur überhaupt eine Menge 
existiert, d.h. schon auf Grund des Anfanges von Axiom VlI. Ebenso wird 
durch dieses Axiom nicht etwa erst die Existenz von Mengen der Form {m} gefordert, 
sondern diese ist von vornherein durch die Existenz von m gesichert (Beispiel 3 
auf S. 287, sowie S. 312). 
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zunächst daran denken, in der ersten Eigenschaft‘ von Axiom VII 
statt der Nullmenge eine beliebige schon als existierend erweisbare 
Menge zuzulassen und in der zweiten Eigenschaft an die Stelle der 
speziellen Operation, die in der Bildung von {m} aus m besteht, eine 
beliebige Funktion von m zu setzen; dabei wäre der Funktionsbegriff 
im Sinne von S.286 oder ein wenig erweitert zu nehmen. So wird 
z. B. die obige Menge M gesichert, wenn man in Axiom VII statt 0 
die Menge Z,, statt {m} die Menge Um einsetzt. 


Indes ist für manche Zwecke auch ein derartiges Axiom noch nicht weittragend 
genug. In der Theorie der ungeordneten Mengen müßte man sich zwar zu 
speziellen Mengen von überaus großen Mächtigkeiten erheben, um über die 
Grenze des durch die bisherigen Axiome gesicherten Gebietes hinaus vorzudringen. 
Anders in der Theorie der geordneten — z.B. der wohlgeordneten — Mengen, 
wenn man diese. allein auf unsere Grundbegriffe und Axiome aufbauen will, 
wie das im nächsten Paragraphen. noch angedeutet werden soll. Zwar ist 
auch auf diesem Gebiet die allgemeine Theorie schon durch die Axiome I bis VI 
(bzw. VII) vollständig ermöglicht. Bei der Betrachtung spezieller geordneter 
Mengen und insbesondere bei der Axiomatisierung der speziellen Theorie 
der Ordnungszahlen und der transfiniten Induktion (S.191) stößt man indes schon 
bald auf Hindernisse, die aus der für diese Zwecke noch allzu engen Begrenzung 
unseres Axiomensystems hervorgehen. Bei der Verfolgung derartiger besonderer 
Ziele — aber auch nur dann — benötigt man ein weiteres Axiom der folgenden Art: 


Axiom VII. Is m eine Menge und (x) eine Funktion, so existiert auch die 
Menge, die aus m hervorgeht, falls jedes Element x von m durch die Menge »(x) 
ersetzt wird. (Axiom der Ersetzung.) 

Der hier eingehende Begriff der ‚Funktion‘ soll natürlich nicht etwa einen 
neuen- undefinierten Grundbegriff unserer Axiomatik darstellen — das würde ja 
eine erhebliche und höchst unerwünschte Komplikation des Ganzen bedeuten —, 
sondern er ist im Sinne der Definition 4 als aus den bisherigen Grundbegriffen 
abgeleitet zu verstehen. Indes genügt für die hier in Betracht kommenden spezi- 
ellen Zwecke der Umfang noch nicht, den die Definition 4 dem Funktionsbegriff 
verleiht; vielmehr würde bei dieser bisherigen Festsetzung sich die Aussage des 
Axioms VIII mittels der bisherigen Axiome sogar beweisen lassen, so daß ihre axio- 
matische Formulierung nichts Neues brächte und somit überflüssig wäre 
(v. Neumann [6]). Zu der für die erwähnten besonderen Zwecke nötigen Erwei- 
terung des Funktionsbegriffs fügen wir daher den Teilen a und b der Definition 4 
(S.286) noch einen dritten Teil c zu: (Die nächsten drei Absätze sind nur für 
den Kenner bestimmt.) { 

Definition 4c. @,(x) und y,(x) mögen wie in Definition 4b zwei Funktionen 
bedeuten, in die neben dem als Hilfsveränderliche dienenden Argument x noch eine 
Unbestimmte y eingeht (die bei der Anwendung — ganz wie bei der Anwendung 
von Definition 4b — die Elemente einer gewissen Menge zu durchlaufen hat). 
Existiert dann für- jedes in Betracht zu ziehende y die (demgemäß von y ab- 
hängige) Menge ®(y) derjenigen x, für die 9,(x) Element der Menge y, (x) ist, so 
gilt die Menge ® (y) als eine Funktion von y. 

Zur Illustration dieser sehr abstrakten Definition diene die Herleitung der 
auf S.308 erörterten Menge M={Z,, UZ, UUZ,, ...}, wobei es genügen wird 
den Weg zu skizzieren. Ist y eine beliebige der Mengen u =l0, Zoh: = 
‚or UZ,}, & = {{{0}}, UUZ,} usw. und bezeichnet man jede Menge der Form 
&g, &, &y, ..., &,} mit endlichem % als einen ‚„x-Abschnitt‘‘, so kann man allein 
auf Grund der Definition 4a—b unschwer zwei Funktionen @,(*) und y,(x) 
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derart bestimmen, daß die Relation 9, (x) & y,(?) gleichbedeutend ist mit „der 
&-Abschnitt x ist der kleinste mit dem Element y, er ‚endet‘ also mit y“; nament- 
lich zeigt sich, daß es zu gegebenem y höchstens einen einzigen derartigen &-Ab- 
schnitt x geben kann. Bei gegebenem y existiert die (von y abhängige) Menge 
©(y) derjenigen «-Abschnitte x, die der Relation Y,(3) ey,(#) genügen; sie ist 
nämlich gleich der Nullmenge oder enthält ein einziges Element. Nach Definition 
46 ist diese Menge ® (y) als Funktion von y zu betrachten. Offenbar ist Sdly)=x(y), ! 
falls von 0 verschieden, wiederum der kleinste, y enthaltende «&-Abschnitt. | 

Mittels dieser Funktion y(y) und des Ersetzungsaxioms VIII läßt sich nun | 
die gewünschte Menge M leicht bilden. Man geht hierzu von der nach Axiom VII 
existierenden Menge Z, = {0, {0}, {0}, 8 Br aus und ersetzt jedes x eZ, durch 
denjenigen «-Abschnitt (x), dessen ranghöchstes (letztes) Element ein Paar mit - 
dem einen Bestandteil x ist; die. Funktion (x) läßt sich aus y(*) unschwer 
mittels Definition 4a—b herstellen. Dann ist, wie man sofort erkennt, M die Ver- 
einigungsmenge der (nach Axiom VIII existierenden) Menge aller &(x). 

Ob schließlich mit den beiden speziellen Existenzaxiomen VII und VIII die 
Grenzen der Mengenlehre im mathematisch wünschenswerten Maße ausgedehnt 
sind, ist eine noch nicht völlig geklärte Frage. Man kann den Begriff gewisser 
(überaus umfassender) Mengen bilden, für die auch in der genetischen Mengen- 
lehre CAnTors die Existenz noch nicht feststeht (‚reguläre Anfangszahlen mit 
Limeszahl-Index“; vgl. die tiefschürfenden Untersuchungen MaAnHro [1] und [2] 
sowie z. B. HAUSDORFF [3], S. 131, und .BAER [4]); zur Sicherung der Existenz 
derartiger Mengen, falls sie überhaupt widerspruchsfrei sind, bzw. zur Ent- 
scheidung der Frage nach ihrer Möglichkeit könnten : vielleicht noch weitere 
spezielle Existenzaxiome benötigt werden (vgl. auch Kurarowskı [4]). Indes 
liegen diese Probleme — und im Bereich der ungeordneten Mengen auch schon 
die mit Axiom VIII zusammenhängenden — in den entferntesten Regionen der 
theoretischen Wissenschaft und haben noch kaum eine Verbindung mit den 
durch die wissenschaftlichen Bedürfnisse der Gegenwart angeregten Fragen. 


10. Historisches zum Axiomensystem. In den wesentlichsten Grund- 
zügen stammt das vorstehende Axiomensystem von ZERMELO [3]. Außer 
der Grundrelation e sind noch die Axiome der Vereinigung, der Potenz- 
menge, der Auswahl (III, IV, VI) sowie von den speziellen Axiomen das 
Axiom des Unendlichen (VII) ausjener bahnbrechenden Abhandlung über- 
nommen, ferner das Axiom der Aussonderung in seiner erstangegebenen 
Form V (vgl. S. 285). Unter diesen Axiomen ist das einzige, das einen 
der CAnTorschen Mengenlehre nicht bewußt gewordenen Prozeß ent- 
hält, nämlich das Auswahlaxiom, in einer weitergehenden Form (vgl. 
S. 299 und 315) schon 1904 von ZERMELO [1] ausgesprochen und be- 
nutzt worden; die speziellere, also weniger fordernde Form des Axioms 
VI, aus der sich die allgemeinere Aussage mittels der übrigen Axiome 
herleiten jäßt, erscheint zuerst wohl bei RusseLı [2] und ZERMELO [2]. | 

Die wesentlicheren Abweichungen gegen ZERMELOS Axiomensystem 
bestehen — abgesehen von der nur formalen Vermeidung des ZERMELO-. 
schen ‚Bereiches‘ aller Mengen — in folgendem: Die Relation der 
Gleichheit wird bei ZERMELO durch eine von der Relation e zunächst 
unabhängige inhaltliche Erklärung eingeführt, aus der sich dann die 


Aussage unseres Axioms I stillschweigend ergibt ; demgemäß wird unsere 
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Definition 2 dort als besonderes Axiom aufgestellt (vgl. hierzu FRAENKEL 
[11]). Weiter werden bei ZERMELO außer Mengen noch andere „Dinge“ 
als existierend zugelassen, so daß der Begriff der Menge — im Gegensatz 
zu den Dingen, die keine Mengen sind — einer besonderen Erklärung 
mittels e bedarf; bei dieser Auffassung ist die Umwandlung der Defi- 
nition 2 in ein Axiom, in dem das Wort ‚Menge‘ einen anderen, nicht 
so allgemeinen Sinn erhält, in der Tat gar nicht zu vermeiden. Statt des 
Axioms der Paarung tritt bei ZERMELO ein umfassenderes Axiom auf, 
das noch die (hier bewiesenen) Resultate der Beispiele 2 und 3 (S. 286f.) 
als Forderungen enthält. Als spezielles Existenzaxiom kommt bei ZERMELO 
nur unser Axiom VII vor. Wie oben bemerkt (S. 308; vgl. FRAENKEL 
[5], S. 230f.; SKOLEM [3], Nr. 4), reicht dieses Axiom zur Sicherung 
der rechtmäßigen und erforderlichen Mengen nicht aus; diesem Mangel 
hilft das Axiom der Ersetzung (VIII) ab (FRAENkEL [5] und [10], S. 114£., 
sowie VON NEUMANN [6]; SKOLEM a.a.0.; vgl. auch MIRIMANOFF [1], 
S. 49), das sich inzwischen an einer Reihe verschiedenartiger Probleme 
als fruchtbar und ausreichend bewährt hat (von NEUMANN [1] und [6]; 
LINDENBAUM-TARSKI [1]). 

Alldiese Abweichungen treten aber wohl zurück hinter der Einführung’ 
des Funktionsbegriffs und der dadurch ermöglichten Ersetzung des ZER- 
MELOschen Aussonderungsaxioms V durch Axiom V’, das den allgemeinen 
Eigenschaftsbegriff aus dem Axiomensystem ausmerzt (FRAENKEL [6] 
und [9]); diese Fortbildung vollendet die rein mathematische Fassung 
der Axiomatik und ermöglicht — trotz der scheinbar engen Fassung 
des Funktionsbegriffs — gerade infolge der Ausschaltung einer überaus 
weitgehenden Berufung auf die allgemeine Logik erst eine volle Aus- 
nutzung des Aussonderungsaxioms und damit auch die Lösung von bis- 
her offengebliebenen Fragen, so z. B. die Durchführung der axiomatischen 
Theorie der (wohl)geordneten Mengen (S. 319) und den Beweis der 
Unabhängigkeit des Auswahlaxioms (S. 346). Durch diese Ausschaltung 
des Eigenschaftsbegriffs werden die Teile der Logik, die noch als selbst- 
verständliche Hilfsmittel des axiomatischen Aufbaus benutzt werden, 
sehr eingeengt und namentlich nach der Seite des Elementareren zu 
verschoben; das ist u.a. deshalb von Bedeutung, weil damit auch für 
den grundsätzlichen Anhänger der logischen Auffassung RUSSELLS die 
Heranziehung der unbequemen Typentheorie als sehr erheblich ein- 
schränkbar erscheinen wird. Auf die Möglichkeit einer wesentlich 
anderen Art, das Axiom der Aussonderung vom allgemeinen Eigen- 
schaftsbegriff zu entlasten, hat SKOLEM ([3], Nr. 2) hingewiesen; dieser 
Weg macht, über den üblichen mathematischen Rahmen etwas hinaus- 
gehend, von den Grundoperationen der Logistik (vgl. S. 265) wesent- 
lichen Gebrauch, dürfte indes der Sache nach der Aussonderungs- 
menge einen ähnlichen Umfang verleihen wie das hier geübte Verfahren. 
Die Form der Ausdehnung des Funktionsbegriffs (Definition 4c auf 
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S. 309), wie sie für die speziellen Zwecke des Ersetzungsaxioms heran- 
zuziehen ist, hat VON NEUMANN [6] angegeben. 

Kritische Bemerkungen zu ZERMELOs Axiomatik findet man nament- 
lich bei PoIncar& [6] (S. 122ff.) und SKoLEM [3]; sie sind zum größten 
Teil in diesem und den beiden nächsten Paragraphen gebührend be- 
rücksichtigt. Die Hinweise SKOLEMs sind auch bei nicht intuitionisti- . 
scher Einstellung beachtenswert. 

Eine Modifikation des vorstehenden Axiomensystems gibt KURA- 
TOWSK1[4]; die Abweichung besteht in der Hauptsache darin, daß statt 
des Paares {a, b} (Axiom II) die Vereinigungsmenge a + 5 gefordert wird. 


$ 17. Die Tragweite des Axiomensystems. 


1. Die Herleitung des Rechnens mit Mengen. An die Schilderung 
der Aussagen der einzelnen Axiome werde jetzt ein kurzer Überblick 
über die Tragweite des durch sie alle dargestellten Axiomensystems 
angereiht; er soll uns lehren, wieviel von der CAnTOoRschen Mengen- 
lehre mit unseren Axiomen beherrscht werden kann und wieviel nicht. 
Es wird sich zeigen, daß im wesentlichen die rechtmäßigen und wert- 
vollen Teile der Mengenlehre, nicht aber die Antinomien in unserer 
Axiomatik Aufnahme finden; damit werden unsere Axiome als weder zu 
eng noch zu weit gefaßt erwiesen sein. Übrigens werden wir im folgenden 
zwar die (in Axiom VII enthaltene) Existenz irgendeiner Menge voraus- 
setzen, im übrigen aber die speziellen Axiome VII und VIII nur aus- 
nahmsweise zu benutzen haben (und demgemäß auch den Funktions- 
begriff nur im Sinne der Definition 4a—b verstehen). 

Zunächst kann man aus den Axiomen die Existenz der Nullmenge 
und, wenn eine Menge m gegeben ist, die Existenz der Menge {m} mit 
dem einzigen Element m folgern. Wie das bei der schärferen Fassung 
des A. d. Aussonderung zu geschehen hat, wurde auf S. 286f. angegeben. 
Bei der ursprünglichen Fassung jenes Axioms gestalten sich die Schlüsse 
noch einfacher: ist & eine Eigenschaft, die keinem Element von m 
zukommt, so ist die gemäß Axiom V existierende Menge mg die Null- 
menge; ist $ das Paar aus zwei verschiedenen Elementen m und n 
(vgl. A. d. Paarung) und ist & die Eigenschaft, mit m identisch (oder 
von n verschieden) zu sein, so ist ?g die Menge {m}. Die Nullmenge 
ist nach dem A. d. Bestimmtheit eindeutig bestimmt und nach Def. 1 
Teilmenge jeder Menge. Weiter gestattet das A. d. Aussonderung die 
Bildung des Durchschnitts (vgl. die Beispielel und 4, S.286f.), das 
A. d. Vereinigung die Bildung der Summe oder Vereinigungsmenge 
von Mengen, soferne diese als die Elemente einer gewissen Menge ge- 
geben sind. 

Auch die Existenz des Produkts oder der Verbindungsmenge zu einer 
beliebigen Menge M von Mengen (Def.5 des $7, S.89) wird durch 
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unsere Axiome gesichert, zunächst wenigstens für den Fall, daß die 
Elemente m, n, ?,.... von M paarweise elementefremd sind. Wie in 
der dem A.d. Auswahl vorangeschickten Betrachtung (S. 282f.; vgl. 
auch S.297) gezeigt wurde, enthält die Potenzmenge U= USM 
von SM eine Teilmenge Ug, deren Elemente mit jeder der Mengen 
m, n, P, ... je ein einziges Element gemeinsam haben; umgekehrt 
kommen alle derartigen Teilmengen von SM in Ug als Elemente vor. 
Die Elemente von Ug sind also die in Def. 5 von $ 7 eingeführten Kom- 
plexel; U, stellt somit das Produkt oder die Verbindungsmenge 
®M der Mengen m, n, ®, ... dar. Auch die Belegungsmenge einer 
Menge mit einer anderen existiert daher, wie die Betrachtungen des 
$8 über die Gleichwertigkeit der zwei dort gegebenen Definitionen 
der Potenzierung unschwer erkennen lassen (S. 106f.). 

Um die letzten wie auch alle nachfolgenden Überlegungen auch dann ohne 
allzu große Umständlichkeit durchführen zu können, wenn man sich auf die 
schärfere Fassung (V’) des Aussonderungsaxioms beschränkt, ist es zweckmäßig, 
sich der folgenden Hilfssätze zu bedienen, für deren Beweis auf FRAENKEL [9] 
und Von NEUMANN [6] verwiesen werde. Während der erste dieser Sätze die 
Begriffe „alle“ und ‚es gibt‘ formalisiert, stellt der zweite, dessen Beweis 
natürlich das Ersetzungsaxiom nicht benutzt, einen in der allgemeinen Mengen- 
lehre ausreichenden Ersatz für dieses Axiom dar. 

Hilfssatz 1. Sind y, (x) und y, (x) gegebene Funktionen (vgl. S. 286) und 
ist M eine konstante Menge oder auch eine gegebene Funktion von x, so gehört 
zu jeder Menge m eine Teilmenge m (bzw. m) von m, die all die Elemente x von m 
und nur sie enthält, welche für jedes Element y von M (bzw. für irgendein Element 
y von M) der Relation y,(x) ex,(*) genügen. 

Hilfssatz 2. Ist M eine Menge und »(x) eine Funktion, so existiert die 
Menge, die aus M hervorgeht, falls jedes Element x von M durch die Menge (x) 
ersetzt wird. Hierbei ist ‚Funktion‘ nur im Sinne der Definition 4a—b zu ver- 


stehen. 


2. Axiomatische Theorie der Äquivalenz. Sind hiermit die Rechen- 
operationen mit Mengen ermöglicht, so bleibt vor allem noch 
übrig, die Theorie der Äguivalenz und die der Ordnung und Wohlordnung 
aus unserer Axiomatik heraus zu begründen. Dabei sollen nicht etwa 
neue undefinierte logische oder mathematische Grundbegriffe (wie die 
einer Funktion, einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung, einer Ord- 
nungsbeziehung von den auf S.125 angeführten Eigenschaften) einge- 
führt, sondern die notwendigen Begriffe aus unserer Axiomatik heraus 
allein mit deren Grundbegriffen ‚‚Menge‘“ und e entwickelt werden. Wir 
begnügen uns im folgenden damit, die Richtungen anzudeuten, in denen 
sich diese Überlegungen vollziehen. Die Einführung der Kardinal- 


1 Die Existenz der einzelnen Komplexe, die wir jetzt einfach als Mengen 
auffassen, muß freilich unserem nunmehrigen Standpunkt gemäß erst festgestellt 
werden. So bedurften wir noch des A. d. Auswahl, um die Existenz mindestens 
€ines Komplexes überhaupt zu sichern für den Fall, daß die Nullmenge kein Element 


von M ist. 
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zahlen, Ordnungstypen und Ordnungszahlen wird hierbei wegen der 
damit verbundenen grundsätzlichen Schwierigkeiten (vgl. S.58ff.) ge- 
wöhnlich vollständig vermieden; doch ist, wenn man das Ersetzungs- 
axiom zuhilfe nimmt, auch die Einführung der Ordnungszahlen und 
Alefs innerhalb der Axiomatik möglich !!. 

Zu einer Definition der Äguivalenz gelangt man durch folgende . 
Überlegung: Sind M und N zwei äquivalente elementefremde Mengen, . 
so läßt sich eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen ihren Ele- 
menten offenbar deuten als die Bildung einer Menge von Elemente- 
paaren {m, n}, deren einer Bestandteil m je ein Element von M dar- 
stellt, während der andere Bestandteil » stets der Menge N angehört; 
dabei ist es ausgeschlossen, daß in zwei verschiedenen Elementepaaren 
das nämliche Element m oder das nämliche Element » vorkommt, 
ein Umstand, in dem sich der umkehrbar eindeutige Charakter der Zu- 
ordnung ausdrückt. Man kann nun diesen Gedankengang umkehren 
und, wenn zwei elementefremde Mengen M und N gegeben sind, die 
Aufgabe stellen, eine Menge von Elementepaaren {m, n} von folgenden 
Eigenschaften zu bilden: 1. m durchläuft alle Elemente von M, n alle 
Elemente von N, so daß ein derartiges Paar Im, n} stets dem Produkt 
M-N als Element angehört; 2. in zwei verschiedenen Elementepaaren 
kommt niemals das nämliche Element aus M oder aus N vor. Ist diese 
Aufgabe lösbar, so liefert uns jede Lösung eine Abbildung zwischen M 
und N, diese beiden Mengen sind dann jedenfalls äquivalent; gibt es 
dagegen keine solche Menge von Elementepaaren, so existiert keine _ 
umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen von M und 
N, diese Mengen sind also nicht äquivalent. 

So gelangen wir zu der folgenden, rein auf unsere Axiomatik ge- 
gründeten 

Definition der Äquivalenz. Sind M und N elementefremde 
Mengen, so heißt M äquwivalent N, wenn das Produkt M » N mindestens 
eine Teilmenge D von der Art besitzt, daß jedes Element der Summe 
M + N in einem einzigen Element von ® auftritt. ® heißt eine Abbildung 
zwischen den Mengen M und N. 

Die Bildung einer derartigen Menge BD von Elementepaaren gestaltet sich 
auf Grund unserer Axiome folgendermaßen: Zunächst existiert nach S. 313 
und Axiom II das Produkt P=M-N, das alle Paare {m, n} von der ersten 
Eigenschaft enthält. Es handelt sich also um die Bestimmung einer Teilmenge 
von P, die noch die zweite der angeführten Eigenschaften besitzt; die 
Menge aller derartigen Teilmengen von P — d.h. aller derartigen Elemente von 
UP — ist eine durch jene zweite Eigenschaft völlig charakterisierte Teilmenge U, 


von UP, sie existiert also nach dem A. d. Aussonderung. Es sind nun zwei Fälle ., 
denkbar. Entweder ist U, = 0; dann gibt es keine Teilmenge von P mit der ge- 


I Übrigens liegt auch eine eigene, von der allgemeinen Begründung der 
Mengenlehre unabhängige Aziomatik der endlichen und unendlichen Kardinalzahlen 
vor (FRAENKEL [4]). Man vergleiche ferner Baer [4]. 
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wünschten Eigenschaft, eine Abbildung zwischen M und N ist also nicht herstell- 
bar, d.h. diese Mengen sind nicht äquivalent. Oder U, enthält gewisse Elemente, 
nämlich lauter Mengen von Paaren mit den beiden oben hervorgehobenen Eigen- 
schaften; dann stellt jedes Element von U, eine bestimmte Abbildung zwischen 
M und N her, wie auch umgekehrt alle möglichen Abbildungen zwischen M und 
N in U, vorkommen. Indiesem Fallnennt man die Mengen M und N äquivalent 
und jedes Element von U, eine Abbildung zwischen den äquivalenten Mengen. 


Auf Grund dieser Einführung des Äquivalenzbegriffs lassen sich 
weiterhin diejenigen Teile der allgemeinen Mengenlehre, die ohne den 
Ordnungsbegriff auskommen, ohne wesentliche grundsätzliche Schwie- 
rigkeiten entwickeln. Z.B. bestimmt eine gegebene Abbildung ® 
zwischen zwei äquivalenten elementefremden Mengen M und N eine 
Funktion p(x), die jedem Element x von M das ihm vermöge ® ent- 
sprechende Element (x) von N zuordnet und umgekehrt; in die Funk- 
tion o(x) geht natürlich die gegebene (konstante) Menge ® ein. Somit 
sind zwei elementefremde Mengen dann und nur dann äquivalent, wenn 
es eine Funktion gibt, die jedem Element der einen Menge umkehrbar 
eindeutig eines der anderen zuordnet; man ist so wieder bei der alten 
Definition der Äquivalenz von S. 16f. angelangt. Weiter läßt sich der Be- 
griff der Äquivalenz durch Zwischenschaltung einer geeigneten dritten 
Hilfsmenge auch auf nicht elemeniefremde Mengen übertragen und ferner- 
hin die vielfach störende Bedingung der Elementefremdheit ganz all- 
gemein aus dem Wege räumen durch den Beweis des Satzes: Zu einer 
gegebenen Menge M, deren Elemente untereinander nicht elemente- 
fremd zu sein brauchen, läßt sich stets eine zu M äquivalente Menge M 
von folgender Eigenschaft angeben: je zwei durch eine gewisse. Ab- 
bildung zwischen M und M einander zugeordnete Elemente beider 
Mengen sind einander äquivalent und die Elemente von M sind überdies 
untereinander paarweise elementefremd. Oder kürzer: zu einer beliebigen 
Menge M läßt sich stets eine äquivalente Menge von bezüglich äqui- 
valenten fremden Elementen angeben. 

Dieser Satz gestattet u.a. das allgemeine Auswahlprinzip abzuleiten, 
d.h. sich im Axiom der Auswahl (S.283) von der Voraussetzung der Ele- 
mentefremdheit frei zu machen, die zuweilen — so beim Beispiel auf 
5.299. — Unbequemlichkeiten verursacht; man kann nämlich nach dem 
vorigen Satz zu einer Hilfsmenge mit paarweise elementefremden Ele- 
menten übergehen und eine der Auswahlmengen der Hilfsmenge, wie solche 
nach dem Auswahlaxiom existieren, als eine Vorschrift auffassen, die 
jedem Element der gegebenen Menge ein darin enthaltenes Element 
(nämlich das Bild des betreffenden Elementes aus der Auswahlmenge 
der Hilfsmenge) als ‚ausgezeichnetes‘ zuordnet. 

Von den übrigen aus den Axiomen folgenden Sätzen der Äqui- 
valenztheorie, zu denen namentlich auch die die Größenordnung der 
Kardinalzahlen betreffenden (mit Ausnahme des Vergleichbarkeits- 
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satzes) gehören, werde nur noch der Satz von CAnTOR hervorgehoben, 
wonach die Potenzmenge UM einer beliebigen Menge M stets von 
größerer Mächtigkeit ist als M selbst (S. 67). Im übrigen sei hinsicht- 
lich der Durchführung der Äquivalenztheorie im axiomatischen Gewand 
auf ZERMELO [3] und FRAENKEL [8] verwiesen. 


3. Axiomatische Theorie der Ordnung. Auch der Begriff der 
Ordnung in einer Menge und damit der der geordneten Menge läßt 
sich, ohne Zuhilfenahme einer besonderen Ordnungsrelation wie in 
$ 9, rein mittels der Grundbegriffe unseres Axiomensystems ent- 
wickeln!. 

Um zu einer axiomatischen Begriffsbestimmung der Ordnung zu 
gelangen, gehen wir zunächst einmal von einer geordneten Menge m 
im gewöhnlich üblichen Sinne aus und verstehen wieder wie auf S. 168 
unter einem Anfangsstück von m jede (von selbst wiederum entsprechend 
geordnete) Teilmenge von m, die gleichzeitig mit einem beliebigen in 
ihr vorkommenden Element a von m stets auch all diejenigen Elemente 
von m enthält, die vermöge der Ordnung von m vor a stehen. Auch 
die Nullmenge ist hiernach als Anfangsstück aufzufassen. Dann 
besitzt die zunächst wiederum ganz naiv gebildete Menge A aller 
Anfangsstücke der geordneten Menge m die folgenden vier Eigen- 
schaften?, wie unmittelbar einleuchtet und auch nicht schwer streng 
zu beweisen ist: 

I. Von je zwei beliebigen Elementen von A (d.h. beliebigen An- 
fangsstücken von m) ist (mindestens) eines eine Teilmenge des andern 
(nämlich das ‚früher endende‘ Anfangsstück) ; 

II. sind a und 5 zwei beliebige verschiedene Elemente von m, so 
gibt es mindestens ein Element von A (d.h. ein Anfangsstück von m), 
das ein einziges der beiden Elemente a und b enthält (wenn in m 
das Element 5b auf a nachfolgt, so ist z. B. das Anfangsstück, das a 
und alle vorangehenden Elemente von m enthält, von der gewünsch- 
ten Art); ; 

III. ist A, eine beliebige Menge von Anfangsstücken von m (also 
eine Teilmenge von A), so sind sowohl die Vereinigungsmenge SA, 
wie auch der Durchschnitt aller Elemente von A, wiederum Anfangs- 
stücke von m, somit Elemente von A; 

IV. die Nullmenge und die Menge m selbst sind Elemente von A. 

Umgekehrt sind diese vier Eigenschaften für die Menge aller An- 
fangsstücke von m im wesentlichen charakteristisch, d.h. eine Menge 
von Teilmengen der geordneten Menge m, die diese Eigenschaften be- . 


! Siehe HESSEnBERG [3], Kap. 28, und [10], S.74; Coms£Bıac[l]; Kura-- 
TOWSKI[l]; FRAENKEL[9]; vgl. auch MIRIMANOFF [2] sowie SIERPINSKI [3]. 


2 Der Kenner vergleiche zu ihnen die allgemeineren Umgebungsaxiome (Haus- 
DORFF [3], S. 213). 
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sitzt, ist notwendig mit A (oder mit der entsprechenden Menge aller 
Endstücke von m) identisch. 

Es ist bequem einen kurzen Ausdruck für die erste Eigenschaft 
zu prägen, nach der alle Anfangsstücke sich ihrem Umfange nach in 
eine Richtung ständigen Zu- oder Abnehmens bringen lassen; mit einer 
in der Mathematik vielfach analog gebrauchten Bezeichnung nennen 
wir eine Menge von Teilmengen der (geordneten oder auch ungeordneten) 
Menge m monoton, wenn sie die Eigenschaft I besitzt (vgl. S. 206). 

Wie KURATOWSKI a. a. O. hervorgehoben hat, lassen sich die Eigen: 
schaften II—IV weit kürzer und begrifflich einfacher durch die ein- 
zige Tatsache ausdrücken, daß die Menge A eine größtmögliche mono- 
tone Menge von Teilmengen der geordneten Menge m ist; mit anderen 
Worten: daß man der Menge A keine weitere Teilmenge von m als 
Element hinzufügen kann, ohne die Eigenschaft I anzutasten. Jede mono- 
tone Menge von Teilmengen der geordneten Menge m, die in diesem 
Sinne so umfassend wie überhaupt möglich gewählt ist, besitzt also von 
selbst die Eigenschaften II—IV und fällt demnach mit A (oder mit 
der gleichwertigen Menge aller Endstücke von m) zusammen. 

Die bisherige Betrachtung, bei der wir von einer geordneten Menge 
ausgingen, war nur dazu bestimmt, uns den Weg zu weisen zu einer 
axiomatischen Begriffsbestimmung der Ordnung in ungeordneten Mengen, 
wie solche allein in unserer Axiomatik auftreten. Wir verstehen also 
nunmehr unter m eine Menge im Sinne unseres Axiomensystems und 
setzen fest: 

Definition der Ordnung. Eine Menge m heißt ordnungs- 
fähig, wenn es eine monotone Teilmenge M der Potenzmenge Um von 
größtmöglichem Umfange gibt, oder schärfer: wenn es eine Menge M, deren 
Elemente Teilmengen von m sind, von folgenden beiden Eigenschaften 
gibt: 

I’. von je zwei Elementen von M ist mindestens Eines eine Teilmenge 
des anderen; 

II’. falls M eine Teilmenge einer die Eigenschaft U’ besitzenden Teil- 
menge M von Um ist, so gilt M=M. 

Eine Menge M mit diesen Eigenschaften wird als eine die Menge m 
ordnende Menge bezeichnet. 

Um von einer solchen ordnenden Menge M zu einer Ordnung von 
m im üblichen Sinne, also zur Definition einer zwischen je zwei Ele- 
menten von m bestehenden Ordnungsrelation zu gelangen, hat man 


1 Man könnte von vornherein statt der Anfangsstücke von m ebensogut die 
Endstücke oder ‚‚Reste‘‘ bevorzugen, wie dies in der Tatin den vorhin angegebenen 
Schriften geschieht. Indes ist für die Theorie der Wohlordnung die vorstehende 
Begriffsbildung praktischer, letzten Endes deshalb, weil ja auch die Definition 
der wohlgeordneten Mengen selbst eine Bevorzugung der Anfangsstücke bedeutet 
(vgl. S. 180). 
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vor allem zu zeigen, daß aus den Eigenschaften I’ und II” von selbst die 
vorher angeführte Eigenschaft II (S. 316) folgt. Ist dieser Beweis geführt, 
so gibt es, wenn a und b zwei beliebige Elemente von m sind, mindestens 
ein Element von M, das ein einziges von beiden, etwa a, als Element 
enthält; wie aus I’ unmittelbar folgt, gibt es dann unter den Elementen 
von M keines, das nur db, nicht aber a als Element enthielte. Unter 
diesen Umständen wird, wie es nach dem Beginn dieser Überlegung 
nahe liegt, a < b (‚a vor b‘‘) gesetzt!, womit also von selbst b S a (und 
übrigens auch die Relation a < a) ausgeschlossen wird. Man überzeugt 
sich leicht, daß hiernach aus a 3b und db <c, woa, b, c Elemente der 
durch M geordneten Menge m bedeuten, stets a < c folgt. Nach S. 125 
ist also die hiermit definierte Beziehung oder Relation < eine Ordnungs- 
relation, durch deren Einführung die Menge m zu einer im üblichen 
Sinne geordneten Menge wird. Jede m ordnende Menge M bestimmt 
demnach eindeutig eine geordnete Menge im gewöhnlichen Sinne, die 
dieselben Elemente wie m enthält, und diese Aussage läßt sich auch 
umkehren. 

Schon hieraus erhellt, daß es zu einer ordnungsfähigen Menge m 
im allgemeinen nicht nur eine, sondern verschiedene ordnende Mengen M 
geben wird (zu einer unendlichen Menge m sogar unendlichviele ver- 
schiedene). Infolge der umkehrbar eindeutigen Korrespondenz gehören 
nämlich zu verschiedenen Ordnungen von m im gewöhnlichen Sinn, 
wie sie nach S.123 regelmäßig vorhanden sind, auch verschiedene ord- 
nende Mengen M, die jeweils der Menge aller Anfangsstücke bei einer 
jeden Ordnung von m entsprechen. 

Als ein Beispiel für diese axiomatische Theorie der Ordnung diene 
die Menge m aller Punkte einer beiderseits begrenzten, etwa von links 
nach rechts verlaufenden geradlinigen Strecke einschließlich ihrer End- 
punkte. M sei die Menge aller Teilstrecken, die von beliebigen Punkten 
der Strecke bis zu deren linkem Endpunkte reichen, wobei sowohl die 
Fälle zu rechnen sind, in denen der beliebig gewählte rechtsseitige 
Endpunkt der Teilstrecke mit zur Teilstrecke gerechnet wird, als auch 
die Fälle, wo dieser fortbleibt (wo also die Teilstrecke nur linksseitig 
mit Endpunkt versehen, rechts aber ‚offen‘ ist); jede Strecke 
wird dabei als die Menge aller ihrer Punkte aufgefaßt. Sind dann a 
und 5 zwei beliebige Punkte der ganzen Strecke und ist etwa a links 
von b gelegen, so gibt es mindestens ein Element von M, das a, nicht 
aber b als Element enthält; z. B. die Teilstrecke, die a und alle links 
davon gelegenen Punkte der Strecke enthält. Nach unserer Festsetzung 
ist also a3 b; M definiert somit die geordnete Menge aller Punkte 
der Strecke in der Reihenfolge von links nach rechts. 


! In dieser Festsetzung kommt die in der vorigen Fußnote erwähnte Will- 
kür zum Ausdruck. Man könnte unter den angeführten Umständen natürlich 
ebensogut „b vor ua‘ festsetzen. 
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Ein wesentlich anderer Weg zur Einführung des Ordnungsbegriffs (vgl. Haus- 
DORFF [4], S. 15 und 42) geht vom Begriff des geordneten Paares (vgl. S. 126) aus, 
gründet auf ihn definitorisch den der eindeutigen Funktion und führt mit dessen 
Hilfe dann die Ordnungsrelation ein. 


Die Theorie der geordneten Mengen läßt sich auf dieser Grundlage 
unter bloßer Benutzung unserer Axiome vollständig entwickeln; für 
die Durchführung ist auf FRAENKEL [9] und die in Vorbereitung be- 
findliche Fortsetzung dieses Aufsatzes, die die Theorie der Wohlordnung 
behandeln soll, zu verweisen. Natürlich muß hierbei auch der Begriff 
der wohlgeordneten Menge auf die Relation e zurückgeführt werden. 
Die verschärfte Fassung V’ des Aussonderungsaxioms sowie die Hilfs- 
sätze 1 und 2 von S.313 leisten bei der Durchführung wesentliche 
Dienste. Entsprechend wie in der Äquıvalenztheorie existiert auch hier 
zu je zwei (elementefremden) geordneten Mengen die Menge aller ähn- 
lichen Abbildungen zwischen ihnen; je nachdem diese Menge gleich 0 ist 
oder nicht, heißen die beiden Mengen einander ‚‚nicht ähnlich‘ oder 
„ähnlich“. Was das Axiom der Ersetzung betrifft (S. 309), so ist es 
bemerkenswerterweise auch für die allgemeine Theorie der Ordnung 
und Wohlordnung nicht erforderlich, in der man den Begriff des Ord- 
nungstypus bzw. der Ordnungszahl ebenso ausschalten kann! wie in der 
Äquivalenztheorie den Begriff der Kardinalzahl. Die allgemeine Mengen- 
lehre kann in ihrem ganzen Umfang aus den Axiomen I—VI hergeleitet 
werden. Wenn man dagegen die Ordnungszahlen in die axiomatisierte 
Mengenlehre einführen will?, so ist dazu (wenigstens für die existen- 
tialen Sätze) das Axiom der Ersetzung ganz unentbehrlich, und zwar 
unter der gleichzeitigen Erweiterung des Funktionsbegriffs, wie sie in 
Definition 4c (S. 309) angegeben ist; gewisse unter diesen Ordnungs- 
zahlen, nämlich die Anfangszahlen (S. 192), kann man weiterhin als 
Alefs einführen und so direkt ‚„Kardinalzahlen‘ herstellen. Die Be- 
deutung des Ersetzungsaxioms wird durch diese seine Notwendigkeit 
zur Konstruktion relativ einfacher Ordnungszahlen noch klarer beleuch- 
tet als durch das Bedürfnis, es zur Bildung gewisser äußerst umfassen- 
der Mengen heranzuziehen. 


In diesem Zusammenhang liegt die folgende Frage nahe. Der Wohlordnungs- 
satz (S. 195), dessen Beweis in ZERMELO [2] bereits eine im wesentlichen axiomati- 
sierte Form zeigt (vgl. auch VIELER [1]), behauptet, daß eine beliebige (ungeordnete) 
Menge sogar auf die spezielle Art einer Wohlordnung, um so mehr also überhaupt 
irgendwie geordnet werden kann. Gemäß der vorstehenden Definition der Ord- 
nung heißt das genauer: zu jeder Menge m existiert eine ordnende Menge M, 
im Sinn der Axiomatik verstanden, d.h. die (jedenfalls existierende, aber a priori 


1 Eine generelle Methode zur Vermeidung der unendlichen Ordnungszahlen 
gibt KuraTtowski [2]. 

2 Siehe von NEuMmaAnn [1] und [6]; vgl. auch [2] und [4]. Eine für sich 
stehende axiomatische Einführung der Ordnungszahlen skizziert TArsKI [5]; vgl. 
dazu LiNDEnBAUM-TAaRskI [1], $4. 
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möglicherweise auf 0 zusammenschrumpfende) Menge aller möglichen ordnenden 
Mengen von m ist stets von O verschieden. Diese Aussage („Ordnungssatz‘‘), wonach 
jede Menge überhaupt ordnungsfähig ist, mag nicht nur um ihres allgemeineren 
Charakters willen, sondern auch an Hand konkreter Beispiele als schwächer im Ver- 
gleich zum Wohlordnungssatz erscheinen; z. B. ist für das Kontinuum, dessen Wohl- 
ordnung so außerordentlichen Schwierigkeiten begegnet, ohne weiteres eine Ord- 
nung. angebbar (Ordnung der reellen Zahlen der Größe nach, der Punkte einer 
Strecke in einer der Richtungen dieser Strecke). | 

Der Beweis des Wohlordnungssatzes beruht nun auf dem Auswahlaxiom 
als unentbehrlichem Hilfsmittel (vgl. S. 299£.); übrigens ist das Auswahl- 
axiom auch sonst, wie für die Mengenlehre überhaupt, so im besonderen für 
die Theorie der geordneten Mengen erforderlich, z. B. schon zur Ermög- 
lichung des Rechnens mit. Ordnungstypen bzw. Ordnungszahlen (vgl. S. 297). 
Auf der anderen Seite läßt sich bei völligem Verzicht auf das Auswahlaxiom 
mittels der übrigen Axiome jedenfalls auch der Ordnungssatz nicht beweisen. 
Das folgt unmittelbar (vgl. FRAENKEL [12]) aus dem Beweis für die Unabhängigkeit 
schon des engsten Spezialfalls des Auswahlaxioms (Ausgangsmenge M enthält 
nur endliche Mengen als Elemente, z.B. nur abzählbar unendlichviele Paare, 
vgl. S.345f.), da eine etwaige Ordnung der Vereinigungsmenge ©M gleichzeitig sämt- 
lichen Elementen von M eine Ordnung — und daher, da diese Elemente alle end- 
lich sind, sogar eine Wohlordnung; vgl. S. 176 — aufprägen würde und da somit 
bei Voraussetzung des ÖOrdnungssatzes schon auf Grund des Aussonderungs- 
axioms die Existenz einer Auswahlmenge von M folgte (z. B. der Menge, die aus 
jedem der Elemente von M das erste Element enthält). Unter diesen Umständen 
erheben sich die (noch der Beantwortung harrenden) Fragen, erstens ob sich der 
Ordnungssatz vielleicht mittels einer schwächeren Forderung als der des Aus- 
wahlaxioms beweisen bzw. sich selbst als eine derartige schwächere Forderung 
auffassen läßt, zweitens in welchem Ausmaß sich zutreffendenfalls durch ein 
derart abgeschwächtes Axiomensystem die Methoden der CanTorschen Mengen- 
lehre noch sichern lassen, drittens ob der soeben erwähnte Spezialfall des Auswahl- 
axioms, der seinerseits aus dem Ordnungssatz folgt, etwa auch umgekehrt die 
Herleitung des Ordnungssatzes gestattet und somit mit diesem gleichwertig ist. 
Sollte sich das allgemeine Auswahlaxiom aus dem Ordnungssatz folgern lassen, 
was freilich nicht eben wahrscheinlich ist, so könnte es für manche Zwecke vorteil- 
haft sein, beim systematischen Aufbau der Mengenlehre den Ordnungssatz .an die 
Stelle des Auswahlprinzips treten zu lassen. 


4. Die endlichen und die abzählbar unendlichen Mengen. Ist bis- 
her von der allgemeinen Mengenlehre die Rede gewesen, so werde jetzt 
noch die Herleitung der beiden wichtigsten sheziellen Klassen von 
Mengen aus den Axiomen wenigstens andeutungsweise berührt. 

Für die Theorie der endlichen Mengen im axiomatischen Gewand 
liegt an sich die Forderung nahe, auf den Gebrauch der Axiome VI 
und VII ganz zu verzichten. Für das Axiom des Unendlichen (VII), 
das eine über das Endliche hinausgehende Forderung enthält, bietet 
ein solcher Verzicht angesichts seines Charakters als spezielles Axiom 
keine wesentlichen Schwierigkeiten. Obgleich das Auswahlaxiom (VI) 
für eine endliche Ausgangsmenge mittels vollständiger Induktion 
— also innerhalb einer Theorie der endlichen Mengen — nach S. 288f. 
beweisbar wird, begegnet doch der Aufbau dieser Theorie ohne Aus- 
wahlaxiom gewissen Hindernissen, und zwar je nach der Definition 
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der Endlichkeit, die an die Spitze der Theorie gestellt wird (vgl. S. 182). 
Z.B. ist ein so einfacher Satz wie der der elementaren Kombinatorik 
angehörige „die Potenzmenge einer endlichen Menge ist wieder end- 
lich“ ohne Auswahlaxiom anscheinend nicht beweisbar, wenn man 
mit DEDEKIND unter einer endlichen Menge eine ‚keiner eigentlichen 
Teilmenge von sich äquivalente‘“ Menge versteht; ja sogar unter Her- 
anziehung des Auswahlaxioms ist, wie es scheint, der Umweg über die 
vollständige Induktion explizit oder implizit nicht zu vermeiden. Bei 
manchen anderen Ausgangsdefinitionen wiederum ist es leicht, ohne 
Auswahlaxiom zur vollständigen Induktion und damit zum Schlüssel 
der ganzen Theorie zu gelangen, insbesondere auch zur Tatsache der 
— und zwar im wesentlichen eindeutigen — Ordnungsfähigkeit jeder 
endlichen Menge (vgl. S.123). Für die Einzelheiten werde auf ZERMELO 
[4], TArskı [4] und FRAENKEL [10] (S. 141—147) verwiesen. 


Man kann freilich grundsätzliche Bedenken dagegen vorbringen, daß 
man die Begründung der Theorie der endlichen Mengen und natür- 
lichen Zahlen so auf die allgemeine Mengenlehre? zurückführt, also das 
Endliche dem Unendlichen als das Speziellere und etwa gar als das 
logisch Kompliziertere unterordnet?. Die Einwürfe hiergegen sind 
wesentlich dieselben, wie sie gegen einen Widerspruchslosigkeitsbeweis 
für die Zahlenlehre im Sinne HILBERTS a priori erhoben werden 
(vgl. S. 378): ohne den allgemeinen Begriff der natürlichen Zahl schon 
vorauszusetzen, könne man einen ‚(auch axiomatischen) Aufbau der 
Mengenlehre nicht liefern, das Verfahren gestalte sich somit zirkelhaft. 
Ähnlich wie dort, wenn auch vielleicht nicht mit ganz dem gleichen 
Gewicht, läßt sich darauf entgegnen, die innerhalb der Mengenlehre zu 
begründenden „formalen“ Zahlen seien nicht dieselben wie die 
„inhaltlichen‘‘ beim Aufbau vorausgesetzten, und da sich die eigent- 
liche Mathematik nur mit ersteren zu beschäftigen habe, so brauche 
man sich um das — grundsätzlich vielleicht höchst undurchsichtige — 
Verhältnis dieser beiden Zahlenarten gar nicht weiter zu kümmern. 
Übrigens müssen auch für den Standpunkt, der in einer „Begrün- 
dung“ der Zahlenlehre von der allgemeinen Mengenlehre her ein 
zirkelhaftes Verfahren erblickt, die einschlägigen Betrachtungen 
nicht bedeutungslos sein; sie gliedern dann die schon anderweitig‘ 
begründete Zahlenlehre dem allgemeineren Zusammenhang der Mengen- 
lehre nachträglich ein. 


1 Enthält nämlich die Ausgangsmenge n Elemente, so hat die Potenzmenge 
deren. 22.7. Vgl: .S.107. 

2 Die Begründung der Zahlenlehre mittels der Theorie spezieller, nämlich 
eben der ‚endlichen‘ Mengen, wie sie z. B. auch in dem verbreiteten Lehrbuch 
WEBER-EPSTEIN [1] durchgeführt wird, braucht vom obigen Bedenken über- 
haupt nicht berührt zu werden. 

3 Zur Geschichte dieser Auffassung vergleiche man etwa Weyı [7], S.38. 


Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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Von der bisher betrachteten logisch-mathematischen Seite des Pro- 
blems ist natürlich die psychologisch-didaktische scharf zu scheiden; 
vgl. hierfür den Schluß von $ 11. 

Was im besonderen die axiomatische Beleuchtung des hier vorliegenden Pro- 
blems betrifft, so ist es namentlich das Axiom der Aussonderung, das sowohl in 
seiner ursprünglichen loseren wie in der verschärften Form (unter Verwendung der 
Funktionen) den Zahlbegriff in erheblichem Maß in sich birgt (vgl. S. 287 unten); 
das steht im Einklang mit der Tatsache (S. 325 ff.), wonach dieses Axiom, 
aus dem das Axiom der Potenzmenge erst seine wahre Bedeutung schöpft, im 
Mittelpunkt des ganzen Axiomensystems steht. In der Tat dürfte es bei einer in 
der ganzen Anlage nicht grundsätzlich andersartigen Axiomatik ganz unvermeid- 
lich sein, zwecks hinreichender Freiheit in der Mengenbildung axiomatisch einen 
Prozeß einzuführen, in den das induktive Moment eingeht, oder m.a. W. der ab- 
zählbar unendlich viele ‚‚Zählaussagen‘“ (vgl. S. 333) in sich umfaßt. Diese wie auch 
andere Erwägungen (vgl. z. B. SkotLem [3], Nr. 7) mögen die Überzeugung nahe- 
legen, daß es systematisch vorzuziehen oder sogar unvermeidlich sei, die natür- 
lichen Zahlen unabhängig von der allgemeinen Mengenlehre einzuführen und sie 
bei der Axiomatisierung der Mengenlehre bereits vorauszusetzen. 


. Was schließlich die axiomatische Theorie der abzählbar unendlichen 
Mengen betrifft, so ist für sie der Grund gelegt durch Axiom VII und 
die daran anschließende Sicherung der Menge Z, d.h. der ‚„Zahlen- 
reihe‘ (S. 308). Für die grundsätzlich einfachen hieran anknüpfenden 
Überlegungen ist auf die auf S. 316 oben und 319 angegebenen Auf- 
sätze sowie noch auf VIELER [1] (IV. Kapitel) zu verweisen. 


5. Der Fortfall der Antinomien. Die Tragweite unserer Axiome und 
der Weg von ihnen zur CAnTorschen Mengenlehre wird mit den vor- 
angehenden Bemerkungen hinlänglich angedeutet sein. Nicht minder 
bedeutsam als dieser positive Ertrag des Axiomensystems ist aber der 
negative, nämlich die Tatsache, daß die paradoxen Mengen, von denen 
im $ 13 die Rede war, mittels unseres Axiomensystems nicht zu bilden 
sind, und daß somit die Antinomien automatisch fortfallen. 

Vor allem ist die Bildung der mit logischen Antinomien behafteten 
Mengen, nämlich der allzu umfassenden Mengen (Antinomien von 
BURALI-FORTI, RUSSELL usw.), durch unsere Axiome ausgeschlossen. 
Denn diese gestatten beim Ausgang von einer oder mehreren gegebenen 
Mengen (nämlich im wesentlichen von der Nullmenge und der aus 
Axiom VII sich ergebenden Menge Z,) nur entweder die Bildung be- 
schränkterer Mengen durch Aussonderung ‚bzw. Auswahl, oder die 
Bildung von Mengen, die nur in einem quantitativ und qualitativ 
scharf umschriebenen Sinne relativ ‚umfassender‘ sind, durch Paarung, 
Vereinigung, Potenzierung usw. Namentlich können durch eine sinn- 
volle Eigenschaft wie z.B. ‚nicht Element von sich selbst sein‘‘ oder 
„eine Ordnungszahl sein‘ Mengen nicht independent (unabhängig), 
sozusagen aus dem „All“ definiert werden wie die paradoxen Mengen, 
sondern nur auf dem Weg der Einschränkung aus schon bekannten 
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Mengen. Sind also Mengen wie die aller sich nicht enthaltenden Men- 
gen, aller Ordnungszahlen, aller Dinge gewisser Art nicht von vorn- 
herein gegeben, so kann auch nicht vermöge der Axiome auf ihre Exi- 
stenz geschlossen werden. Umgekehrt lassen sich vielmehr die bei ge- 
wissen Antinomien auftretenden Gedankengänge benutzen, um po- 
sitiv die Nichtexistenz der betreffenden paradoxen Mengen aus den 
Axiomen zu folgern. So kann man z.B. zu jeder Menge m auf ähn- 
lichem Weg wie auf 5.211 eine Teilmenge m, nachweisen, die nicht 
Element von m ist (z. B. die Menge m, aller der Elemente von m, die 
sich selbst nicht als Elemente enthalten); eine Menge, die alle existie- 
renden Mengen als Elemente enthält, kann es daher nicht geben. 
j Aus einem anderen Grund sind paradoxe Mengen von der bei den 
epistemologischen Antinomien geschilderten Art in unserer Axiomatik 
nicht zu befürchten, wie z. B. die Menge aller mit weniger als tausend 
Zeichen definierbaren natürlichen Zahlen (S. 214). Hier ist die Ausgangs- 
menge, nämlich die Menge aller natürlichen Zahlen (oder eine ihr gleich- 
wertige Menge), jedenfalls rechtmäßig, somit als deren Teilmenge die 
fragliche paradoxe Menge anscheinend durch das A. d. Aussonderung 
gesichert. In Wirklichkeit ist indes die unsere Teilmenge charakte- 
risierende Eigenschaft, nämlich die Definierbarkeit durch weniger als 
tausend Zeichen, nicht von der präzisen Art, wie sie für das A. d. Aus- 
sonderung erforderlich ist: die Eigenschaft, durch eine bestimmte 
Anzahl von Zeichen sich definieren zu lassen, ist in dieser Unbestimmt- 
heit für die natürlichen Zahlen nicht sinnvoll (vgl. S. 215); erst recht 
läßt sie sich nicht mittels des auf S. 286 eingeführten Funktions- 
begriffs ausdrücken. Damit entfällt die Möglichkeit, der betrachteten 
paradoxen Menge oder einer ähnlichen die Existenz zu sichern. Unsere 
Axiomatik erreicht also wirklich ihr Ziel: alle rechtmäßigen Mengen der 
CANTORschen Mengenlehre, nicht aber die bisher bekanntgewordenen 
anstößigen Mengen zu liefern. 

Freilich sagen ja die Axiome eigentlich nur aus, welche Mengen 
unter allen Umständen existieren sollen, ohne die etwaige Existenz 
noch weiterer Mengen von vornherein auszuschließen (vgl. S.354f.). Für 
die antinomischen Mengen wird diese offen gebliebene Möglichkeit 
gerade durch den mit ihnen verknüpften Widerspruch abgeschnitten, 
der sich stets auf die Form bringen läßt, daß zwei Relationen der Form 
aeb und a& b gleichzeitig bestehen sollten. Im Gegensatz zur naiven 
Mengenlehre, wo die Definition des Mengenbegriffs auf derart anti- 
nomische Mengen zu führen scheint, liegt nach dem Gesagten in den 
Axiomen keine Handhabe vor, um widerspruchsvollen Mengen wenig- 
stens der bisher bekannten Arten eine scheinbare Existenzsicherung 
zu geben. Man braucht also, solange man sich auf die Axiome stützt, 
nicht zu: befürchten, es möchten sich von ungefähr derartige Mengen 
eingeschlichen haben. 
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Die Möglichkeit, daß etwa neue Antinomien von bisher nicht be- 
kannter Struktur innerhalb der axiomatisch begründeten Mengenlehre 
auftreten könnten, wird noch weiterhin zu erörtern sein (vgl. die 
übernächste Nummer und namentlich S. 362 ff.). 


Beim Vergleich der Axiomatik mit den Principia Mathematica, die 
ja gleichfalls unter Wahrung des mengentheoretischen Besitzstandes . 
die Antinomien ausschließen, wird man übrigens einen zwar nicht sach- 
lichen, aber zum mindesten psychologischen Nachteil der Axiomatik 
nicht übersehen können: RUSSELL erreicht den Ausschluß der Anti- 
nomien durch die einheitliche und in gewissem Sinn auch einsichtige 
Forderung, daß eine Menge nur Elemente von logisch gleichartigem 
Gepräge (Typus) enthalten dürfe; die Umfangsbeschränkungen hin- . 
gegen, die der Mengenbegriff durch die Axiomatik (namentlich bei Hin- 
zunahme eines Beschränktheitsaxioms, siehe S. 355) erleidet, werden 
durch eine Reihe verschiedener und bis zu einem gewissen Grad will- 
kürlicher Forderungen erzielt, die sich wesentlich nur durch ihre Brauch- 
barkeit legitimieren. Dafür ist sachlich RusseLLs System einstweilen 
durch das Reduzibilitätsaxiom belastet. 


6. Die nicht-prädikativen Verfahren innerhalb der Axiomatik. 
Die Bedenken, die aus dem anscheinend zirkelhaften Charakter der 
nicht-prädikativen Begriffsbildungen erwachsen (S. 248 ff.), waren zwar 
auf Grund der Typentheorie RusseLts fortgefallen (S. 254 ff.). Innerhalb 
unserer Axiomatik aber, die ohne mathematische Typentheorie durch- 
kommen will, schon um sich nicht den Fährlichkeiten des Reduzi- 
bilitätsaxioms (S. 260) aussetzen zu müssen, sind wir wieder vor die 
Notwendigkeit nicht-prädikativer Verfahren gestellt, wie dies an einem 
charakteristischen Fall auf S.288 ausdrücklich betont wurde; wir 
stehen also erneut vor der Frage nach der Rechtmäßigkeit solcher 
Verfahren. 


Indes bedeutet neben der Ehrenrettung, die ZERMELO (vgl. S.250£.) 
für die Verwendung des nicht-prädikativen Verfahrens in vielen Fällen 
gibt, gerade die axiomatische Auffassung auch in dieser Beziehung eine 
wirksame Verteidigung der üblich und nützlich gewordenen Schluß- 
weisen. Man mag sich die Legitimierung der nicht-prädikativen Defi- 
nitionen durch die Axiomatik cum grano salis veranschaulichen am 
Bilde eines unauflösbar verwickelten Bindfadenknäuels, in dem kein 
offenes Ende zu entdecken ist, von welchem aus die Auflösung des 
Knäuels mit Erfolg in Angriff zu nehmen wäre. Das Knäuel konstruk- 
tiv zu entwirren und dann alle seine Teile von einem Anfang aus 
fortlaufend zu verfolgen, mag also untunlich sein; dennoch ist unter 
Umständen eine Schilderung all seiner Bestandteile und damit eine 
hinreichende Beschreibung des Knäuels in der Weise möglich, daß man 
alle Verknüpfungen der verschiedenen Teilchen in sämtlichen Knoten 
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aufzählt, d.h. daß eine vollständige Beschreibung aller gegenseitigen 
Beziehungen der einzelnen Bindfadenstückchen gegeben wird. Ent- 
sprechend können nicht-prädikativ definierte Begriffe zwar eben diesem 
Charakter gemäß nicht konstruktiv hergestellt, aber in ihren Relationen 
zu allen anderen vorkommenden Begriffen vollständig beschrieben und 
so von anderen unterschieden werden. Man kann (vom nicht-intuitio- 
nistischen Standpunkt aus) sehr wohl Begriffe anerkennen, die in dieser 
Weise festgelegt sind, braucht also keineswegs die nicht-prädikativen 
Definitionen in Bausch und Bogen zu verwerfen; ja man darf dies allem 
Anschein nach gar nicht tun, will man sich nicht viele der fruchtbarsten 
und schönsten Gebiete der Mathematik von vornherein versperren, 
nämlich all die vom Kontinuum und von den meisten überabzählbar 
unendlichen Mengen abhängigen (vgl. S. 253). 


Dennoch behalten hiermit die Argumente PoIncAREs gegen die 
nicht-prädikativen Verfahren eine bestimmte bleibende Bedeutung, auch 
wenn man, über seinen Standpunkt hinwegschreitend, derartige Be- 
griffsbildungen im axiomatischen Sinn zuläßt und die allgemeine 
Mengenlehre einschließlich des Überabzählbaren und der Potenzmenge 
als rechtmäßig ansieht: der Vorzug der Konstruierbarkeit bleibt den 
nicht-prädikativen Verfahren und den von ihnen abhängigen Teilen der 
Analysis und Mengenlehre versagt. 


7. Axiomatik und Intuitionismus. Verschiedenheit der Auffassung 
über das Wesen der mathematischen Objekte. Scheint so, mit den 
Augen des Axiomatikers betrachtet, die axiomatische Methode gerade 
geeignet, PoOINCAREs Bedenken hinsichtlich der nicht-prädikativen Ver- 
fahren zu entkräften, so wird doch die Sachlage wesentlich anders, wenn 
man sich auf den Boden der sozusagen allgemein-philosophischen 
Grundeinstellung PoıncAr£s und anderer Intuitionisten stellt (vgl. 
z. B. auch ENRIQUES [2] und Lusın [2], S. 73). Von einem solchen Stand- 
punkt aus hat die axiomatische Begründung der Mengenlehre allerdings 
eine recht fragwürdige Bedeutung; nicht einmal ihr Erfolg in der Be- 
kämpfung der Antinomien erscheint dann als durchschlagend, und 
zwar selbst für einen Beurteiler, der wie PoıncARE den Wert der 
axiomatischen Methode an sich (namentlich zur impliziten Fest- 
legung von nicht direkt definierbaren Begriffen) noch durchaus an- 
erkennt (vgl. PomncArk [6], S. 152). Es ist nämlich, auch soweit 
nicht gerade Anwendungen der Axiome in nicht-prädikativem Sinne 
erforderlich sind, immer im Grunde der intwitive Mengenbegriff CAN- 
TORS, der auch innerhalb der Axiomatik das A. d. Aussonderung und 
demgemäß auch das A. d. Potenzmenge überhaupt erst sinnvoll macht, 
und diese beiden sind ja gerade die entscheidenden Axiome. Es ist 
vielleicht nicht überflüssig, diesen Punkt (gleichzeitig in Ergänzung 
der auf S. 233 zitierten Bemerkung WeEyts) in aller Ausführlichkeit zu 
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kennzeichnen; wenn nämlich viele Vertreter des klassisch-axiomatischen 
Standpunkts die diesbezüglichen Anschauungen ihrer Gegner nicht 
verstehen und es so zu einem zwecklosen Aneinandervorbeireden 
kommt, so liegt das wesentlich an einer Verkennung der Tatsache, 
daß die Ursachen der Divergenz im allerersten Ausgangspunkt und 
nicht etwa in der Ausführung der Axiomatik ihren Grund haben. 

Wie wesentlich die hier auftretenden Probleme gerade auch für den 
Axiomatiker sind, möge zunächst eine Fragestellung zeigen, die noch-. 
mals an die verschärfte Fassung V’ des Aussonderungsaxioms anknüpft; 
mit demselben Recht, nur weniger präzise, läßt sie sich auch mit der 
ursprünglichen Fassung V verbinden. Beginnt man mit endlichvielen 
Ausgangsmengen, etwa wiederum mit der Nullmenge und der abzähl- 
baren Menge Z,, so wird man zwar (vgl. S.286f.) zu unendlichvielen 
Funktionen und daher bei unendlichen Mengen auch zu unendlich- 
vielen Teilmengen gelangen können, aber nur zu abzählbar unendlich- 
vielen, solange die Funktionen auf konstruktivem Wege erzeugt werden; 
bei der Teilmengenbildung mittels des logischen Begriffes der „sinn- 
vollen Eigenschaft‘ steht es nicht anders. Einen derart eingeschränkten 
Charakter also trägt zunächst sogar das Aussonderungsaxiom, das im 
Sinne der Mengenbildung das weitaus fruchtbarste unter den Axiomen 
ist; die übrigen Existenzaxiome II bis VIII lassen bei gegebener Aus- 
gangsmenge überhaupt nur auf die Existenz einer bzw. mindestens Einer 
Menge schließen. Da erhebt sich die Frage: wie kann man dennoch 
erfolgreich Mengenlehre treiben, d.h. wie kann man überhaupt, aus- 
gehend von endlich (oder auch von abzählbar unendlich) vielen Mengen, 
mittels der Axiome jenseits des Abzählbaren hinaus und zu. Mengen 
von immer größeren Kardinalzahlen gelangen — ein Prozeß, der sich 
in der historischen Mengenlehre wesentlich mittels des Diagonalver- 
fahrens, also der Bildung der Potenzmenge, abspielt ? 

Des Rätsels Lösung liegt offenbar darin, daß man notwendig nicht- 
prädikative Verfahren heranzuziehen hat, wenn man den Sinn der 
Axiome der Potenzmenge und der Aussonderung dem tatsächlichen 
wissenschaftlichen Bedürfnis gemäß ausschöpfen will, und daß diese 
nicht-prädikativen Verfahren mehr oder weniger einen in der Axioma- 
tik nicht ausdrücklich vorhandenen Bezugshintergrund voraussetzen 
(vgl. S.327f.). Nicht nur innerhalb der Mengenlehre, sondern in der ganzen 
Mathematik läßt sich, wie es scheint, auf rein konstruktivem Wege — 
namentlich ohne Heranziehung nicht-prädikativer Prozesse — das über- 
abzählbar Unendliche nicht erfassen, falls man es nicht etwa in allzu ela- 
stischer Dehnung des Begriffs ‚‚reine Anschauung“ sich als unmittelbar 
gegeben denken will, z. B. in der Form des Kontinuums; das darf man 
zum mindesten wohl so lange behaupten, als nicht etwa eine reinliche 
Lösung des Kontinuumproblems die Kluft überbrückt, die zwischen der 
Potenzmenge und den Konstruktionsprinzipien der Wohlordnungs- 
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theorie einstweilen noch gähnt. Insoweit ist den Abschauungen der 
Intuitionisten sicherlich beizupflichten. Es ist sogar merkwürdig, 
daß bei der Kritik gegen die axiomatische Begründung der Mengen- 
lehre es historisch in erster Linie das Auswahlaxiom gewesen ist, 
das einen wahren Hagel von Angriffen heftigster Art auf sich ge- 
zogen hat, und nicht vielmehr das Axiom der Potenzmenge; dieses ist 
ja von der rein konstruktiven Einstellung aus ebensosehr zu beanstan- 
den, hat im übrigen aber einen viel weitergehenden und wesentlicheren 
Charakter innerhalb des Axiomensystems als das Axiom der Auswahl, 
dem gleich den Axiomen der Paarung und der Vereinigung nur be- 
schränktere Bedeutung zukommt. Umgekehrt wird dem, der die klas- 
sische Analysis und Mengenlehre bejaht, gerade diese Erkenntnis der 
Unmöglichkeit, rein konstruktiv über das abzählbar Unendliche hinaus- 
zuschreiten, den Mut geben, neben den Konstruktionen auch die nicht- 
prädikativen Prozesse etwa im Ausmaß der Definition 4b (S. 286ff.) zu- 
zulassen. 

Um nun genauer die Verschiedenheit der Standpunkte klarzulegen, 
mit denen die Axiomatiker und ihre Gegner an das vorliegende Problem 
herantreten, bedienen wir uns eines einfachen Beispiels. Wollen wir 
etwa die Menge aller Primzahlen oder die aller reellen transzendenten 
Zahlen gemäß unserem Axiomensystem bilden, so gehen wir aus von der 
Menge aller natürlichen Zahlen (existierend gemäß dem A. d. Unend- 
lichen) oder der aller reellen Zahlen (gemäß demselben Axiom unter Hin- 
zuziehung des A.d. Potenzmenge). Die Bildung der Teilmenge vollzieht 
sich dann nach dem A. d. Aussonderung in der Art, daß wir unter den 
Elementen der Ausgangsmenge m uns diejenigen ausgesondert denken, die 
die betreffende Eigenschaft besitzen (eine Primzahl oder eine transzen- 
dente Zahl zu sein; beide Eigenschaften sind sinnvoll und lassen 
sich auch gemäß Axiom V’ ausdrücken). Die Möglichkeit dieser Aus- 
sonderung ist vermöge des Axioms nur abhängig davon, daß für jedes 
beliebige Element der Ausgangsmenge m die Eigenschaft entweder zu- 
trifft oder nicht; die ‚„Gegebenheit““ der Menge m bewirkt, daß uns 
auch all ihre Elemente gegeben sind, unter denen also diejenigen mit 
der gewünschten Eigenschaft zu einer neuen Menge m zu vereinigen 
sind. Die Möglichkeit, daß etwa das Vorhandensein gewisser Elemente 
in m abhängen könnte von der Bildung der Teilmenge m, kommt dem- 
gemäß überhaupt nicht in Frage; die Menge m existiert als etwas Fertiges 
und Abgeschlossenes vor allen mit ihr und ihren Elementen etwa noch 
anzustellenden Operationen; und zwar leitet CAnTOR jene Existenz in- 
haltlich aus dem (intuitiv oder logisch zu denkenden) Akt der Ver- 
einigung unendlichvieler Objekte zu einem einheitlichen und abgeschlos- 
senen Ganzen her, der Axiomatiker aber formal zunächst aus dem A.d. 
Unendlichen, das überhaupt erst irgendeine solche Menge als vorhanden 
postuliert, und weiterhin vornehmlich aus dem A. d. Potenzmenge, 
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das von jeder unendlichen Menge aus den Schritt zu einer weit umfassen- 
deren, eben der Potenzmenge, in einem einzigen Akt vollzieht — dies 
letztere bemerkenswerterweise, obgleich dabei die Gesamtheit aller mög- 
lichen Anwendungen des A. d. Aussonderung eingeht! Eben wegen 
dieses fertigen Charakters der Menge m kann man, bildlich gesprochen, 
die Aussonderung der die gewünschte Eigenschaft besitzenden Ele- . 
mente in aller Ruhe vollziehen, ohne Furcht vor Störungen etwa . 
nach der Richtung, daß ein schon ausgesondertes Element die Eigen- 
schaft nachträglich verlieren könnte aus Gründen, die mit „neu 
auftauchenden‘“ Elementen der Ausgangsmenge m oder mit der Auf- 
nahme gewisser anderer Elemente in die Teilmenge m zusammen- 
hängen. 

Auf diese Weise fällt das richtige Licht auf einen der Gesichts- 
punkte, aus denen heraus dem Vertreter der klassisch-axiomatischen 
Anschauung die Verwendung der nicht-prädikativen Verfahren keines- 
wegs als durchweg verboten und überhaupt nicht gleicherweise als 
zirkelhaft erscheint wie den im $15 geschilderten Kritikern. Wenn 
man mit einer Menge (z. B. der Potenzmenge Um) nicht nur diesen 
Einzelbegriff, sondern gleichzeitig all ihre Elemente (sämtliche Teil- 
mengen von m) als gegeben betrachtet, so ist die Definition (richtiger: 
Determination) einer einzelnen solchen Teilmenge nicht’ notwendig als 
deren ‚Konstruktion‘ aufzufassen, sondern nur als ein beschreibendes 
Mittel zur Unterscheidung des betreffenden Elementes von allen übrigen 
Elementen. Daß in eine solche Beschreibung eines gewissermaßen 
schon vorher existierenden Objektes — wie z. B. einer gewissen Teil- 
menge von m — dann auch die Potenzmenge Um, also die Menge 
aller möglichen Teilmengen von m, eingehen kann, braucht nicht von 
vornherein als bedenklich zu erscheinen; der Zirkel fällt ja fort, wenn 
vor und unabhängig von dieser und anderen Definitionen, die die Ele- 
mente einer Menge voneinander zu unterscheiden bezwecken, die Existenz 
der Elemente schon vorausgesetzt wird. 

Ganz anders stellt sich die Sachlage für das Auge auch des nur ge- 
mäßigten Intuitionisten dar, für den ein einzelnes Element einer „ge- 
gebenen‘“ Menge erst dann zu existieren beginnt, wenn man es definiert 
hat. Nach dieser Auffassung muß man, um in einer Definition von der 
Gesamtheit der Elemente einer Menge sprechen zu dürfen, sich vorher 
diese Elemente einzeln definiert oder wenigstens definierbar denken. 
Demgemäß ist allenfalls schon die Menge der natürlichen Zahlent, 
ganz gewiß aber deren Potenzmenge, die Menge R aller reellen Zahlen, 


ı „Quand je parle de tous les nombres entiers, je veux dire tous les nombres 
entiers qu’on a inventes et tous ceux qu’on pourra inventer un jour... et c’est 
ce ‚Fon pourra‘ qui est Y'infini.‘“ (PoımcAar£ [6], S.131.) In diesem Sonderfall 
wird die vorstehende Meinung freilich selbst im intuitionistischen Kreise wenig 
Zustimmung finden, 
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etwas niemals Fertiges oder Abgeschlossenes“. Die verschiedensten in 
der Zukunft verborgenen mathematischen Prozesse werden neue Ele- 
mente dieser Mengen gewissermaßen erst erfinden (nicht: entdecken) 
lassen; gerade auch bei der Bildung von Teilmengen der Menge R 
handelt es sich um solche Prozesse, die ihrerseits neue Elemente von 
R erzeugen können. Wir können infolge der Natur von R für manche 
Eigenschaften behaupten, daß sie jedem einzelnen, wie immer definierten 
Element von R zukommen. Aber alle Elemente von R gewissermaßen 
gleichzeitig zu umfassen und zu beherrschen, das ist nie denkbar; nie 
ist die Neugeburt oder das ‚„Sich-entwickeln‘ weiterer Elemente aus- 
zuschließen, weil einer unendlichen Menge ihrem Wesen nach der 
Charakter des stets Unfertigen, immer noch Ausdehnbaren anhaftet. 
Namentlich kann man, durch welche Eigenschaft immer eine Teil- 
menge R, von R definiert werde, stets noch Elemente von R bilden, 
deren Definition von jener Teilmenge R, abhängt und die möglicher- 
weise — jedenfalls ist das Gegenteil kaum allgemein beweisbar — auf 
andere Art gar nicht charakterisiert werden können; es erscheint daher 
der geschilderten Auffassung ungereimt, solche Elemente als schon 
vor der Bildung der Teilmenge R, existierend anzusehen und z.B. — 
wie es sowohl bei CANTOR als auch in der Axiomatik geschieht — R, 
zu definieren durch eine Eigenschaft, die eine gewisse Relation jedes 
einzelnen Elementes von R, zu sämtlichen Elementen von R fordert, 
etwa durch eine Extremaleigenschaft oder dgl. Man vergleiche hierzu 
auch die auf S.216f. an die RıcHArdsche Antinomie geknüpften Be- 
merkungen. 

Der Gegensatz zwischen diesen beiden Auffassungen legt es unwill- 
kürlich nahe, daran zu denken, wie sehr die Meinungen über die Existenz 
von Ideen (etwa im Sinne PLATos) auseinandergehen (vgl. auch HESSEN- 
BERG [6]). Kommt diesen eine vom Vorhandensein menschlicher oder über- 
haupt denkfähiger Wesen — oder mindestens von dem betreffenden Denk- 
akt — unabhängige Existenz zu, oder existieren sie vielmehr nur, inso- 
fern sie gedacht werden ? Der letzteren Auffassung, wenn sie von den 
Ideen auf die natürlichen oder die reellen Zahlen oder auf die Teilmengen 
einer beliebigen Menge spezialisiert wird, entspricht der Gedankengang 
des vorigen Absatzes; nach der Anschauung CAnToRs dagegen, die 
sich namentlich auch bei BOLZANO in entschiedener Ausprägung findet, 
können wir uns auch die reellen Zahlen in ihrer Gesamtheit als gewisser- 
maßen schon vor unserem Zugriff fertig aufgestapelt denken?, so daß wir 


1 Man vergleiche auch die (freilich nicht mathematisch scharfe) Unterschei- 
dung zwischen ‚‚vollendbaren‘ und ‚„unvollendbaren‘‘ Mengen in dem anregenden 
Buche LAsker [1], vor allem aber BEckER [2]. 

2 Ramsey [1] bemerkt treffend (S. 354), daß aus der Unmöglichkeit, ein Ob- 
jekt individuell zu charakterisieren, noch keineswegs folgt, daß ein derartiges Ob- 
jekt in unsere Betrachtungen nicht eingehen kann; vielmehr mag es immerhin 
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zur Bildung einer Teilmenge nur diejenigen herauszusuchen haben, die 
unseren jeweiligen Wünschen gerade entsprechen. Kurz gesagt: die 
einen erfinden die Zahlen und überhaupt die mathematischen Begriffe, 
die andern entdecken sie. 

Es ist höchst merkwürdig, wie sich so die übliche Unterscheidung _ 
zwischen ‚Realismus‘ und ‚„Idealismus‘‘ geradezu umkehrt. Die Idea- 3 
listen vom Schlage CAnToRs, die den Ideen eine selbständige und so- 
gar die einzig wahre Existenz oder doch jedenfalls eine echtere als der 
mißtrauisch betrachteten Anschauungswelt zuerkennen, werden gegen- 
über den mathematischen Objekten Realisten vom reinsten Wasser; 
da die mathematischen Objekte in unendlicher Anzahl vorhanden sind, 
so glauben diese „Idealisten‘‘ — auch wohl ‚‚Platonische Realisten“ 
genannt — an ein aktuales Unendlich, das schon existierte, bevor 
der menschliche Geist es entdeckte. Diese Auffassung findet kein 
Verständnis bei den Intuitionisten oder Pragmatisten, die gerade 
den subjektiven Charakter nicht nur des Erkenntnisprozesses, son- 
dern auch seines Gegenstands betonen. Nicht in unmittelbarem 
Zusammenhang -damit, aber doch in bemerkenswerter Parallele steht 
die paradoxe Erscheinung, daß der enthusiastische Verfechter der rein 
logischen Natur der Mathematik — unter Ablehnung der „Anschauung“ 
im Sinne BROUWERs oder auch nur KAnTs und HILBERTS — eben jener 
RusseLL ist, der als radikalster Empirist die äußere Wahrnehmungs- 
welt als allein wahrhaft existierend, als Ausgangspunkt und einzig 
möglichen Bezugshintergrund aller Erkenntnis anspricht. 

Nach alledem wird man es begreiflich finden, welch beschränkten 
Wert fürintuitionistische Anschauungen derjenige Vorzug unsererAxioma- 
tik besitzt, der siein den Augen des Axiomatikers wohl am bedeutsamsten 
von der Einstellung CAnTors unterscheidet: der Vorzug nämlich, daß 
auf Grund der Axiome — abgesehen von der speziellen Menge Z, — 
die Mengen nicht wie bei CANTOR independent, gewissermaßen unmittel- 
bar aus der Gesamtheit alles Denkbaren heraus, gebildet werden, son- 
dern jeweils in Anlehnung an eine schon als legitim erkannte Menge m, 
von der aus eine einzige Anwendung eines der Axiome zur neuen Menge 
führt. Von der geschlossenen Mauer, mit der man eine Menge m als 
Scheidung der in ihr enthaltenen Elemente gegenüber der „Außenwelt“ 
vergleichen kann, kommt man auf einem vorgezeichneten Weg zu einer 
anderen Mauer, deren Innengebiet der gewünschten neuen Menge ent- 
spricht. Diese Methode, die den Umfang der Mengen gegenüber der 


unter den Begriff (die Menge) ‚aller Objekte einer gewissen Art‘ als Einzelobjekt 
(Element) fallend zu denken sein. Eine Menge reeller Zahlen z. B. von solcher 
Art, daß ihre Existenz nicht anders als durch das Auswahlprinzip zu sichern 
wäre, geht — obgleich nicht abschließend festlegbar — dennoch in die Potenz- 
menge der Menge der reellen Zahlen ein als ein Element, dessen Vorhandensein 
unter Umständen von Bedeutung ist. 
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CantTorschen Definition viel mehr einengt, verhindert jedenfalls die 
Bildung solcher paradoxer Mengen wie der RusseLtschen, zu deren 
Konstruktion man die Elemente von jenseits jeder noch so umfassenden 
Mauer heranholen muß. Aber der Kritiker vom Schlag PoIncAr&s 
wirft darauf ein: wenn die Widersprüche nicht von außen her kommen, 
so können sie doch jederzeit innerhalb der Mauer ans Licht treten, wo 
sie, uns unbemerkt, als Keim von Anfang an vorhanden gewesen sein 
mögen. Infolge des geschilderten Charakters der unendlichen Men- 
gen als ewig werdender können wir uns ja niemals von vornherein einen 
vollständigen Überblick darüber verschaffen, was alles innerhalb der 
Mauer existiert, sondern müssen stets mit Neugeburten rechnen. Solche 
Neugeburten aber können mit dem Bazillus ihres nicht-prädikativen 
Charakters leicht die ganze der Axiomatik unterworfene Mengen- 
lehre infizieren und zum Tode des Widerspruchs führen. Mag auch 
nur ein ganz extremer Standpunkt diese Gefahr schon für die Menge Z, 
fürchten, die als Elemente wesentlich die natürlichen Zahlen enthält, 
so ist doch die geschilderte Befürchtung in sich wohlbegründet für das 
Kontinuum und allgemein für die Potenzmenge einer beliebigen unend- 
lichen Menge, auch dann namentlich, wenn die letztere für die Sicher- 
heit des in ihrer Mauer sich bergenden Gebietes noch einstehen kann. 
In der Tat ist es ja der Übergang zur Potenzmenge, der von jeder un- 
endlichen Menge aus mit Notwendigkeit den geschilderten, konstruktiv 
niemals abgeschlossen zu denkenden Prozeß der Entstehung stets 
neuer Elemente (nämlich von Teilmengen der Ausgangsmenge) be- 
dingt; wohl ist der Schritt von einer Menge zu ihrer Potenzmenge 
ein einheitlicher und der Außenwelt gegenüber umgrenzter, aber doch 
in sich von so unübersehbarem Umfang, daß die Erkenntnis der unver- 
sehrten Ordnung im alten Gebiete uns noch keinen Schluß auf die Sicher- 
heitsverhältnisse innerhalb der neuen, unvergleichlich viel mehr Raum 
umschließenden Mauer gestattet. 

Bei allem Verständnis für diese in sich folgerichtige und von ihren 
eigenen Voraussetzungen aus wohl nicht angreifbare kritische Anschau- 
ung wird der Axiomatiker sich in erster Linie darauf berufen, daß ihm 
eben, ähnlich wie es bei CANTOR der Fall war, ein intuitiver Mengen- 
begriff vorschwebt, den er durch den axiomatischen Aufbau nicht so- 
wohl forträumen als vielmehr in möglichst scharfen Formen nach- 
bilden will. Als Substrat und letzter Bezugshintergrund der neuen 
Methode bleibt der alte Begriff bestehen. Abgesehen von dieser sub- 
jektiven, auf einem Gegensatz der Weltanschauung beruhenden Er- 
wägung kann aber der Axiomatiker vor allem auch einen objektiven 
Unterschied zwischen den von POINCARE gehegten Befürchtungen und 
den alten Antinomien in den Vordergrund schieben. Die Antinomien 
sind tatsächliche Folgen aus dem Mengenbegriff CAnToRs und lassen 
‚also dessen definitorischen Aufbau der Mengenlehre als endgültig un- 
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haltbar erscheinen. Bei der Kritik der axiomatischen Mengenlehre da- 
gegen handelt es sich nur um Befürchtungen, deren beweiskräftiger Aus- 
schluß bisher nicht gelungen ist; immerhin ist ein solcher — und damit 
die endgültige Rechtfertigung der Mengenlehre zwar nicht für Intuitio- 
nisten vom Schlag BRouUweErs, wohl aber für solche vom Schlag Poın- 
CAR%sS und auch noch WEYLs — sehr wohl denkbar, sei es, daß sich . 
jede nicht-prädikative Begriffsbildung auch durch eine prädikative (etwa 
im Sinn von Russe£ııs Reduzibilitätsaxiom) ersetzen lassen sollte, sei es, 
daß trotz Scheiterns dieser Versuche die erforderlichen Begriffsbildungen 
nachträglich durch einen Beweis der Widerspruchsfreiheit im Sinne 
HiILBERTs (S. 366ff.) zu rechtfertigen wären. Das letzte Verfahren würde 
auch noch der Forderung Genüge tun, zur Legitimierung des Unend- 
lichen sich ausschließlich endlicher Verfahren zu bedienen, bei denen 
allein sich ja wohl über die unmittelbare, intuitive Anschaulichkeit 
und daher Sicherheit vor Widersprüchen allgemeine Übereinstimmung 
erzielen lassen wird. Ob freilich nicht die eine wie die andere Methode 
— und zwar selbst bei einer Erweiterung des Rahmens durch Zulassung 
der Gesamtheit der natürlichen Zahlen als unmittelbar gegeben — doch 
die Kräfte des menschlichen Denkvermögens ihrer Natur nach über- 
steigt, das ist eine offene und auf Grund mancher Erwägungen wohl 
ernstlich erlaubte Frage. 

Die miteinander so eng verknüpften Axiome der Potenzmenge und 
der Aussonderung (IV und V) sind, wie aus den vorstehenden Be- 
trachtungen erhellt, mit einem den intuitionistischen Ideen völlig wider- 
sprechenden Geist erfüllt; sie können denn auch nicht in die intuitio- 
nistische Atmosphäre überführt werden, ohne daß ihre eigentliche 
Fruchtbarkeit, nämlich die Auswirkung auf das Überabzählbar- 
Unendliche, verlorengeht. Das gilt dem Kern nach auch für die 
scharfe Fassung V’ des Aussonderungsaxioms, wenn auch diese 
einem der intuitionistischen Argumente, nämlich der Kritik des 
allgemeinen Eigenschaftsbegriffs (BROUWER [12]), gebührend Rech- 
nung trägt. 

Ebenso zeigt, wie schon bemerkt, das Auswahlaxiom einen für den 
Intuitionismus unannehmbaren Charakter, insofern als es eine — nicht 
konstruktiv zu wendende — reine Existenzaussage darstellt. Vor allem 
aber wird in der Axiomatik auch durchgängig und systematisch vom 
Prinzip des tertium non datur Gebrauch gemacht, namentlich in der 
Form, daß für je zwei gegebene Mengen stets an der Disjunktion ‚agb 
oder a&b“ festgehalten wird (vgl.S. 272 und 285f.; auch im Gegensatz zu 
RuSsSELL, siehe S.257). So bedeutet deraxiomatische Aufbau der Mengen- 
lehre als solcher für die Intuitionisten keine Lösung, wenn auch die 
meisten unter ihnen der metamathematischen Krönung der Axiomatik 
im Sinne HILBERTs und damit auch der Axiomatik selbst eine gewisse 
Bedeutung nicht absprechen werden (siehe S. 366ff.). 
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8. Die Paradoxie von SKOLEM, Im vorliegenden Zusammenhang muß schließ-, 
lich noch eine aus der jüngsten Zeit stammende Paradoxie erwähnt werden, 
die nicht sowohl die Mengenlehre an sich als ihren axiomatischen Aufbau berührt. 
Da weder über die Begründung der Antinomie z. Zt. die Akten geschlossen sind, 
noch auch gar über ihre Bedeutung und etwaige Lösung bisher Übereinstimmung 
erzielt ist, so beschränken wir uns auf eine nur andeutende Schilderung. 

Ein von LÖWENHEIM [1] mit Hilfe der logistischen Methoden SCHRÖDERS be- 
wiesener Satz, den SKOLEM [2] — übrigens mit Benutzung des Auswahlaxioms — 
unter Vereinfachung des Beweises weiter ausgedehnt hat, läßt sich für unsere 
Zwecke in folgender Form aussprechen: Ist eine abzählbar unendliche Menge 
von „Zählaussagen‘“ (s. u.) vorgelegt, die mittels der Grundrelationen der Mengen- 
lehre gebildet sind, so sind jene Zählaussagen entweder nicht miteinander ver- 
träglich (also einander widersprechend), oder sie können — bei passender Wahl 
der Verknüpfungen der Objekte durch die Grundrelationen — schon erfüllt 
werden innerhalb eines Bereiches von Objekten, der nur abzählbar unendlich 
ist. Unter einer Zählaussage wird hierbei eine Aussage verstanden, die aus 
Mengen und den Grundrelationen (hier e) mittels der fünf logistischen Grund- 
operationen: „und, oder, Negation, alle, es gibt‘ in endlicher Weise aufzubauen 
ist; demnach erweisen sich unsere Axiome der Mengenlehre durchweg als Zähl- 
aussagen, das Axiom der Aussonderung allerdings als eine Gesamtheit von ab- 
zählbar unendlichvielen Zählaussagen! (vgl. S. 286f.). Somit müßte sich (nach 
SKOLEM [3], Nr. 3) das System der Axiome der Mengenlehre, wenn es überhaupt 
widerspruchsfrei ist, realisieren lassen durch einen Bereich von Mengen, der bei 
geeigneter Verknüpfung der Mengen durch die Relation ‚Element sein‘ nur ab- 
zählbar unendlichviele Mengen umfaßt. 

Das steht in einem zunächst unverständlichen Widerspruch mit der Tat- 
sache, daß sich mittels des (gemäß S. 316 aus den Axiomen herleitbaren) Diagonal- 
verfahrens die Existenz von überabzählbaren Mengen beweisen läßt, deren 
Elemente ihrerseits natürlich wiederum Mengen sind. Dieser Widerspruch läßt 
sich, wenn die Schlüsse LÖWENHEIMS und SKOLEMS lückenlos und ohne Miß- 
verständnis verlaufen, augenscheinlich nur dahin deuten, daß der Begriff der 
Mächtigkeit? beim axiomatischen Vorgehen notwendig relativiert wird. Den Unter- 
scheidungen von ‚endlich‘, ‚„abzählbar unendlich“, ‚überabzählbar unendlich‘, 
wie sie sich vermöge der Axiomatik ergeben, brauchen nicht notwendig die 
nämlichen Unterscheidungen vom naiv-konstruktiven Standpunkt aus (etwa 
demjenigen CANTORS) zu entsprechen; vielmehr können unter Umständen gewisse 
axiomatisch so unterschiedene Mengen vom naiven Standpunkt aus sämtlich 
als abzählbar unendlich erscheinen, indem Mengenbildungen benutzt werden, 
die vom axiomatischen Standpunkte aus unzulässig sind (vgl. auch S. 321). Bei 
diesem Widerstreit spielt die Hauptrolle offenbar die Potenzmenge, die generell 
den Übergang zu höheren Mächtigkeiten gestattet und die wesentlich nicht- 
prädikativer Natur ist; in der Tat ist das Beweisverfahren von LÖWENHEIM und 
SKOLEM in gewissem Sinn dem von RICHARD‘ verwandt (vgl. S. 214 ff.). 
Es mag sein, daß auch hier der Gegensatz zwischen den naiven und konstruk- 


1 Daß diese Behauptung im wesentlichen zutrifft, ist recht einleuchtend, wenn 
auch eine bis ins Einzelne gehende Durchführung nicht vorliegt und vielleicht 
gewissen Schwierigkeiten begegnet, die aber mit dem Kern der Sache wenig zu 
tun haben. 

2 Nicht aber auch der Begriff der Ordnungszahl. Die invariante Erhaltung 
dieses Begriffs rettet freilich einstweilen den Kardinalzahlbegriff keineswegs, 
da eine rein ordinale Charakterisierung der Zahlklassen (oder ihrer Anfangs- 
zahlen) — etwa im Sinne von HıLzerr [9], S. 183 — außerordentlichen Schwierig- 
keiten begegnet. (Bemerkung von R. BAER.) 
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tiven Prozessen der Mengenbildung einerseits, den axiomatischen bzw. nicht- 
prädikativen Prozessen andererseits als Kern der Antinomie auftritt. 

Vom Standpunkt des Russetschen Systems könnte man allenfalls die Anti- 
nomie in dem Sinn aufzulösen suchen, daß die Abzählung der zunächst über- 
abzählbaren Menge nur durch Funktionen von „allzu hohem‘ Typus gelinge, 
nämlich durch solche, die sich dem Reduzibilitätsaxiom nicht fügen; ob diese 
Auffassung durchführbar ist, bleibe dahingestellt. 


$ 18. Die Axiomatik in allgemein-methodischer Hinsicht. 


1. Die axiomatische Methode im allgemeinen. Nach der vorstehenden 
Entwicklung einer axiomatischen Begründung der Mengenlehre bleibt 
es noch übrig, einige Bemerkungen allgemeiner Art über die axioma- 
tische Methode überhaupt anzufügen. Sie sollen uns ein tieferes Ver- 
ständnis dieser Methode im allgemeinen und damit auch ihrer Verwen- 
dung zum Aufbau der Mengenlehre im besonderen vermitteln und über- 
dies einige an jede Axiomatik sich knüpfende grundsätzliche Fragen 
hervorheben. Deren Klärung ist gerade im Fall der Mengenlehre von 
entscheidender Bedeutung dafür, ob wir die vorangehenden Überlegungen 
als eine stichhaltige und womöglich endgültige Lösung des.durch die 
Antinomien und gewisse intuitionistische Einwände verschlungenen 
Knotens ansehen dürfen oder nicht. 

Die axiomatische Methode besteht allgemeinhin nach WEyLs kurzer 
und treffender Kennzeichnung ([7], S. 16) einfach darin, ‚die Grund- 
begriffe und die Grundtatsachen, aus denen sich die sämtlichen Be- 
griffe und Sätze einer Wissenschaft definitorisch bzw. deduktiv her- 
leiten lassen, vollständig zu sammeln“. Die ‚Axiome‘“, d.h. eben die 
zweckentsprechend gesammelten und an die Spitze gestellten Grund- 
tatsachen, stellen dann zwar nicht eine synthetische und inhaltliche 
Definition, wohl aber eine formale Umgrenzung und Erklärung der 
Grundbegriffe (Relationen miteingeschlossen) dar vermöge des Grund- 
satzes: es sollen über sie keine anderen Aussagen zulässig sein als solche, 
die aus den Axiomen auf dem Wege formalen deduktiven Schließens 
hervorgehen. Demgemäß ist jeder aus den Axiomen herleitbare Lehr- 
satz W eigentlich nur eine Satzfunktion (S. 255) oder, anders aus- 
gedrückt, eine Abkürzung für den echten Satz implizierender Form: 
wenn für die Variabeln x, y,.... (Zeichen, der Grundbegriffe) die 
Gesamtheit der in den Axiomen steckenden Aussagen gilt, so trifft 
auch W für sie zu. Diese Methode entspricht durchaus dem formalen 
Charakter der mathematischen Sätze überhaupt, deren Richtigkeit ja, 
wie z.B. BOOLE schon 1847 ausdrücklich hervorhebt, nicht etwa von 
der inhaltlichen Deutung der verwendeten Symbole, sondern nur von 
den für sie vorgeschriebenen Verknüpfungsvorschriften (Rechen- 
regeln usw.) abhängen. Man spricht bei solcher formaler Umgrenzung 
der Begriffe und Relationen durch Axiome zuweilen — im Gegensatz 
zu den expliziten Definitionen, wie sie sonst in der Mathematik üblich 


$18. Die Axiomatik in allgemein-methodischer Hinsicht. 335 


sind und an der Spitze jeder genetischen Entwicklung einer Wissen- 
schaft stehen — von einer impliziten Festlegung oder Definition der 
Grundbegriffe und Grundrelationen durch die Axiome; in einer frei- 
lich groben Analogie kann man den Fall zum Vergleich heranziehen, 
wo ein System von Gleichungen die vorkommenden Unbekannten 
implizit festlegt oder wenigstens hinsichtlich des Variabilitätsbereiches 
einschränkt. Die Implizierung ist hier allerdings ganz charakteristisch 
für die axiomatische Methode und man kann nicht durch eine Ent- 
 wirrung der gegenseitigen Verknüpfung zu expliziten, eigentlichen 
Definitionen übergehen!. 

Die Entstehung und erste Entwicklung der axiomatischen Methode 
liegt auf dem Gebiete der Geometrie, wo am überraschendsten die Er- 
kenntnis gewirkt haben mag, daß sich die mannigfaltige Fülle der 
geometrischen Tatsachen auf wenige Grundbegriffe und -sätze voll- 
ständig zurückführen läßt — im stärksten Gegensatz zu den Tatsachen 
der Erfahrungswelt, die auf Grund immer neuer und 'schärferer Be- 
obachtung der niemals abschließend erforschbaren Sinnesobjekte stets 
von innen heraus unfertig bleiben. Die Axiomatisierung der Geometrie 
geht letzten Endes auf EucLiDs ‚Elemente‘ zurück, dann aber vor allem 
auf die Erfindung und Begründung der Nichteuklidischen Geometrie 
durch GAuss und seine Zeitgenossen N. J. LOBATSCHEFSKIJ und JOHANN 
BoryaAı (Anfang des 19. Jahrhunderts) ; die allgemeinere axiomatische 
Betrachtung hat wesentlich mit PAschHs ‚Vorlesungen über neuere Geo- 
metrie‘‘ (1882)? sowie mit verschiedenen Arbeiten italienischer Forscher 
(namentlich G. PEAnos und G.VERONESES)? begonnen und dann einen 
ersten Höhepunkt mit HıLBERTS ‚Grundlagen der Geometrie‘ [2] (1899) 


1 Man vergleiche hierzu die in mancher Hinsicht verwandte Entwicklung 
in der Logik hinsichtlich der Lehre von der Begriffsbildung; vgl. Fußnote 2 auf S. 59. 
Von der dort zitierten Darstellung ScHLicks sei die folgende Bemerkung als 
besonders charakteristisch angeführt: ‚Für die strenge, Schluß an Schluß reihende 
Wissenschaft ist folglich der Begriff in der Tat gar nichts weiter als dasjenige, wovon 
gewisse Urteile ausgesagt werden können. Dadurch ist er mithin auch zu defi- 
nieren.“ ([1], S.31.) Ähnlich auch Carnar ([2], S.4) in einem vornehmlich auf 
naturwissenschaftliche Begriffsbildung gemünzten Zusammenhang: „Die Bildung 
eines Begriffs besteht in der Aufstellung eines Gesetzes über die Verwendung 
eines Zeichens (z. B. eines Wortes) beider Darstellung von Sachverhalten.‘ Vgl. auch 
BrıDcman [1]. 

®2 Pascha [1], 1926 neuausgegeben und mit einem wesentlichen Beitrag DEHNS 
ausgestattet. Im übrigen vergleiche man für Paschs eigenartige und originale (aus- 
gesprochen empiristische) Behandlung der Probleme der mathematischen Grund- 
lagenforschung auch PascH [2]—[4] sowie die dort angeführte Literatur. 

3 Hervorzuheben sind (neben VERONESE [1], siehe S. 116) die HıLBERT voran- 
gehenden geometrisch-axiomatischen Arbeiten PEAno [2] und besonders PIERI 
1]—[3] (vgl. hierzu die Darstellung bei Russerr [l] und CouTturAT [2]). Die 
Axiomatik Pıerıs (sowie z. B. die in VEBLEN [l] entwickelte) hat gegenüber 
HILBERT [2] den grundsätzlichen Vorzug, sich auf einem einzigen undefinierten 
Grundbegriff aufzubauen. 
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erreicht. Während dieser Entwicklung von EucLiD bis HıLBERT haben 
die Axiome (und gleichzeitig die in sie eingehenden Grundbegriffe) ihren 
Charakter von Grund auf verändert: sie werden von ihrer Ausnahme- 
stellung als an sich evidenter, ihrer inhaltlichen Aussage nach un- 
bezweifelbarer Feststellungen entthront und den übrigen Aussagen als 
grundsätzlich gleichberechtigt, nur für einen Ausgangspunkt deduktiver 
Herleitung besonders geeignet zur Seite gestellt, ähnlich wie — nach 
einem von VAILATI stammenden Vergleich — die Regierungshäupter 
früher in ihrer Eigenschaft als Angehörige grundsätzlich bevorrechteter 
Familien zur Herrschaft gelangten, heute aber mehr und mehr auf 
Grund einer Auslese, die ihre Befähigung zum Führeramt in den Vorder- 
grund rückt. In unserem Jahrhundert hat dann die Axiomatik, ‚vor 
allem durch die Mitarbeit HILBERTS und seiner Schüler, geradezu einen 
Siegeslauf durch die Mathematik und auch in manche benachbarte 
Wissenschaften (eine Reihe physikalischer Theorien, Logik) angetreten 
und ist zur Begründung sowohl der großen Teilgebiete der Mathematik 
wie vieler aligemeiner oder auch spezieller Einzelbegriffe (vom Begriff 
der Gruppe bis zu dem des arithmetischen oder geometrischen Mittels) 
verwendet worden. Während die wichtigsten Leistungen (auf rein mathe- 
matischem Gebiete) etwa durch die Namen PAscH (Geometrie), PEANO 
(natürliche Zahlen), HILBERT (Geometrie!, reelle Zahlen), ZERMELO 
(Mengenlehre) bezeichnet werden können, ist die intensivste Pflege 
dieser Methode zahlreichen amerikanischen Forschern unter der Führung 
E. H. MoorEs zu verdanken. 

Für die Einschätzung des Wertes der axiomatischen Methode hat 
man zwei Fälle zu unterscheiden. Zunächst kann sie eine nur mögliche 
Begründungsart darstellen, die zur Beurteilung des Aufbaus einer 
Theorie und zur Wertung ihrer einzelnen Bestandteile und Voraus- 
setzungen besonders geeignet ist; neben ihr bleibt grundsätzlich gleich- 
berechtigt, aus didaktischen oder Geschmacksgründen sogar vielfach be- 
vorzugt die (früher allein übliche) genetische Methode bestehen, die 
die Begriffe der zu entwickelnden Theorie durch Definition, d.h. durch 
Zurückführung auf schon bekannte Begriffe festlegt und aus den 
neuen Begriffen deduktiv die Sätze der Theorie (darunter auch die 
„Axiome‘) ableitet. Diese nur gleichberechtigte Rolle spielt die Axio- 
matik meist bei der Begründung spezieller Begriffe und Sonderfragen 
innerhalb größerer, wohlfundierter Disziplinen; aber auch für allgemeine 
Wissenschaftsgebiete kann in diesem Sinn die axiomatische Methode 
neben der genetischen stehen, so beispielsweise bei der Begründung 
der Theorie der reellen Zahlen, zu der man vom Begriff der ganzen ° 
und weiterhin der rationalen Zahl durch definitorisches Fortschreiten, 

ı Es sind indes auch nach HILBERT noch wesentlich verschiedene axiomatische 


Begründungen der Geometrie gegeben worden, unter denen die von F. ScHUR 
und VEBLEN hervorgehoben seien. 
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nämlich durch Verallgemeinerung des Zahlbegriffs gelangen kann (vgl. 
S.144, Fußnote 2), oder beider Begründung der analytischen Geometrie, 
die sich auf der Zahlenlehre mittels der die geometrischen Gebilde defi- 
nierenden ‚Koordinaten‘ aufbauen läßt. Für gewisse grundlegende 
Theorien dagegen erscheint vielen die axiomatische Methode nicht nur 
als eine wertvolle gleichberechtigte, sondern letzten Endes als die allein 
mögliche Art der Begründung: wenn nämlich die genetische Methode 
insofern versagt, als sie an die (wirklich oder anscheinend) einfachsten 
Grundbegriffe der Wissenschaft überhaupt anknüpfen müßte, die nicht 
durch Definition auf noch einfachere zurückgeführt werden können; 
oder wenn die genetische, definitorische Entwicklung unvermeidlich zu 
logischen Widersprüchen zu führen scheint. Jenes gilt z.B. für die 
Lehre von den ganzen Zahlen, wenn man sie ohne Voraussetzung der 
vollständigen Induktion zu entwickeln wünscht, sowie für die Begründung 
der Geometrie ‚nach rein geometrischer Methode‘, Als undefinierte 
Grundbegriffe lassen sich im letzteren Fall etwa einführen ‚Punkt“, 
„Gerade“, „Ebene‘‘ und Relationen wie „liegt auf —“, „liegt zwi- 
schen —, „ist kongruent mit —“; als aus diesen Grundbegriffen auf- 
gebaute Axiome können dann z. B. Sätze wie die folgenden aufgestellt 
werden: „zu je zwei verschiedenen Geraden gibt es höchstens einen 
auf beiden gelegenen Punkt‘ (relationales Axiom), „zu je zwei ver- 
schiedenen Punkten gibt es mindestens eine durch sie gehende Gerade“ 
(bedingtes Existenzaxiom), ‚‚es gibt mindestens vier nicht in einer Ebene 
gelegene Punkte‘ (unbedingtes Existenzaxiom). Der zweitgenannte Fall 
einer Unumgänglichkeit der axiomatischen Begründung liegt hingegen — 
wenigstens für den, der die Typentheorie ablehnt undan der Möglichkeit 
einer ausreichenden konstruktiven Mengendefinition (vgl. S. 385) ver- 
zweifelt — bei der Mengenlehre vor, in der die- Definition eines hin- 
reichend allgemeinen Mengenbegriffs bisher nicht gelungen ist. 

Nach dem Vorstehenden wird einleuchten, daß eine Axiomatik in 
der Regel auf zwei verschiedene Arten aufgefaßt werden kann, die in 
praxi freilich selten scharf auseinandergehalten werden (und es auch 
nicht brauchen). Im einen Fall sieht man die Objekte (und Relationen) 
des axiomatisch zu begründenden Gebietes schon im vorhinein als 
bekannt an, mag sich dies nun auf eine anderweitige strenge (gene- 
tische) Entwicklung stützen oder auch nur auf eine vorläufige, mehr 
anschauliche und allenfalls mit groben Umrissen sich begnügende 
Darstellung, wie es im Fall der Mengenlehre auch für den Standpunkt 
des Axiomatikers vielfach gelten mag. Bei dieser Einstellung können 
für die Axiomatisierung neben systematischen Erwägungen immerhin 
auch grundsätzliche sprechen; die beschreibende Darstellung der viel- 
fach nicht-prädikativen Verknüpfungen zwischen den Mengen, die vom 
genetisch-konstruktiven Gesichtspunkt aus sicherlich unbefriedigend 
bleibt, liefert ein Beispiel dafür, daß eine so aufgefaßte Axiomatik 

Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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dennoch als Notwendigkeit empfunden werden kann (vgl. Nr. 7 des 
vorigen Paragraphen). Die andere, erst im vollen Sinne formale Be- 
trachtungsart stellt sich auf den Standpunkt, über die Objekte und 
deren Verknüpfungen zunächst überhaupt nichts zu wissen, vielmehr 
ihre Umgrenzung restlos den Axiomen zu entnehmen; so gewinnt der 
Ausdruck ‚implizite Definition‘ seine scharfe Bedeutung. Allerdings 
ist in Rücksicht auf diese Auffassung zu betonen, daß irgendwo in der 
axiomatischen Erscheinungen Flucht ein ruhender Pol vorhanden sein 
muß: ein absoluter, inhaltlich verstandener Unterbau zu den formalen 
Theorien, aus dem diese letztlich ihre Kraft ziehen!. Es hängt von 
der methodischen Einstellung des Forschers, daneben freilich auch von 
der Einschätzung der auf formalem Weg eben noch überwindbaren 
Schwierigkeiten ab, ob man als solchen Unterbau eine absolute Mengen- 
lehre (weil es sich in jeder Axiomatik um einen „Bereich‘‘ oder eine 
„Menge“ von Objekten usw. handelt), eine. absolute Logik (wegen der 
Bedeutung der Reduktionsregeln usw.) oder -eine ‚„Metamathematik“ 
wählt; grundsätzlich genommen ist der Unterschied nicht allzu groß. 
Der metamathematische Standpunkt wird auf S. 366ff. ausführ- 
lich behandelt. 

Den beiden oben geschilderten Auffassungen gemeinsam ist aber der 
formale Charakter einer jeden axiomatischen Theorie in folgendem Sinne: 
Da alle in der Theorie bewiesenen Aussagen deduktive Folgerungen aus 
den Axiomen sind, so gelten die Sätze der Theorie unverändert für jede 
wie immer denkbare, mit den Axiomen verträgliche Deutung der Grund- 
begriffe — gleichviel, ob diese ursprünglich, nämlich bei Aufstellung der 
Axiome, mit einer inhaltlichen Bedeutung umkleidet oder nur formal 
durch die Axiome definiert gedacht wurden. Eine Axiomatik stellt somit 
eigentlich eine nur hypothetische Behauptung dar: sofern für irgend- 
ein System von Objekten und Relationen (in Begriffs- oder Erfahrungs- 
welt) bei geeigneter Interpretation der Grundbegriffe der Axiomatik 
sich die Aussagen der Axiome als zutreffend erweisen, so gelten dafür 
auch alle Lehrsätze der Theorie. Jedes System solcher Art liefert ge- 
wissermaßen eine Realisation der axiomatischen Theorie; auf das gegen- 
seitige Verhältnis verschiedener Realisationen der nämlichen Axiomatik 
kommen wirin Nr. 4 zurück. So stellt ein Axiomensystem mit den daraus 
deduzierbaren Folgerungen nicht bloß @ine Theorie dar, sondern ein 
ganzes System von solchen, eine jeweils noch ausfüllbare logische Leer- 
form möglicher Theorien?. (Aus’ dem nämlichen Grund wird man, 


! In diesem Sinn sind HöLpErs Bemerkungen (gegen HıLzErr) in [3], $ 117, 
berechtigt, freilich auch ziemlich allgemein (namentlich von HILBERT selbst) an- 
erkannt. : 

® Vgl. Kevser [3] und [5] (S. 49#f.), Weyı [7] (S.21) und die Darstellung in 
dem für den erst Lernenden besonders empfehlenswerten Aufsatz CARNAP 3} 
(S. 372£.). 
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ebenso wie die Axiome nicht eigentlich Aussagen oder Sätze, sondern 
„Satzfunktionen“ darstellen — vgl. S.334 —, auch in der jeweiligen 
Axiomatik überhaupt nicht sowohl eine Wissenschaft als eine Wissen- 
schaftsfunktion — ‚doctrinal function‘‘ nach KEYSER [1] und [4] — 
erblicken, die gewissermaßen jede ihrer möglichen Realisationen als 
Funktionswert annimmt.) 

Es verdient übrigens schon hier bemerkt zu werden, daß der Begriff 
„ein Axiomensystem‘, wie er in dieser und den folgenden Nummern 
gebraucht wird, eigentlich noch einer Ergänzung bedarf: der Angabe 
von Regeln wie z.B. den logischen Schlußmethoden, mittels deren 
aus den Axiomen Folgerungen zu ziehen sind. Erst damit wird das 
Wirkungsfeld der Axiome, also die betreffende Wissenschaft, hin- 
reichend festgelegt. Daß es sich dabei nicht etwa bloß um Selbstver- 
ständlichkeiten handelt, beweist z. B..der Streit um die Verwendung 
des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten ($ 14 sowie S. 373£.). Auf diese 
Hinzufügung ‚inhaltlicher‘ Regeln zum formalen axiomatischen Ge- 
rüst werden wir eingehend in Nr. 7 zurückkommen. 

Als charakteristisch für eine heute vielfach verbreitete Auffassung 
mögen schließlich folgende Sätze HILBERTS angeführt werden, der bei 
der Durchsetzung des mathematischen Denkens in Form der axio- 
matischen Methode innerhalb der Wissenschaft überhaupt die Führer- 
rolle übernommen hat: ‚Die axiomatische Methode ist tatsächlich und 
bleibt das unserem Geiste angemessene unentbehrliche Hilfsmittel einer 
jeden exakten Forschung, auf- welchem Gebiete es auch sei: sie ist 
logisch unanfechtbar und zugleich fruchtbar; sie gewährleistet dabei der 
Forschung die vollste Bewegungsfreiheit. Axiomatisch verfahren heißt in 
diesem Sinne nichts anderes als mit Bewußtsein denken: während es 
früher ohne die axiomatische Methode naiv geschah, daß man an ge- 
wisse Zusammenhänge wie an Dogmen glaubte, so hebt die Axiomen- 
lehre diese Naivität auf, läßt uns jedoch die Vorteile des Glaubens“ ([7], 
5.161). Und an anderer Stelle (am Ende von [6]): „Ich glaube: Alles, 
was Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens überhaupt sein kann, 
verfällt, sobald es zur Bildung einer Theorie reif ist, der axiomatischen 
Methode und damit mittelbar der Mathematik. In dem Zeichen der 
axiomatischen Methode erscheint die Mathematik berufen zu einer 
führenden Rolle in der Wissenschaft überhaupt‘“.! 


1 Zur näheren Aufklärung über das Wesen der axiomatischen Methode im 
allgemeinen werde verwiesen auf Barnus [1] und [3], BErNAys [2] und [7] (diese 
Arbeit ist bei Abschluß des Druckes erschienen), BoEHMm [1], Bourroux [1], 
Doe1ısc# [1], GonserH [1], Hessengerg [1] und [5], HıLBert [6], HÖLDER [3], 
Keyser [5], Loewy [1], Natuccı [1], Pasca-Denn [1] (S. 250—262), PascH [3], 
PERrRoN [2] (S. 208—211), PoıncAr& [6], SCHOENFLIES [6] (vgl. auch Korsett [2]), 
Voss [1], Weyı [7], J. W. Young [1], ZAREMBA [1], ferner für vorwiegend philo- 
sophische Beleuchtung auf die (recht verschiedenwertigen) Schriften BECKER [2] 
(bes. $$ 1 und 3), Brunschvicg [1], BurALı-ForTI [2], CARrNAP [3], CAsSIRER [2] 
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Die wichtigsten der allgemeinen Fragen, die bei der axiomatischen 
Begründung irgendeiner Wissenschaft oder eines Einzelbegriffs unter- 
sucht werden müssen, sind die Frage der Unabhängigkeit der Axiome, 
die der Vollständigkeit des Axiomensystems und schließlich die. der 
Widerspruchslosigkeit des Systems, mit der das Problem des Ursprungs 
und der Begründung der Axiome eng verknüpft ist. Diese Fragen sollen 
mit besonderer Rücksicht auf unsere vorstehende Axiomatik der 
Mengenlehre kurz erörtert werden, wobei das Problem der Wider- 
spruchslosigkeit, das wichtigste und schwierigste unter ihnen, als letztes 
an die Reihe komme. 


2. Über die Unabhängigkeit eines Axiomensystems. Der eine oder 
andere Leser hat vielleicht Anstoß genommen an der Unbestimmtheit der 
Aufgabe, geeignete Voraussetzungen oder Axiome für ein Wissenschafts- 
gebiet (hier für die Mengenlehre) auszuwählen, um aus ihnen dann deduk- 
tiv alle übrigen Sätze des Gebietes abzuleiten. Dabei blieb ja völlig 
willkürlich, welche Sätze wir als Axiome wählen und welche Begriffe 
als undefinierte Grundbegriffe, namentlich also auch wie vielen wir 
den Charakter als Axiom bzw. Grundbegriff geben. Man könnte dar- 
auf verfallen, alle Sätze der Mengenlehre oder wenigstens z. B. alle 
in diesem Buch vorgekommenen als Axiome zu charakterisieren und 
sich so die schwierige Arbeit zu ersparen, die in der Ableitung tiefer- 
liegender Sätze und Begriffe aus den Axiomen besteht. Wenn man 
natürlich ein solches Unternehmen nicht ernsthaft als axiomatische Be- 
gründung vorschlagen wird, so bleibt doch auch ohne solche Über- 
treibung, die nur das Bedürfnis nach einer weiteren Vorschrift in helles 
Licht setzen sollte, die Frage bestehen: Welche Einschränkung ist über 
Anzahl und Umfang der Axiome erforderlich oder wünschenswert und 
wie kann das offenbar erstrebenswerte Ziel, „möglichst wenig Aus- 
sagen“ in die Axiome aufzunehmen, schärfer umrissen werden? Daß 
es nicht auf die Anzahl der Axiome allein ankommen kann, ist schon 
deshalb klar, weil ja stets durch Zusammenschmelzen zweier Axiome 
(oder selbst durch ihr bloßes Aneinanderreihen mit ‚und‘ an Stelle 
des Schiußpunktes) aus zwei Axiomen ein einziges hergestellt werden 
kann; das uns vorschwebende Einfachheitsprinzip für ein Axiomen- 


(S. 122#f.), DingLer [3] (1. Kap.), DusısLav [2], Enrıiguss [1] (Kap. III) und [4], 
HöFLER [1], Husserr [1] (S. 248#f.) und [2] (S. 135f.), Lonpon [1] (2. und 3. Kapitel; 
vgl. auch [2]), PanoA [2], PEAno [4], RiEFFERT [1] (S. 145£f.), Roucıer [1], Schick 
[1] (87), STAMMLER [2] (S. 27#f.), STROHAL [1], WArRAIN [1], namentlich aber das 
auch für den Mathematiker aufschlußreiche Werk GEIGER [1]. Ablehnend gegenüber: 
der Axiomatik verhält sich namentlich Srtupy (vgl. z.B. den Schlußabschnitt 
seiner Schrift [1]); die dortige Polemik trifft jedoch die Axiomatik gerade der 
Mengenlehre um so weniger, als ja die Mengenlehre weder auf die Arithmetik noch 
auf die Erfahrung gegründet werden kann und ihr intuitiv-genetischer Aufbau 
durch CAnTor sich als enzureichend erwiesen hat. 
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system kann aber doch sicherlich nicht von der Interpunktion ab- 
hängen?! 

Das gesuchte Prinzip soll nun kurz in der Forderung bestehen, daß 
keines der Axiome entbehrlich sein darf, d.h. daß es nicht möglich sein soll, 
unter Zugrundelegung aller Axiome bis auf ein einziges dieses eine Axiom 
zu beweisen und so in seinem Charakter als Axiom überflüssig zu machen. 
Ist diese Forderung erfüllt, so nennt man das betreffende Axiom unab- 
hängig (oder unableitbar) von der Gesamtheit der übrigen Axiome. Es 
ist also für jedes einzelne Axiom des Axiomensystems zu zeigen, daß 
es nicht aus den übrigen Axiomen abgeleitet werden kann, so daß es 
unmöglich ist, mittels eines Teiles der Axiome die in Frage stehende 
Theorie zu begründen; dann ist das Axiomensystem in einem ganz 
bestimmten Sinn als nicht mehr reduzierbar, als möglichst einfach er- 
kannt. Die Forderung der Unabhängigkeit eines Axiomensystems ist 
demnach freilich mehr ein Postulat der Schönheit und Durchsichtig- 
keit als der Wahrheit und Richtigkeit. Immerhin würden sich manche 
an die Axiomatik anschließende Fragen, wie z. B. die der Verträglich- 
keit der Axiome (Nr. 6), in unerträglichem Maße verwickelt gestalten, 
wenn man nicht durch die Unabhängigkeitsforderung von Anfang an 
die größtmögliche Einfachheit des Axiomensystems erzwänge. 

Zunächst scheint es wohl, daß der Nachweis einer solchen Unableitbar- 
keit der einzelnen Axiome eine ganz besonders schwierige Aufgabe dar- 
stellt; gilt es doch zu zeigen, daß unter allen denkbaren Versuchen, ein 
Axiom aus der Gesamtheit der übrigen zu folgern, keiner zum Ziel führen 
kann, also einen Unmöglichkeitsbeweis von der auf S. 49 geschilderten 
Art zu führen. Man überwindet indes diese Schwierigkeit grundsätz- 
lich verhältnismäßig einfach auf einem Weg, der jenen negativen Nach- 
weis positiv wendet und den grundsätzlich schon die Erfinder der nicht- 
euklidischen Geometrie eingeschlagen haben; seit seiner systematischen 
Beschreitung durch die italienische Axiomatikerschule und HILBERT ist 
er zu einem klassischen Verfahren geworden. 

Die durch zwei Jahrtausende fortgesetzten Versuche, das Eukli- 
dische Parallelenaxiom (d.h. die Aussage, daß durch einen gegebenen 
Punkt zu einer gegebenen Geraden höchstens ine Parallele gezogen 
werden kann) zu beweisen, waren nämlich naturgemäß vor allem 
auf indirektem Weg unternommen worden: man entwickelte aus der 
Annahme des Gegenteils eine Reihe von Folgerungen in der Hoffnung, 


1 In einem hier nicht näher zu erörternden Sinn kann man allerdings gewisse 
Axiomensysteme vor anderen manchmal auszeichnen durch die Eigenschaft, 
„die geringste Zahl von Sätzen‘ axiomatisch zu fordern; siehe Hertz [1] und [2]. 
Einstweilen ist dieser Gesichtspunkt nur in Fällen verwertbar, die von finiter Art 
und viel zu einfach sind, um sich auf wissenschaftlich interessante Probleme 
auszuwirken, und einer erheblichen Ausdehnung werden sich wohl fast unüber- 
windliche Schwierigkeiten entgegenstellen. 
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bar die Zerspaltung der Axiome in möglichst einfache Aussagen so 
weit als wünschenswert vorgenommen; auch die Zahl der undefi- 
nierten Grundbegriffe (wesentlich die einzige Grundrelation e) ist so 
sehr reduziert, als es überhaupt denkbar ist. In diesem Fall wird. der 
Pseudocharakter der für den Unabhängigkeitsbeweis erforderlichen. 
Pseudomengenlehren oder Modelle darin liegen, daß der Mengenbegriff 
anders, in der Regel enger, gefaßt wird als in der aus unserer Axio- 
matik sich ergebenden „echten‘‘ Mengenlehre!; diese Modelle werden 
also nicht umfassend oder nicht allgemein genug sein, um allen Tat- 
sachen der rechtmäßigen Mengenlehre Raum zu geben, müssen aber: 
andererseits in sich geschlossen und widerspruchslos sein, wenn sie 
für die jeweilige Unabhängigkeitsbehauptung beweiskräftig sein sollen. 
In welcher Weise für jedes Axiom eine speziellere Bedeutung des 
Mengenbegriffs zu wählen ist, wird der Leser in den meisten Fällen 
selbst zu finden in der Lage sein auf Grund der Bemerkungen, die bei 
den einzelnen Axiomen in $16 gemacht wurden, um die Notwendigkeit 
der Einführung der Axiome plausibel zu machen: wenn dort das eine 
oder andere Axiom als erforderlich hingestellt wurde, um gewisse durch 
die anderen Axiome noch nicht ermöglichte Betrachtungen der Mengen- 
lehre zu gestatten, so zeigt eben der bei Ausschluß dieser Betrachtungen 
übrigbleibende Torso der Mengenlehre — vorausgesetzt, daß er in sich 
geschlossen ist, d. h. die Anwendung der übrigen Axiome unbeschränkt 
gestattet — die Unabhängigkeit des betrachteten Axioms. So kann man, 
um für das A. d. Bestimmtheit den Unabhängigkeitsbeweis zu führen, 
unter ‚Menge‘ etwa ‚geordnete Menge“ verstehen, also eine Menge nicht 
schon allein durch die Gesamtheit ihrer Elemente, sondern erst noch 
durch deren Reihenfolge sich festgelegt denken; zum Beweis der Un- - 
abhängigkeit des A. d. Potenzmenge lasse man nur endliche und ab- 
zählbare Mengen zu, zum Unabhängigkeitsbeweis für das A. d. Unend- 
lichen überhaupt nur endliche Mengen, innerhalb deren Gesamtheit 
die übrigen Axiome sämtlich erfüllt sind; die Unabhängigkeit des A. 
d. Aussonderung kann man derart zeigen, daß man den Begriff der 
Teilmenge gegenüber dem üblichen sehr einschränkt, daß man z.B. 
für die Menge der natürlichen Zahlen (d.h. für die Menge Z,, S. 308) 
nur endliche Teilmengen, aber keine (eigentlichen) unendlichen zu- 
läßt; usw.2. 

Besondere Schwierigkeiten und besonderes Interesse haben sich von 
Anfang an mit der Frage der Unabhängigkeit des Auswahlaxioms ver- 


2 Auch eine von der üblichen Auffassung abweichende Deutung der Grund- 
relation aeb könnte dem nämlichen Zwecke dienen, würde aber schwierigere 
Überlegungen erforderlich machen. 

? Siehe FRAENKEL [5] und namentlich VIELER [1], wo diese Fragen eine sehr 
eingehende, wenn auch noch keineswegs erschöpfende Erörterung finden. Vgl. 
auch LEnnes[l] und Kurarowskı [4]. 
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knüpft; es blieb offen, ob dieses viel umstrittene Axiom nicht vielleicht 
überhaupt als eigenes Prinzip entbehrlich, d.h. auf Grund der übrigen 
Axiome beweisbar seit. Die Schwierigkeit dieser Untersuchung liegt be- 
sonders an folgendem Umstand: Es muß nachgewiesen werden, daß 
Teilmengen der Vereinigungsmenge 6M von solchen Eigenschaften, 
wie sie für die Auswahlmengen der vorgelegten Menge M charak- 
teristisch sind, nicht schon auf Grund des A. d. Aussonderung ge- 
bildet werden können, das sonst ja das normale Hilfsmittel zur Bildung 
von Teilmengen darstellt. Soweit nämlich dieses Axiom die Existenz der- 
artiger Teilmengen gewährleistet, soweit sich also die Elemente einerAus- 
wahlmenge durch eine „sinnvolle Eigenschaft“ (vgl. S. 281) hinreichend 
charakterisieren lassen, bedarf man ja des A. d. Auswahl überhaupt 
nicht, kommt vielmehr mit der Bildung von Teilmengen in dem Um- 
fang aus, wie er schon durch das A. d. Aussonderung gesichert wird. 
Versteht man unter M z. B. eine Menge, deren Elemente Mengen reeller 
Zahlen sind, so handelt es sich um die Auffindung einer Menge von 
reellen Zahlen, die aus jedem Element von M je eine Zahl enthält und 
die somit eine Auswahlmenge von M darstellt, von der aber anderer- 
seits zu beweisen wäre, daß es unmöglich ist, sie direkt mittels des 
Axioms der Aussonderung aus der Menge aller reellen Zahlen als Teil- 
menge zu gewinnen. 

In einer sehr handgreiflichen Weise kann man (vgl. RUSSELL 
[2] und [5]) das vorliegende Problem folgendermaßen illustrieren: 
Es sei eine Menge von abzählbar unendlichvielen verschieden ge- 
arbeiteten Stiefelbaaren gegeben, so daß deren Unterscheidung durch 
„sinnvolle“ Eigenschaften möglich ist. Ist in jedem Paar der linke 
Stiefel verschieden vom rechten angefertigt, so existiert die Menge 
aller linken Stiefel als Teilmenge der Menge aller Stiefel nach dem 
A. d. Aussonderung, da diese Stiefel charakterisiert sind durch die 
Eigenschaft €, als linke Stiefel gearbeitet zu sein. Man kann daher 
z.B. die Äquivalenz der Menge aller Stiefeldaare mit der Menge aller 
einzelnen Stiefel derart beweisen, daß man das erste Paar dem rechten 
Stiefel des ersten Paares, das zweite Paar dem linken Stiefel des ersten 
Paares, das dritte Paar dem rechten Stiefel des zweiten Paares zu- 
ordnet usw. Liegen dagegen statt der Stiefelpaare unendlichviele 
Strumpfpaare vor, so pflegt ja, unpraktisch genug, der rechte Strumpf 
nicht verschieden von dem linken hergestellt zu werden; daher ist in 
diesem Fall das Axiom der Auswahl unentbehrlich, wenn man die 


1 Diese Frage hat in der allerletzten Zeit noch eine erhöhte Bedeutung gewonnen, 
insofern als in HıLBERTs Theorie der Widerspruchsfreiheit ein mit dem Auswahl- 
ıxiom nahe verwandtes Prinzip, das logische Auswahlaxiom, eine hervorragende 
Rolle spielt (siehe S. 372).— Für die Beleuchtung, in der dieses Unabhängigkeits- 
problem von einem zu Russert benachbarten Blickpunkt aus erscheint, ver- 
gleiche man Ramsey [1] (S. 381f.) und CHuwistek [4]. 
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Existenz einer Menge von Strümpfen sichern will, die von jedem Paar 
nur einen einzigen Strumpf enthält. Man kann dann ohne das Aus- 
wahlprinzip auch nicht beweisen, daß die Menge aller Strümpfe äqui- 
valent ist der Menge aller Paare von Strümpfen. Gelingt es, diese 
Menge von Strumpfpaaren mathematisch nachzubilden, so wird sie. 
das gewünschte Modell ermöglichen, das die Unabhängigkeit des Aus- 
wahlaxioms zeigt. 

Man hat nach alledem zum Beweis der Unabhängigkeit des Aus- 
wahlaxioms den Mengenbegriff so einzuschränken, daß für ‘eine gewisse 
Menge M keine Auswahlmenge existieren kann, während das A. d. 
Aussonderung gleich den übrigen Axiomen bestehen bleibt; dann liegt 
die Unmöglichkeit zutage, eine Auswahlmenge von M auf Grund des 
A.d. Aussonderung zu „bilden“. Es wird begreiflich erscheinen, daß 
die ursprüngliche Fassung (V) des A. d. Aussonderung nicht scharf 
genug war, um einen derartigen Unmöglichkeitsbeweis zu führen; erst 
mittels der auf S.286 erwähnten Verschärfung jenes Axioms ist der 
Unabhängigkeitsbeweis für das Auswahlaxiom gelungen (FRAENKEL [6]; 
vgl. auch [10], S. 165ff.), womit die mit jener Verschärfung verbundene 
Mühe aufs neue und in einem anderen, realeren Sinn als früher — 
nämlich durch den ‚Erfolg‘ — gerechtfertigt erscheint. In diesem 
Beweis wird wirklich eine mathematische Realisierung der soeben ge- 
schilderten Menge von Strumpfpaaren eingeführt, d.h. eine Menge 
von abzählbar unendlichvielen Paaren, für die sich zeigen läßt, daß 
das A.d. Aussonderung keine Auswahlmenge von ihr sichert; damit 
ist also nicht bloß das Auswahlaxiom überhaupt, sondern sogar seine 
engste Form als unabhängig erwiesen, die sich auf nur abzählbar unend- 
lichviele endliche Mengen (hier Paare) bezieht (siehe S. 289). } 

Der bezeichnete Beweis betrifft übrigens nur das ursprüngliche 
Axiomensystem ZERMELOs, in dem neben Mengen auch noch andere 
„Dinge“ (als Elemente von Mengen) zugelassen sind und demgemäß 
der Begriff der Gleichheit von Mengen wesentlich anders zu fassen ist 
(vgl. S.311). Bei dieser Auffassung, wonach u.a. die letzten Bausteine 
oder innersten Kerne einer Menge nicht bloß wieder Mengen (also etwa 
schließlich die Nullmenge), sondern auch andere Dinge sein können 
(vgl. auch S. 354), ist der Mengenbegriff ein weiterer; gerade von dieser 
größeren Umfangsweite wird beim Unabhängigkeitsbeweis wesentlich 
Gebrauch gemacht. Ob auch bei unserer engeren Fassung des Mengen- 
begriffs das Auswahlaxiom unabhängig bleibt, darüber wird hiermit 
nichts entschieden. In der Tat steht ein Unabhängigkeitsbeweis in 
bezug auf das in $ 16 angegebene Axiomensystem, in dem nur „Mengen“ 
betrachtet werden, zur Zeit noch aus; bei der nahen Verwandtschaft 
zwischen der Menge Z, und der Menge der natürlichen Zahlen (S. 308) 
würde man sich wohl schon an Mengen M von Mengen reeller Zahlen 
(siehe vorige Seite) hinreichend orientieren können. 
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4. Über die Vollständigkeit eines Axiomensystems. Neben der Un- 
abhängigkeit ist eine zweite und wichtigere Eigenschaft, die man von 
einem Axiomensystem wenigstens nach Möglichkeit zu erwarten pflegt, 
die Vollständigkeit des Systems. Diese Eigenschaft ist bisher viel 
weniger behandelt und, soweit es überhaupt geschah, nicht immer im 
gleichen Sinn verstanden worden. 

Am nächsten liegt die Auffassung, wonach Vollständigkeit eines 
Axiomensystems erfordert, daß dieses die gesamte durch das System 
zu begründende Theorie umfasse und beherrsche, derart, daß jede in 
die Theorie einschlägige und mittels ihrer Grundbegriffe ausdrückbare 
Frage durch deduktive Schlüsse aus den Axiomen im einen oder anderen 
Sinn zu beantworten sein müsse. Eine derartige Eigenschaft des Axiomen- 
systems würde bedingen, daß man diesem System (ohne Vermehrung 
der Grundbegriffe) kein weiteres Axiom hinzufügen könnte, daß das 
System also ‚vollständig‘ wäre!; denn jede einschlägige Aussage, die 
nicht mit dem Axiomensystem im Widerspruch steht, wäre ja eine 
beweisbare Folgerung und somit nicht unabhängig, d.h. nicht von der 
Art eines „Axioms‘‘. Offenbar steht die Beurteilung der Vollständig- 
keit in diesem Sinn in engem Zusammenhang mit dem in $ 14 (S. 234 ff.) 
erörterten Problem der Entscheidbarkeit mathematischer Fragen; seit- 
dem die ältere Überzeugung, daß jede mathematische Aufgabe positiv 
oder negativ entschieden werden könne, ins Wanken geraten ist oder 
zum mindesten nicht mehr als selbstverständlich betrachtet wird, 
muß man auch mit der Prüfung der so verstandenen Vollständigkeit 
eines Axiomensystems sehr erhebliche Schwierigkeiten verknüpft sehen. 

Die Verschiedenheit der hier möglichen Auffassungen mag durch 
ein einfaches Beispiel verdeutlicht werden. Die Frage, ob es zu einer 
oberhalb 2 gelegenen Zahl ein FErMATsches Zahlentripel (S. 229) gibt 
oder nicht, wird gefühlsmäßig von der überwältigenden Mehrzahl der 
Mathematiker sicher zu den entscheidbaren Fragen gerechnet. Sollte 
aber jemals nachzuweisen sein, daß diese Frage mit den Mitteln der 
Zahlentheorie nicht entschieden werden kann?, so dürften grund- 
‘sätzlich immer noch zwei Wege zur Erklärung dieser Tatsache offen- 


1 Zur Vermeidung von Mißverständnissen sei hervorgehoben, daß diese Voll- 
ständigkeit begrifflich nichts zu tun hat mit der, die beim „Vollständigkeits- 
axiom‘‘ (S. 356) gemeint ist; dort sind es die von den Axiomen erfaßten Objekte, 
hier die Axiome selbst, die keiner Erweiterung mehr fähig sein sollen. Den- 
noch besteht natürlich eine enge Beziehung zwischen der Aussage des Voll- 
ständigkeitsaxioms und den nachstehend erörterten Bedeutungen der Vollständig- 
keit eines Axiomensystems; diese Beziehung harrt im einzelnen noch der Auf- 
klärung. Vgl. auch die in Fußnote 3 auf S. 352 angeführten Arbeiten. 

2 An die Möglichkeit eines derartigen Nachweises, der über die bloße Tat- 
sache der Unentscheidbarkeit noch wesentlich hinausginge, wird im vorliegenden 
Fall kaum jemand ernstlich glauben; vgl. S. 234. Für einen Weg, eine derartige 
Möglichkeit bindend auszuschließen, vergleiche man den übernächsten Absatz. 
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stehen: entweder könnte man der Ansicht sein, daß eine Entscheidung 
jener Frage ihrer Natur nach über die Möglichkeiten der menschlichen 
Vernunft hinausgehe, oder die Meinung vertreten, daß nur unser bis- 
heriger Begriff von der natürlichen Zahl nicht hinreiche, d.h. daß das 
Axiomensystem der Theorie der natürlichen Zahlen (Fußnote auf S. 360) _ 
nicht vollständig genug sei, um die Entscheidung jeder auf natür- 
liche Zahlen bezüglichen Frage zu ermöglichen. In diesem Falle wäre 
die Hinzufügung weiterer (uns freilich kaum vorstellbarer) Axiome 
erforderlich, an denen sich zunächst etwa die Zahlenlehre in ähnlicher 
Weise zu verschiedenen möglichen Typen ‚gabeln‘“ könnte, wie die 
Geometrie am Parallelenaxiom. Es könnte z..B. der FERMATsche Satz 
als ein derartiges Axiom in Frage kommen. Am Beispiel des Kontinuum- 
problems und anderer Fragen leuchtet ein, daß für die Mengenlehre eine 
Prüfung der Vollständigkeit unseres Axiomensystems in diesem Sinn 
noch weit größeren Schwierigkeiten begegnen würde und daß die zweite 
Möglichkeit hier in der Tat ernstlich ins Auge zu fassen wäre. 

Eng verwandt mit dieser Auffassung der Vollständigkeit, aber 
lange nicht so weitgehend und eher einer Prüfung unterziehbar gestaltet 
sich die Vollständigkeit eines Axiomensystems, wenn wir sie in einem 
Sinn verstehen, der zunächst am Beispiel der Geometrie geschildert 
sei. Die Aussage des Parallelenaxioms läßt sich zwar aus den übrigen 
geometrischen Axiomen nicht herleiten, doch ist sie verträglich mit 
ihnen. Aus dieser Verträglichkeit aber folgt keineswegs, daß anders- _ 
artige Annahmen — solche nämlich, die dem Parallelenaxiom wider- 
sprechen — nicht ebensogut mit den übrigen Axiomen verträglich 
wären; vielmehr wird auch diese Verträglichkeit durch die nicht- 
euklidischen Geometrien gewährleistet. Kurz: mehrere einander wider- 
sprechende Aussagen, die natürlich niemals beweisbare Folgen eines 
und desselben Axiomensystems sind, können dennoch jede für sich 
mit dem System vereinbar sein; ein solches Axiomensystem läßt nicht 
bloß im Sinn der Deduzierbarkeit mit den gegenwärtigen oder künftigen 
Hilfsmitteln der Mathematik, sondern in einem absoluten Sinn (dar- 
stellbar durch Unabhängigkeitsbeweise) die Frage offen, ob gewisse 
einschlägige Fragen so oder so zu beantworten sind. . Ein derartiges 
Axiomensystem wird mit Fug und Recht als unvollständig zu be- 
zeichnen sein. Mit mehr Aussicht auf tatsächliche Klärung, als es 
bei der Auffassung des vorigen Absatzes der Fall war, wird man das 
Problem der Vollständigkeit also folgendermaßen stellen können: X sei 
eine in das Axiomensystem einschlägige Aussage; gleichviel ob es gelingen - 
mag, die Richtigkeit oder Falschheit von X aus dem System zu dedu- 
zieren oder eine solche Deduzierbarkeit auch nur theoretisch sicher- 
zustellen, so soll jedenfalls nur entweder die Richtigkeit oder die Falsch- 
heit von X — nicht aber jede dieser beiden Möglichkeiten — mit dem 
Axiomensystem vereinbar sein, wenn dieses als „Vvollständig‘“ gelten 
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soll. Hier wird also nicht die überspannte Forderung gestellt, daß die 
Entscheidbarkeit von W gesichert sei, sondern nur eine sozusagen 
interne Festlegung des Gebietes durch die Axiome gefordert. Danach 
wird zwar z. B. ein Axiomensystem der Geometrie, ohne Parallelen- 
axiom genommen, nach wie vor mit Recht als unvollständig zu be- 
zeichnen sein, nicht aber das die natürlichen Zahlen bestimmende 
Axiomensystem; denn ob nun das FERMATsche Problem lösbar ist 
oder nicht, jedenfalls liegt in der Verträglichkeit der zu FERMAT ent- 
gegengesetzten Behauptung die Aussage: ein Zahlensystem (x, y, z, n) 
von der Eigenschaft x”+?+ y*+?—=z”r+2 ist denkbar; damit erscheint 
aber die Richtigkeit der FERMATschen Behauptung widerlegt!. Wenn 
im Falle der Mengenlehre hingegen etwa das Kontinuumproblem sogar 
im weitergehenden Sinn offen bleiben, d.h. sowohl die Annahme 


2" — x, wie auch ihre Verneinung mit den Axiomen verträglich sein 
sollte, so wären damit die benutzten Axiomensysteme als unvollständig 
erwiesen; dann wäre auf diese Weise auch das Geheimnis entschleiert, 
warum sich beide Annahmen so beharrlich und spröde allen daran 
. gesetzten Bemühungen entzogen haben ?. 

Ganz anders beschaffen ist schließlich ein weiterer Sinn der Voll- 
ständigkeit eines Axiomensystems, wie er in aller Ausführlichkeit wohl 
zuerst von VEBLEN gekennzeichnet worden ist ([1], S. 346; vgl. auch 
Huntington [1], S. 264, sowie COUTURAT [2], S. 179). Danach heißt ein 
Axiomensystem vollständig — auch ‚‚kategorisch“ (VEBLEN) oder ‚‚mono- 
morph‘ (FEIGL-CARNAP) — wenn es die ihm unterworfenen mathe- 
matischen Objekte samt den Grundrelationen formal in eindeutiger Weise 
festlegt; derart also, daß zwischen zwei verschiedenen Realisationen der 
Übergang durch eine umkehrbar eindeutige und isomorphe® Zuordnung 
hergestellt werden kann. Schärfer ausgedrückt und auf unseren Fall der 
Mengenlehre bezogen: Hat man auf zwei verschiedene Arten, jeweils im 
Einklang mit den Axiomen, eine Deutung des Begriffs Menge (insbeson- 
dere auch dem Umfang nach) und der Grundrelation aeb gewählt, so muß 
es, falls das Axiomensystem als, vollständig gelten soll, möglich sein, 


l Vgl. hierzu den nächsten Absatz. An dem anscheinenden ‚‚Monomorphismus‘ 
(siehe dort) des Bereichs der natürlichen Zahlen liegt es, daß die Existenz eines FER- 
MATschen Tripels in irgendeiner Arithmetik auch schon das Vorkommen eines eben- 
solchen in jeder anderen nach sich zieht. Doch ist auf diesem Gebiet noch manches 
ungeklärt und auch eine andere Auffassung als die obige möglich (vgl. S. 354). 

®2 Man vergleiche zu diesem Gegenstand BAER [4]. 

3 Der Ausdruck ‚isomorph‘ hat hier einen erheblich allgemeineren Sinn 
als sonst (in der Gruppen- und Körpertheorie) üblich.. In der Tat ist der Iso- 
morphismus auf beliebige Relationen anwendbar, nicht bloß auf die als „Opera- 
tionen“ bezeichneten drei- und mehrgliedrigen Relationen. 

4 Die (noch nicht völlig geklärte) Frage, inwieweit dieser Vollständigkeits- 
begriff seinerseits schon die Mengenlehre voraussetzt (wegen der zu benutzenden 
Zuordnung), möge hier außer Erörterung bleiben. 
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zwischen den Mengen der einen Deutung und denen der anderen 
eine Zuordnung mit folgenden beiden Eigenschaften herzustellen: 
erstens entspricht jeder Menge der einen Deutung eine und (bis auf 
gleiche Mengen) nur eine einzige Menge der anderen Deutung und 
umgekehrt; zweitens trifft, wenn aeb eine richtige Aussage der einen 
Deutung ist (d.h. wenn in dieser « Element der Menge ist), auch für 
die zu a bzw. b in der anderen Deutung zugeordneten Mengen a’ bzw. 
b’ die Beziehung a’eb’ zu und umgekehrt. Man kann dann von einer 
formal eindeutigen oder vollständigen Festlegung der Grundbegriffe durch 
die Axiome und somit von einem formal vollwertigen Ersatz einer 
Mengendefinition durch die axiomatische Methode sprechen. Im Fall 
der Geometrie ist eine derart vollständige Festlegung der Grundbegriffe 
„Punkt“, ‚Gerade‘, ‚Ebene‘ durch das Axiomensystem HILBERTS nach 
der üblichen Auffassung gewährleistet; dagegen kann man leicht vn- 
vollständige Systeme geometrischer Axiome aufstellen, die für die Grund- 
begriffe außer ihrer gewöhnlichen Deutung auch noch wesentlich andere 
Interpretationen gestatten. 

Man muß sich indes nach wie vor hüten, die eindeutige Festlegung so- . 
wohl der Begriffe wie der Aussagen einer derart ‚vollständig‘ axioma- 
tisierten Wissenschaft im inhaltlichen Sinn zu verstehen. Formal frei- 
lich ist gewissermaßen die „Struktur“ der betreffenden Wissenschaft 
festgelegt: wenn bei einer bestimmten inhaltlichen Deutung der Grund- 
begriffe (z.B. von „Punkt“ und ‚Gerade‘ in dem der Anschauung vor- 
schwebenden Sinn) ein gewisser Satz ‚richtig‘, d.h. aus den Axiomen 
deduktiv herleitbar ist, so kann der Satz bei einer anderen mit den 
Axiomen verträglichen Deutung (z. B. ‚Punkt‘ als ‚„Zahlenpaar‘ usw.) 
nicht falsch werden, weil man sonst einen Widerspruch mit dem be- 
wiesenen Isomorphismus erhielte. Gerade deshalb aber kann der Sinn, 
das inhaltliche Wesen der Grundbegriffe niemals durch die Axiome 
festgelegt sein!; denn aus jeder „zulässigen“, d.h. den Axiomen genügen- 
den inhaltlichen Interpretation der Grundbegriffe entsteht ja eben 
durch eine geeignete (isomorphe) Zuordnung wieder eine zulässige Inter- 
pretation, deren Sinn ein anderer sein wird (vgl. oben S. 338f.). 

Man kann in diesem Sinn der axiomatischen Methode eine be- 
sondere Bedeutung für die Ökonomie des Denkens zuschreiben, die 
MAcnH bekanntlich als Ziel aller Wissenschaft betrachtet hat, und eine 
Quelle der Fruchtbarkeit axiomatischer Betrachtung darin erblicken, 
daß sie mit einem Schlage eine Theorie für viele mögliche Fälle gibt, 


1 Diese Auffassung ist auch von größter Bedeutung für den Begriff „Ding an 
sich“. Wer hinter die uns allein zugängliche Erscheinungswelt das Reich der 
Dinge an sich setzt, muß diesen die Erscheinungen eindeutig und im angeführten 
Sinn isomorph zugeordnet denken, so daß wir, ohne die Dinge an sich zu kennen, 
über sie die für die Erscheinungen gültigen Relationen auszusagen formal be- 
rechtigt sind. 
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bei denen ein im Kern gleichartiger Problemkreis auftritt und nach 
einer Lösung verlangt, der ohne die Axiomatisierung angesichts der 
verschiedenen Erscheinungsformen und Sondereigenschaften der je- 
weiligen Objekte zu verschiedenartigen, jedesmal mit eigenen Schwierig- 
keiten verbundenen Lösungsmethoden führen würde oder auch wirk- 
lich geführt hat!. In der Tat hat die Axiomatisierung in gar manchen 
Fällen zu weitgehenden Vereinfachungen geführt?, wie besonders die 
fast alle Teile der Mathematik durchdringende abstrakte Gruppen- und 
Körpertheorie, aber auch rein geometrische Betrachtungen zeigen. Für 
eine so stark vereinfachende Wirkung kommen allgemeinhin Axiomen- 
systeme mit „nicht zu weit gehenden‘ Axiomaussagen in Betracht. 
Der Wert einer derartigen Axiomatisierung steigert sich noch dadurch, 
daß — entgegen einer vielleicht naheliegenden Vermutung — die Be- 
trachtungen durch den Fortfall des gewissermaßen konkreten, aber 
für den gewünschten Zweck unwesentlichen Beiwerks dieser oder jener 
Realisation gerade an Einfachheit und Durchsichtigkeit gewinnen. 
Für die, rein axiomatisch gesehen, wichtigsten Fälle, nämlich für die 
Axiomatisierungen ganzer Wissenschaften (Arithmetik, Geometrie, 
Mengenlehre) kommt allerdings der bezeichnete Vorteil kaum recht zur 
Geltung, weil sich schwer weitere wesentlich verschiedene Realisationen 
finden, die den mannigfachen und weitgehenden durch die Axiome 
auferlegten Bindungen sich fügen; diese sind eben dann der zu axio- 
matisierenden Disziplin ‚allzu eng‘ auf den Leib geschnitten. 

Wie immer man übrigens die Kriterien wählen mag, nach denen ein 
Axiomensystem als ‚vollständig‘ gelten soll, stets kann man in gewissem 
Sinn von einer — wenn auch nur formalen — ausdrücklichen Fest- 
legung des betreffenden Wissensgebietes durch die Axiomatik sprechen. 
So wird, während die Grundbegriffe durch die Axiome nur implizit 
bestimmt sind (S. 335), durch das System auch eine explizite Definition 
hergestellt: die Definition der betreffenden Disziplin im formalen Sinn. 

Wenn man die drei verschiedenen (und übrigens keineswegs alle 
sinnvollen Möglichkeiten erschöpfenden) vorstehend geschilderten Be- 
deutungen, die mit der „Vollständigkeit‘“ eines Axiomensystems ver- 
bunden werden, in Beziehung zueinander setzen will, so gebührt offen- 
bar eine Sonderstellung der Vollständigkeit im ersten Sinn, die man 
mit einem treffenden Ausdruck auch als ‚„Entscheidungsdefinitheit“ 


1 Die Anwendung einer theoretischen Wissenschaft auf Gegenstände der 
Wahrnehmung oder Erfahrung, z. B. die der reinen Geometrie auf die Punkte, 
Geraden usw. des physischen Raumes, gestaltet sich so — mindestens grund- 
sätzlich — besonders einfach, insofern als nur das Erfülltsein der Axiome und 
nicht etwa aller einschlägigen Sätze durch geeignet zu wählende Erfahrungs- 
begriffe nachzuprüfen ist. 

2 Die wichtigsten neueren Beispiele sind wohl Moore [1] und STEINITZ [1]; 
besonders von letzterem Aufsatze leitet sich eine überaus nachhaltige Befruchtung 
der Algebra im weitesten Sinne her. 
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bezeichnet!. Sie „würde nur durch die Angabe einer das Beweisver- 
fahren fest regelnden Methode verbürgt werden, die nachweislich für 
jedes einschlägige Problem zur Entscheidung führt,“ und ist also, 
wenn die betreffende Disziplin nicht von trivialer, etwa streng finiter 
Struktur ist, als unerreichbar außer acht zu lassen (Weyr [7], S. 20). 
Ganz anders gestaltet sich die Sachlage schon in Rücksicht auf die 
an zweiter Stelle geschilderte Bedeutung. Man hat nämlich den Unter- 
schied zu beachten, der offenbar besteht zwischen dem ‚‚an-sich-Fest- 
stehen“ einer Entscheidung und dem allgemeinen Nachweis dieses Fest- 
stehens, etwa in Form der Angabe einer Lösungsmethode. Oder mehr 
mathematisch ausgedrückt: Das Axiomensystem könnte ja sehr wohl 
die Disziplin so weit bestimmen, daß niemals neben einer gewissen 
einschlägigen Aussage X auch ihr kontradiktorisches Gegenteil X mit 
dem Axiomensystem verträglich wäre?, während doch die Entscheidung, 
ob A oder X zutrifft, sich nicht herbeiführen ließe, etwa weil sie mit 
endlichvielen Schlüssen überhaupt nicht zu erzwingen wäre! Um 
so mehr brauchte nicht eine allgemeine Methodenangabe zur Herbei- 
führung derartiger Entscheidungen aus den Axiomen möglich zu sein. 
In vielen Fällen mag vielleicht die Vollständigkeit eines Axiomen- 
systems in derartigem Sinn vorliegen; dabei ist aber die Frage, ob das 
Bestehen einer solchen Sachlage — als eine charakteristische Eigen- 
schaft des Axiomensystems — sich beweisen und wie sie sich mit der 
Vollständigkeit im drittangegebenen Sinn in Verbindung bringen läßt, 
einstweilen offen und ersichtlich von erheblichem Interesse. 

Man ist gegenwärtig dabei, diese Frage in einer mathematisch und 
logisch zweckmäßigen Form zu stellen und ihrer Lösung näher zu 
bringen?. Wie es trotz der Zweifel beachtenswerter Forscher? den An- 


1 Vgl. Husserr [2], S. 135f. Es wird hier so formuliert, daß in einer derart 
definierten „Mannigfaltigkeit‘ jeder in den einschlägigen Begriffen ausgedrückte 
Satz „entweder eine pure formallogische Folge der Axiome oder eine ebensolche 
Widerfolge, d. h. den Axiomen formal widersprechend“ sein muß. Hiernach 
werden ‚wahr‘ und ‚formallogische Folge der Axiome‘“ zu äquivalenten Begriffen. 
Vgl. auch BECKER [1]. 

2 Eine weiter herabgeminderte Bedeutung erhält die Vollständigkeit, wenn 
man sich hier nur auf Aussagen von niedrigstem Typus (bzw. Stufe) im Sinne 
des $ 15 beschränkt, womit die Frage entsteht, ob dann für beliebige Aussagen 
Entsprechendes von selbst gilt. Auf diese keineswegs unwesentliche Unterscheidung 
kann hier nicht eingegangen werden. - 

® Vgl. etwa DusısLav [1], CArnap [3] (sowie tiefergehende noch unveröffent- 
lichte Arbeiten dieses Autors und A. Tarsxıs), BaLpus [4] und HÄRLEN [2]. 

* Siehe besonders L£vv [2] und Borer [5]. Man vergleiche hierzu sowie zum - 
vorigen Absatz etwa noch CHurcH [1] (S.185f.), HEsSENBERG [3] (88 86££.), 
Huntington [3] (S. 210), LanGrorn [1], WıLson [l]. Die von L&vy gemachte 
Unterscheidung zwischen der „Gabelung‘‘ am Parallelenaxiom einerseits, an der 
Transzendenz etwa von #” andererseits wirkt nicht sehr überzeugend. Beim 
letzten FERMATschen Satz allerdings ist jedenfalls die etwaige Unrichtigkeit auf 
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schein hat, verbürgt die — noch genauer zu präzisierende — Voll- 
ständigkeit in dem an letzter Stelle geschilderten Sinn für sich allein 
schon, daß das System auch vollständig ist in der an zweiter Stelle an- 
gegebenen Bedeutung. Denn träfe in einer Realisation (Modell) des 
Systems die Aussage X, in einer anderen die negativ entsprechende 
A zu, dann stünde dies — so etwa wird man schließen — in einem 
Widerspruch damit, daß bei einer (infolge des vorausgesetzten „Mono- 
morphismus“ jedenfalls möglichen) isomorphen Abbildung zwischen den 
Grundobjekten und -relationen in beiden Modellen ja der richtigen 
Aussage X auch die korrespondierende, und nicht die dieser entgegen- 
gesetzte, als richtig entsprechen müßte. Man veranschaulicht sich 
diesen Gedankengang etwa an den einander entgegengesetzten Antworten 
auf die Frage nach der Existenz FERMATscher Zahlentripel, wobei 
ein als monomorph geltendes Axiomensystem (für die natürlichen 
Zahlen) zugrunde liegt. Wenn man, wie noch offen ist, in aller Strenge 
so schließen darf, so legt ein monomorphes Axiomensystem die be- 
treffende Wissenschaft in dem Sinne erschöpfend fest, daß sie sich 
an keinem zur Zeit noch offenen einschlägigen Problem in entsprechen- 
der Weise gabeln kann, wie die Geometrie am Parallelenaxiom. Die 
Lehre von den natürlichen oder den reellen Zahlen oder auch die 
Euklidische Geometrie ist aber in der Tat monomorph bestimmt!, so 
daß die Gabelung am letzten FErRMATschen Satz oder an der Tran- 
szendenz von zn” ausgeschlossen erscheint?. Man wird geneigt sein, 
auch im umgekehrten Sinn aus der an zweiter Stelle bezeichneten 
Vollständigkeit eines Axiomensystems dessen monomorphen Charakter 
zu folgern, indem man darauf verweist, daß zwei nicht isomorphe 
Modelle sich in einschlägigen Eigenschaften unterscheiden müßten 
und so auf Aussagen führten, die selbst sowohl wie auch ihre Negationen 
mit den Axiomen verträglich wären; doch ist es noch umstritten, ob 
diese Umkehrung sich dur.../ühren läßt. Im Fall des Erfolges würde 
man dazu gelangen, die beiden wesentlichen Bedeutungen, die oben der 
Vollständigkeit eines Axiomensystems beigelegt wurden und die begriff- 
lich ganz verschieden sind, dennoch als sachlich gleichwertig anzusehen. 

Indes stellen die hiermit angedeuteten Überlegungen, auch wenn sie 
im einzelnen näher ausgeführt werden, keineswegs schon vollgültige 


Grund einer Zahlenidentität, also ohne eigenes Axiom sicherzustellen (im Gegen- 
satz zum Fall des Parallelenaxioms); deshalb werden die einschlägigen Be- 
merkungen Boreıs (a.a.O.) wohl meist auf Widerspruch stoßen. 

1 Wenigstens ergibt sich das leicht auf die übliche Methode, hinsichtlich deren 
man allerdings u. a. einwenden kann, sie sei im Kern mengentheoretisch orientiert 
und von der analogen Frage in der Mengenlehre mehr oder weniger abhängig. Vgl. 
die Fußnote 4 auf S. 349. 

2 Ob dennoch ein etwa ‚„unbeweisbarer, aber richtiger‘ Satz dieser Art sich 
als neues Axiom dem Axiomensystem hinzufügen ließe, läßt bei der mathematischen 
Ungreifbarkeit der in Anführungszeichen gesetzten Worte kaum eine Erörterung zu. 


Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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Beweise dar; das gilt auch für manche Schlüsse auf S. 348ff. Denn zu- 
nächst läßt sich bei so subtilen, für gedankliche Lücken nur allzuviel 
Fläche bietenden Problemen bindende Beweiskraft wohl nur durch weit- 
gehend formelhafte, die Mängel der Sprache möglichst ausschaltende 
Fassung der Beweismethode erzielen, was am besten mittels der sym- ; 
bolischen Logik gelingt. Eine noch unabweisbarere Forderung ist es aber, 
die Umgrenzungen selbst, die der Vollständigkeit in diesem oder jenem 
Sinn beizulegen sind, gegenüber den obigen Fassungen erheblich zu 
präzisieren und ebenfalls weitgehend auf eine formelmäßige Darstellung _ 
zu bringen. Für eine genaue Formulierung und endgültige Lösung 
der mit der Vollständigkeit verknüpften Probleme ist dies eine jeden- 
falls notwendige und weitgehend wohl auch hinreichende Bedingung. Im 
übrigen dürfte auch die Frage der Existenz „vollständiger“ Axiomen- 
systeme der Logik (vgl. Post [1]) wegen der zu benutzenden logischen 
Hilfsmittel in unser Problem hineinspielen. 


5. Die Unvollständigkeit des obigen Axiomensystems. Was nun im 
besonderen unser Axiomensystem der Mengenlehre betrifft, so hat es — 
bedauerlicherweise — keinen vollständigen oder monomorphen Charakter. 
Unsere Axiome enthalten nämlich keine Verfügung über die ursprüng- 
lichen ‚Bausteine‘ beliebiger Mengen, oder allgemein über die Natur 
(d. h. über die Elemente) derjenigen Mengen, die nicht schon durch 
die Axiome völlig gesichert sind. Unsere Axiome gewährleisten ja nur, - 
daß gewisse Mengen jedenfalls existieren, schließen aber nicht von : 
vornherein die Existenz anderer Mengen aus, wenn sich auch aller- 
dings gewisse unter ihnen nachträglich als unmöglich erweisen (wie die 
antinomienhaften Mengen). Am einfachsten wäre es, wenn nur die 
ohnehin existierende Nullmenge als ursprünglicher Baustein von Mengen 
aufträte, wenn also außer der Nullmenge und der nach Axiom VII exi- 
stierenden Menge Z, (S. 308) lediglich die aus ihnen nach den Axiomen 
II bis VI (und VIII) herleitbaren Mengen existierten. Das ist aber durch 
unsere Axiome keineswegs festgelegt. Z.B. könnte eine Menge m, 
existieren, die u.a. ein Element m, enthält, in dem ein Element m, 
vorkommt und so weiter (etwa ins abzählbar Unendliche) ; es wäre also 


2. MEMzZEMgEM]EMy d.h. allgemein m,,ıeM, 
(k==0, 1,2220). 


Man kann diesen Sachverhalt, wenn er für sämtliche Elemente von 
Mg, M, usw. entsprechend zutrifft, etwa so ausdrücken: in m, kommt 
kein innerster Kern (letzter Baustein) vor!. Namentlich läßt sich auf : 


1 Solche und allgemeinere Mengen (‚ensembles extraordinaires‘‘) sind von 
MIRIMANOFF [1] und [2] und von EKLunD [1] (vgl. dazu die — nicht stichhaltigen — 
Einwände von BRoDEn [lj) betrachtet worden; man vergleiche auch SKoLEM [3] 
(Nr. 6), SIERPINSKI [4] und Finszer [3] ($$ 8 und 15), wo die interessanten Fragen 
der „Struktur‘‘ von Mengen eingehendere Erörterung finden. 
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Grund der Axiome noch nicht entscheiden, ob es z. B. Mengen gibt, die 
sich selbst als Element enthalten (vgl. RusseLLs Antinomie, S. 211), was 
bei dem rein formalen Charakter der Relation e keineswegs von vorn- 
herein absurd, vielmehr höchstwahrscheinlich widerspruchsfrei an- 
nehmbar ist. Auf der anderen Seite sind auch Mengen mit der Axio- 
matik vereinbar, deren Elemente weder Mengen noch auf bloße Mengen 
zurückzuführen sind, wie z. B. Mengen von Objekten der Außenwelt. Die 
Existenz solcher und ähnlicher, dem Mathematiker z. T. jedenfalls nicht 
allzu sympathischer Mengen ist auf Grund unserer Axiome nicht aus- 
geschlossen, noch viel weniger freilich etwa gesichert. Demnach läßt sich 
mit dem vorstehenden Axiomensystem ebensowohl z. B. eine Deutung 
des Grundbegriffs ‚Menge‘ vereinen, bei der eine Menge Element ihrer 
selbst sein kann, wie auch die entgegengesetzte Annahme mit den 
Axiomen verträglich ist. Das Axiomensystem legt also den Mengen- 
begriff sicherlich nicht in unzweideutiger Weise fest, es ist nicht 
monomorph. 


Die verschiedenen hiernach noch bestehenden Möglichkeiten bezüglich der 
überhaupt existierenden Mengen zu beschränken und als innersten Kern aller 
vorkommenden Mengen nur die Nullmenge zuzulassen, ist — auch abgesehen von 
dem Ziel der Vollständigkeit unseres Axiomensystems — sehr wünschenswert. 
Eine solche Beschränkung würde eine Vereinfachung des mengentheoretischen 
Gebäudes bedeuten, ohne daß dieses dadurch an Bedeutung und Anwendbarkeit 
verlöre. Denn wohl alle mathematisch bedeutsamen Mengen, z. B. die Mengen 
von Zahlen oder Punkten, können, nötigenfalls unter Änderung der Bezeichnung, 
mit einer so eingeschränkten Axiomatik gesichert werden. Andererseits stehen 
Mengen der im vorigen Absatz geschilderten Art, die nach den bisherigen Axiomen 
zulässig sind, mit gewissen paradoxen Mengen in zu engem Zusammenhang (vgl. 
MIRIMANOFFa.a. O.), als daß die Zulassung solcher Mengen gleichgültig erscheinen 
könnte. 

Wenn es überhaupt möglich ist, diesen Mangel bei einem wie immer ge- 
arteten axiomatischen Aufbau der Mengenlehre zu vermeiden, so muß dies im 
vorliegenden Fall wohl in der Weise geschehen, daß der Mengenbegriff so enge be- 
schränkt wird, als es mit den Axiomen I—VII (und eventuell VIII) überhaupt ver- 
träglich erscheint. Das läuft dann in der Tat wohl darauf hinaus, daß als Ausgangs- 
punkt die Nullmenge festgesetzt wird, die so als ursprünglicher Baustein aller 
Mengen dient. Dann sind nur solche Mengen zulässig, die aus der Nullmenge 
und den etwa durch Axiom VII geforderten Mengen durch beliebige, aber natür- 
lich endlichmalige Anwendung der einzelnen Axiome hervorgehen; namentlich 
also nur Mengen, die sich nicht als Element enthalten. Eine derartige Ein- 
schränkung des Mengenbegriffs würde erreicht durch eine Forderung, die man ohne 
Anspruch auf möglichst scharfe Fassung etwa folgendermaßen ausdrücken kann 
(vgl. Weyr [1] und FrRAENKEL [5]): 

Axiom der Beschränktheit. Außer den durch die Axiome II bis VII (bzw. 
VIII) geforderten Mengen existieren keine weiteren Mengen. 

Man kann das Axiom auch dahin ausdrücken, daß der Begriff der Menge so 
eng sein solle, als es mit den bisherigen Axiomen überhaupt vereinbar ist. In 
beiden Fassungen ıst das induktive Moment wesentlich. Offenbar trägt dieses 
Axiom einen wesentlich andersartigen Charakter als alle bisherigen; es ist weder 
relational noch im gewöhnlichen Sinn existential, vielmehr gehen die übrigen 
Axiome (nicht nur die Grundrelation und der Mengenbegriff) wesentlich in 
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das Axiom ein. Man hat derartige Forderungen, die nicht ohne grundsätzliche 
Bedeutung sind, den Axiomen gewöhnlicher Art als „Postulate‘“ gegenübergestellt 
(vgl. GEIGER [1], S.111 und 265ff.). 

Ob dem Axiom der Beschränktheit überhaupt ein einwandfreier Sinn zukommt, 
begegnet noch gewissen Zweifeln (man vgl. hierzu besonders v. NEUMANN [2]). 
Es liegt nämlich nahe, das Axiom in vermeintlich präziserer Form so zu 
fassen, daß unter allen möglichen Realisierungen des Axiomensystems — wobei 
isomorphe als nicht verschieden zu betrachten wären — der, „Durchschnitt“ 
d.h. der kleinste gemeinsame Teilbereich, gewählt werden soll. Sofern man dieser 
Fassung nicht überhaupt einen scharfen Sinn abstreiten will, so ist es jedenfalls 
möglich, daß die dem Umfang nach verschiedenen möglichen Realisierungen 
des Axiomensystems nicht einen kleinsten gemeinsamen Teilbereich aufweisen, 
in dem gleichfalls sämtliche Axiome befriedigt würden. Andererseits wäre auch 
der — wohl eher durch eine scharfe Analyse zu beseitigende — Einwand denk- 
bar, daß die mit dem obigen Axiom gegebene Vorschrift zur „Konstruktion“ 
eines derartigen kleinsten Bereichs (und damit eines engsten Umfangs des Mengen- 
begriffs) nicht ein eindeutiges Ergebnis zu liefern brauche, weil die Axiome IV—VI 
ihrerseits keinen konstruktiven Charakter besitzen. Es liegt hier ein noch nicht 
erschöpfend geklärtes Problem vor, an dem sich vielleicht die Naturnotwendig- 
keit einer gewissen „Uferlosigkeit‘‘ und (sozusagen an den Grenzen) auch einer 
gewissen „Verschwommenheit“ des gerade noch legitimen Mengenbegriffs er- 
weisen könnte. Indes möchte ich glauben, daß die angedeuteten Bedenken sich 
beheben lassen und das Beschränktheitsaxiom aufrechtzuerhalten — und dann als 
sehr wesentliches Glied der Axiomatik anzusehen! — ist, wenn man nur die Aus- 
drucksweise hinreichend sorgfältig präzisiert. (Man denke etwa an RUSSELLS 
Definition von ‚endlich‘ mittels des Erblichkeitsbegriffs!) 

Wenn die Forderung zulässig sein sollte, so würde sie erst die Umgrenzung 
des Mengenbegriffs vollenden und so ein Gegenstück inversen Charakters zu dem 
für die Arithmetik wie für die Geometrie gleich bedeutungsvollen Vollständigkeits- 
axiom HıLBErts darstellen, das den Umfang der existierenden Dinge (Zahlen, 
Punkte usw.) so weit ausdehnt, als es mit der Gesamtheit der Axiome irgend ver- 
träglich ist!. In der nämlichen Richtung größtmöglicher Ausdehnung erstreben 
übrigens auch im Fall der Mengenlehre MoLterup[1] (vgl. auch [2] und\Fınster [3]) 
für das Axiomensystem einen monomorphen Charakter; doch wird dieser Weg, 
wenn überhaupt, so nur für verhältnismäßig enge Teilgebiete der allgemeinen 
Mengenlehre gangbar sein (vgl. auch BAER P3)). 


6. Über die Widerspruchsfreiheit eines Axiomensystems. An Be- 
deutung, aber auch an grundsätzlicher Schwierigkeit treten die behan- 
delten Fragen der Unabhängigkeit und der Vollständigkeit weit zurück 
hinter dem letzten Problem, das uns hier hinsichtlich der axiomatischen 
Methode beschäftigen soll: dem des Ursprungs und der Begründung 
der Axiome und der Widerspruchslosigkeit des Axiomensystems. 

Als die griechische Mathematik, wie sie uns in EucLıps Elementen 
entgegentritt, die Geometrie auf Axiome zu gründen versuchte, da 
mochte das Problem der Widerspruchsfreiheit als bedeutungslos er- 
scheinen; die Grundbegriffe, über die die Axiome Aussagen machten, 
waren in einer mehr oder weniger befriedigenden Weise inhaltlich ge- 


! Vgl. HıLsert [2], S. 22 und 240; MoızErur [2]; Loewy [1], S. 186f.; 
GEIGER [1], S. 265ff; BaLpus [4]. 
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kennzeichnet und die Aussagen der Axiome wurden, mindestens in 
ihrer großen Mehrzahl, teils als analytische Urteile, teils als unmittel- 
bare Tatsachen der Erfahrung oder der inneren Anschauung betrachtet; 
so angesehen bedurften sie keiner Begründung und konnten, da evident, 
keinesfalls zu Widersprüchen Anlaß geben. Ein derartiger Gedanken- 
gang erscheint uns heute nicht nur deshalb als unbefriedigend, weil 
unser Vertrauen auf die Zuverlässigkeit der Erfahrung oder der Anschau- 
ung durch mancheriei unbezweifelbare mathematische Tatsachen! er- 
schüttert ist; vielmehr können wir uns von vornherein mit viel weniger 
Recht auf unmittelbare Anschauung berufen angesichts der Entwick- 
lung, die sich — übrigens schon lange vor EucLıp beginnend — bezüg- 
lich der Auswahl der Axiome vollzogen hat und auf die hinzuweisen 
nicht überflüssig sein wird. 


Wenn man unter den Sätzen eines mathematischen Gebietes, z. B. 
der Geometrie oder der Algebra oder der Mengenlehre, eine Anzahl 
auswählen und als Axiome hervorheben will, so hat man nach dem 
Vorangehenden allenfalls darauf zu achten, daß das Axiomensystem 
möglichst unabhängig und vollständig ist, also keine überflüssigen 
Bestandteile aufweist und kein zur Begründung des Gebietes noch 
erforderliches Axiom vermissen läßt. Damit ist natürlich der Ent- 
scheidung darüber, welche Sätze des Gebietes als Axiome bezeichnet und 
welche also aus diesen deduktiv erschlossen werden sollen, noch ein freier, 
allzu freier Spielraum gelassen?. In Wirklichkeit verfährt man bei der 
Auswahl der Axiome etwa so: man untersucht die einfacheren Sätze 
des Gebietes, aus denen man sicher ist die übrigen herleiten zu 
können, auf die ihnen zugrunde liegenden wesentlichen Voraussetzungen 
von möglichst allgemeiner und einfacher Natur und allenfalls von 
möglichst einleuchtendem, mit Erfahrung oder Anschauung überein- 
stimmendem Charakter; falls die auigefundenen Voraussetzungen ge- 
nügen, um aus ihnen die als Ausgangspunkt benutzten Sätze her- 
leiten zu lassen, so bezeichnet man die Voraussetzungen als Axiome. 
Die so bei der Auswahl der Axiome herangezogenen Kriterien der ‚„All- 
gemeinheit‘“, der „Einfachheit“ und der ‚wesentlichen‘“ Bedeutung 
sind offenbar von durchaus relativer Art; es kann also nicht wunder- 
nehmen, wenn die Zurückführung einer Wissenschaft auf Axiomez 
ihre „Axiomatisierung“, eine zeitbedingte, von Geschmacksfragen ab- 
hängige und daher — zum mindesten vom mathematischen Standpunkt 
— wohl nie endgültig und einheitlich vollendbare Aufgabe darstellt. 


1Z,B. die Existenz der nichteuklidischen Geometrien, der stetigen nicht 
differentiierbaren Funktionen, der ein Quadrat vollkommen erfüllenden:Kur- 


ven usw. 
2 Die auf S. 341 erwähnten Untersuchungen von HERTZ vermögen erme 
Einengung dieses Spielraums durch objektive Kriterien nur für die allereinfachsten 


Fälle anzubahnen. 
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Wer etwa die Sätze der elementaren Planimetrie oder der Algebra 
(im Sinn der Lehre von den Gleichungen) im angegebenen Sinn durch- 
mustert, wird in jener Disziplin vielleicht den Pythagoreischen Lehr- 
satz, in dieser den „Fundamentalsatz der Algebra‘ (vgl. S. 241) als eine 
wesentliche, allgemeine und verhältnismäßig einfache gemeinsame Vor- 
aussetzung vieler planimetrischer bzw. algebraischer Sätze erkennen; 
er wird daher mit Recht diese Sätze als Axiome der betreffenden Disziplin 
zugrunde legen. Nähere Betrachtung und der Vergleich mit benachbarten 
Gebieten haben indes gezeigt, daß man jeden der beiden Sätze auf 
noch allgemeinere Voraussetzungen zurückführen kann; ‚allgemeiner‘ vor 
allem in dem Sinn, daß die neuen Voraussetzungen es gestatten, gleich- 
zeitig mit dem Pythagoreischen Lehrsatz bzw. dem Fundamentalsatz 
der Algebra auch noch andere, ähnlich allgemeine Sätze aus den 
Nachbargebieten herzuleiten. In diesem Sinn wird man es als einen 
— wiederum nicht etwa endgültigen — Fortschritt ansehen dürfen, 
wenn man die neuen Voraussetzungen als Axiome kennzeichnet und 
die alten Axiome, mindestens teilweise, dieses Charakters entkleidet 
und zu beweisbaren Sätzen stempeit. Für dieses fortschreitende Ver- 
fahren hat HıLBERT den bezeichnenden Ausdruck von der Tieferlegung 
der Fundamente der einzelnen Wissensgebiete geprägt; die Tieferlegung 
hat seit den Anfängen der mathematischen Forschung begonnen, lange 
bevor an Axiomatisierung gedacht wurde, und hat von jeher eine der 
wichtigsten Aufgaben jener Forschung dargestellt. Das methodisch 
Wesentliche in jeder Etappe dieses Axiomatisierungsprozesses liegt also 
darin, daß man die Begriffe, Methoden und Aussagen der betreffenden 
Wissenschaft, wie sich historisch entwickelt hat, nachträglich logisch 
analysiert und das Wesentliche des sich hierbei ergebenden Materials 
an die Spitze des Ganzen stellt. 

Was im besonderen die Mengenlehre betrifft, so mag es genügen, 
auf das Beispiel des Auswahlaxioms zu verweisen; auf S. 295ff. 
wurde geschildert, wie dieses nicht etwa eines schönen Tages erfun- 
den wurde und dann dazu diente, neue Sätze zu beweisen, sondern 
wie es umgekehrt auf dem Wege des Rückwärtsschreitens, nämlich 
durch Analyse bekannter oder vermuteter Sätze in bezug auf die 
ihnen zugrunde liegenden Voraussetzungen, als Axiom „entdeckt“ 
wurde. 

Bei dieser Sachlage wird die Frage in der Tat brennend, ob 
denn die Axiome einzeln widerspruchsfrei und in ihrer Gesamtheit 
miteinander verträglich sind. Man kann nach dem Gesagten offen- 
bar’ nicht mehr auf die unmittelbare Anschaulichkeit der einzelnen 
Axiome oder gar auf ihren Ursprung aus der Erfahrung pochen, 
sofern man überhaupt eine solche Begründung als logisch und er- 
kenntniskritisch zureichend betrachten wollte; denn die Axiome sind 
ja nicht aus der Erfahrung, sondern aus den Sätzen unseres Wissens- 
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gebietes entnommen! und nur allenfalls im Sinn eines möglichst 
engen Anschlusses an Erfahrung oder Anschauung ausgewählt; über- 
dies sind oft gar manche Lehrsätze des Wissensgebietes, also Folge- 
rungen aus den Axiomen, weit anschaulicher und unmittelbarer ein- 
leuchtend als die Axiome selbst, die sich also ihrerseits zu ihrer 
Rechtfertigung auf jene Folgerungen berufen müßten (vgl. S. 304f.). 
Selbst wenn aber ein Verfahren vorläge, um ein einzelnes Axiom, 
wennschon nicht als zwingend, so doch als in sich widerspruchs- 
frei und deshalb für mathematische Benutzung brauchbar zu erweisen, 
so wären wir immer noch nicht am Ziel. Denn wir gebrauchen ja ein 
ganzes System von Axiomen, deren Gesamtheit erst vermöge gegen- 
seitiger Verkoppelung der: undefinierten Grundbegriffe diesen ihre 
Bedeutung gibt; in einem solchen System kann sehr wohl jedes 
einzelne Axiom ın sich widerspruchsfrei sein, während die Axiome mit- 
einander nicht verträglich sein und daher in ihrer Gesamtheit zu Wider- 
sprüchen führen mögen. Das wird am deutlichsten an Hand einiger 
Beispiele erkennbar werden. 

Zwei einfache geometrische Sätze, von denen jeder in geeignetem 
Rahmen als widerspruchslos oder als ‚richtig‘ nachgewiesen werden 
kann, besagen: „Ein Außenwinkel eines ebenen Dreiecks ist größer 
als jeder der beiden ihm nicht anliegenden Innenwinkel“ und ‚Je 
zwei in der nämlichen Ebene verlaufende Gerade haben mindestens 
einen gemeinsamen Punkt“. Wollte man diese beiden Sätze? als 
Axiome einem Axiomensystem der Geometrie einfügen, das im übri- 
gen den Begriffen ‚Punkt‘ usw. einen Sinn der üblichen Art bei- 
legen mag, so würde man bald auf Widersprüche stoßen; diese be- 
ruhen darauf, daß man auf Grund des erstgenannten Satzes leicht 
zwei Gerade angeben kann, die keinen gemeinsamen Punkt aufweisen?. 


1 Allerdings wird unter diesen Umständen eine neue Frage brennend, die bei 
der inhaltlichen Axiomatisierung im Sinne EucLips zurücktreten konnte: wie 
kommt es, daß wir die Ergebnisse einer formalen, axiomatisch begründeten Wissen- 
schaft mit Erfolg auf die Fakten der äußeren Erfahrung anwenden können, mit 
denen jene gar keinen Zusammenhang mehr teilen? Offenbar wird man so 
z.B. zwischen der Geometrie als formaler mathematischer Disziplin und der 
Geometrie als experimentell geleiteter, innig mit der Physik verwachsener Er- 
fahrungswissenschaft begrifflich scharf zu unterscheiden haben. Ja sogar für 
die Arithmetik und die Logik erhebt sich dieses Problem, insofern als die Er- 
gebnisse der formalen Arithmetik und der symbolischen Logik nicht von vornherein 
für das wirkliche, inhaltliche Rechnen und Denken Gültigkeit zu bewahren brauch- 
ten. An Literatur hierzu sei etwa genannt: BurKAMP [1] (bes. S. 265), CARNAP 
[1], LAnGrorD [5], REICHENBACH [1], Stupy [2]; vgl. auch S. 383. 

2 Wenn der erste Satz noch zu kompliziert erscheint, um als Axiom zu dienen, 
so können an seine Stelle einfachere Axiome gesetzt werden, deren Folge er ist. 

3 In Wirklichkeit bestimmen diese Sätze, wenn man jeden mitanderen Axiomen 
geeigneter Art verbindet, zwei durchaus verschiedene Geometrien, so daß z.B. der 
Begriff ‚„‚Gerade“ in der ersten von anderer Art ist alsin der zweiten. Jede dieser 
Geometrien ist für sich widerspruchslos, sie sind logisch gleichmöglich. 
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Solange ein solcher Widerspruch zwischen den Axiomen nicht be- 
merkt ist, könnte man, auf die Widerspruchslosigkeit der einzelnen 
Axiome gestützt, Schlüsse aus ihnen zu ziehen versucht sein und so 
für eine vermeintliche Realisation des Axiomensystems ‚geometrische‘ 
Sätze herleiten wollen; das ist aber unstatthaft, weil sich aus einander 
widerstreitenden Prämissen stets Folgerungen ziehen lassen, die mit dem 
Satz des Widerspruchs in Konflikt stehen. 


In dem vorstehenden Beispiel ist uns der Widerspruch bekannt 
und dieses Wissen behütet uns davor, zwei derartige Axiome gleich- 
zeitig der Geometrie zugrunde zu legen. Wie steht es aber mit einer 
grundsätzlichen Sicherung gegen solche Widersprüche in einem Axiomen- 
system, das uns mangels Kenntnis derartiger Mängel einstweilen als, 
widerspruchsfrei gilt und auf dem wir daher unbedenklich mancherlei 
Schlußfolgerungen, ja ganze Wissenschaften aufbauen? Welche Über- 
legungen behüten uns vor solchen Fallstricken selbst bei den schein- 
bar einfachsten logischen und mathematischen Gegenständen, etwa 
bei der Lehre von den natürlichen Zahlen? PEANnO hat ein einfaches 
Axiomensystem für diese Lehre angegeben!, an dessen Widerspruchs- 
losigkeit kein Mensch ernstlich zweifelt, so wenig wie an der Gültig- 
keit der aus ihm sich ergebenden Folgerungen (also etwa daran, daß 
sich durch fortgesetztes Addieren und Subtrahieren natürlicher Zahlen 
niemals die Gleichung 4 = 5 ergibt). Wenn aber diese Überzeugung 
bewiesen werden soll, so ist dazu offenbar ein Nachweis der Wider- 
spruchslosigkeit jenes Axiomensystems (oder eine gleichwertige Über- 
legung) erforderlich. Stellen wir uns etwa vor, es bestehe ein uns bis- 
her unbekanntes logisches Gesetz des Inhalts: Wie immer mehr als 
eine Billion verschiedener Begriffe miteinander logisch verknüpft wer- 
den, immer wird sich dabei notwendig schließlich ein Widerspruch 
ergeben. Dann wäre der uns vertraute Begriff der natürlichen Zahl un- 
zulässig; es könnte höchstens eine Billion verschiedener Zahlen geben, 
über eine Billion hinaus dürfte man nicht zählen; täte man es dennoch, 
so müßte sich im Verlauf des Rechnens früher oder später ein Wider- 
spruch ergeben, d.h.eine Gleichung der Art 4=5. Das würde zur 
Voraussetzung haben, daß die Axiome PEANOoSs, die eine Gesamtheit 
von wunendlichvielen verschiedenen Zahlen sichern, entweder einzeln 
oder in ihrer Gesamtheit einen Widerspruch enthielten. Umgekehrt 
schlösse der Nachweis, daß PEAnos Axiomensystem widerspruchsfrei 
ist, jedes logische Gesetz solch fataler Art aus. 


Nun kann man ja darauf verweisen, daß allgemein eben alle Wissen- 
schaft sich auf ein subjektives, nicht weiter begründbares Vertrauen 
zur Gültigkeit bestimmter Wahrheiten gründe, auf gewisse Glaubens- 


! Siehe PEano [3], ferner etwa PapoA [4] und Lorwy [1], S. lif., sowie die 
an beiden Stellen angeführte Literatur; vgl. dazu ferner noch Hann [3]. 
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oder Erfahrungssätze zurückgehe. Wirklich wird von einem derartigen 
Standpunkt aus zuweilen die Meinung laut, das Streben nach einem 
Widerspruchsfreiheitsbeweis für ein gegebenes Axiomensystem sei eine 
Art Sport, an dessen Stelle man sich besser konkreteren und frucht- 
bareren Problemen zuwenden möge; man habe ja auch in anderen 
Wissenschaften und in der älteren Geschichte der Mathematik jenem 
Problem keine Beachtung geschenkt. Demgegenüber werde nochmals 
auf den grundsätzlichen Unterschied hingewiesen: Gewiß bedarf 
man keines Nachweises für das widerspruchslose Dasein und Funk- 
tionieren der Außenwelt, sofern man an eine solche glaubt, und 
auch viele Erzeugnisse unserer Gedankenwelt können ruhig, mit 
mehr oder weniger Berechtigung im einzelnen, als widerspruchslos 
hingenommen werden, sofern nämlich die betreffenden Begriffsbildun- 
gen — als auf primitiv-inhaltlichen Ideen und daran anschließenden 
Definitionen beruhend — und daher auch die mit ihnen geformten 
Aussagen hinreichend anschaulich oder einleuchtend, kurz ‚evident“ 
sind!. Das gilt auch vielfach von den ‚„Axiomen‘‘ und ‚„Postulaten‘ des 
Eucrip, die inhaltliche Aussagen sind. Von alledem ist aber im Fall 
einer Axiomatik im strengen, formalistischen Sinn keine Rede. Die in 
einer solchen auftretenden Grundbegriffe (Grundrelationen usw.) sind ja 
überhaupt nicht definiert, also ohne jede inhaltliche Kennzeichnung, und 
die Axiome, die ihnen als Ersatz eine gewisse formale Prägung aufdrücken 
wollen, können also keineswegs evident oder auch nur plausibel sein. 
Daß sie uns so erscheinen, liegt nur daran, daß wir bei ihnen unwill- 
kürlich oft an die gleichbezeichneten Begriffe der definitorisch auf- 
gebauten Theorie denken, die ja aber gerade ausgeschaltet werden soll. 
In Wirklichkeit hat es die Axiomatik nicht gleichmäßig mit Begriffen 
und Aussagen zu tun, sondern letztere sind das Ursprüngliche, Über- 
geordnete, das daher nicht etwa von den Begriffen her seine Legi- 
timation erweisen kann. Um uns vor der Eventualität zu schützen, 
daß die Axiome unsinnig, d.h. miteinander unverträglich sind, ist 
also ein Beweis ihrer Widerspruchsfreiheit ganz und gar unentbehrlich. 

Die Intuitionisten freilich, die das mathematische Gebäude auf ein- 
sichtige Konstruktionen stützen, und die Logizisten, die — etwa von 
einer realistisch genommenen, natürlich widerspruchslosen Außen- 
welt ausgehend — sich ganz und gar auf ihre Begriffe stützen 
und aus diesen erst die Aussagen als sekundär, nämlich als inhalt- 
lich genommene Eigenschaften der Begriffe herausholen, sie alle 
haben einen derartigen Widerspruchsfreiheitsbeweis nicht nötig; 
ebensowenig natürlich die Vertreter eines genetischen Aufbaus nach 
älterer Art, wie im Fall der Mengenlehre etwa CAnToR. Für den Axio- 


1 Daß man es freilich mit dieser Evidenz vielfach (auch in der Mathematik) 
zu leicht genommen hat und die Folgen dann oft nicht ausgeblieben sind, be- 
weist die Geschichte der Wissenschaft zur Genüge. 
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matiker aber ist die Frage brennend und wird geradezu zum Grund- 
problem der axiomatischen Methode: Wie ist es möglich, die Wider- 
spruchslosigkeit eines gegebenen Axiomensystems, d.h. die Wider- 
spruchsfreiheit der einzelnen Axiome und deren Verträglichkeit mit- 
einander, positiv nachzuweisen? 

Doppelt ernst tritt diese Frage, und zwar sogar auch unabhängig von 
der formalistischen Auffassung, im Fall der Mengenlehre an uns heran, 
wo wir als gebrannte Kinder das Feuer um so mehr zu scheuen Anlaß 
haben. Hier sind es ja nicht hypothetische und durchaus unplausibel 
erscheinende logische Gesetze, wovor wir uns zu fürchten haben, sondern 
die Antinomien haben positiv gezeigt, daß in den Grundlagen der 
Cantorschen Mengenlehre ein schwacher Punkt verborgen ist — so sehr 
verborgen, daß seit drei Jahrzehnten in einer der Mathematik sonst 
glücklicherweise ganz fremden Art der Kampf darüber hin und her 
wogt, wo jener Punkt zu suchen sei. Der sorglich abgegrenzte Zaun der 
Axiomatik ZERMELOs hat dem Übel freilich insoweit Abhilfe geschaffen, 
als innerhalb dieses Zaunes, wie sich beweisen läßt (vgl. S. 322f.), die 
bekannten Widersprüche nicht vorkommen können. Aber wird man 
nicht vielleicht künftig neue Antinomien entdecken, die auch durch 
ZERMELOS Axiome nicht ausgeschlossen werden und also in gewissen, 
uns unsichtbaren Widersprüchen zwischen diesen Axiomen ihren letzten 
Grund haben müßten? Hat ZERMELO, um eine Ausdrucksweise POoIn- 
CAREs in anderem Sinn wieder aufzunehmen, beim Bau seines festen 
Zaunes zum Schutze der Schafe der legitimen Mengenlehre vor den 
paradoxienbehafteten Wölfen nicht möglicherweise innerhalb des Zaunes 
ein paar Wölfe zurückgelassen, die unbeschadet des Zaunes Schaden 
stiften können? 

Es ist schließlich nicht etwa möglich — auch nicht im Fall ein- 
facherer Verhältnisse, wie z. B. bei der Lehre von den ganzen Zahlen — 
sich zur Lösung unserer Frage auf die Art zu berufen, wie wir zu den 

Axiomen gelangt sind, und zu schließen: da wir die Axiome als Vor- 
aussetzungen sicherer, wissenschaftlich anerkannter Lehrsätze erkannt 
haben, so können wır durch ein geeignetes Umkehrverfahren jenen 
die nämliche Sicherheit und Widerspruchslosigkeit garantieren wie 
diesen. Eine solche Überlegung käme auf einen Zirkelschluß hinaus. 
Einer der Hauptzwecke, zu denen man eine Disziplin mittels der axi- 
omatischen Methode begründet, ist ja gerade der Wunsch, die Sätze der 
Disziplin als widerspruchsfrei nachzuweisen; hierfür aber kommt es, wie 
wir gesehen haben, eben auf die Widerspruchslosigkeit der Axiome an!. 

Wenn für dieses schwierige Problem eine Lösung überhaupt mög- 
lich ist, so hat das noch besondere Bedeutung. In der axiomatischen 


Als charakteristische Beispiele anderer Auffassung des Problems der Wider- 
spruchslosigkeit seien z. B. die (einander selbst scharf entgegengesetzten) Stand- 
punkte CouTuRATs und PoIncAr&s genannt; vgl. Poıncark [5], S. 164#f. und 276. 
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Mengenlehre sind (vgl. namentlich S. 324) die nicht-prädikativen Pro- 
zesse keineswegs ausgeschlossen, vielmehr sogar unumgänglich nötig, 
obgleich sich bei ihrer Benutzung auch der nicht auf den Intuitionismus 
eingeschworene Mathematiker eines unbehaglichen Fröstelns nicht ganz 
erwehren kann. Ebenso wird der freilich schon weit salonfähigere Satz 
vom ausgeschlossenen Dritten, der indes von BROUWER und seinen 
Anhängern so entschieden abgelehnt wird, in die Axiomatik mit- 
einbezogen (vgl. S. 332). Wenn nun der Nachweis der Widerspruchs- 
freiheit des Axiomensystems, das namentlich auch den bedenklich 
erscheinenden Begriff der Potenzmenge umfaßt, wirklich gelingt, so 
ist damit gezeigt, daß die Anwendung jener beiden umstrittenen „trans- 
finiten‘“ Schlußweisen, wenn auch nicht a priori, so doch a posteriori 
zulässig ist, nämlich zu keinem Widerspruch führen kann. Die trans- 
finiten Schlußweisen würden so zwar nicht durch ihre inhaltliche Wahr- 
heit und Einsichtigkeit, wohl aber durch ihre unzweifelhafte Gefahr- 
losigkeit (trotz ihrer Tragweite!) legitimiert. Dies etwa ist der. Stand- 
punkt HILBERTSs, der somit den methodischen Ausgangspunkt seiner 
intuitionistischen Gegner weitgehend — allerdings zum Zweck der Be- 
streitung ihrer Thesen — selbst aufnimmt. 

Das Gelingen eines Widerspruchsfreiheitsbeweises würde überdies 
noch ein Bedenken psychologischer Art aufklären und lösen, das beim 
Nachdenken über die intuitionistische Lehre naheliegt und schon auf 
S. 245f. angedeutet wurde. Wer heute probeweise ein bestimmtes er- 
kenntnistheoretisches oder ethisches Problem den Philosophen der 
Welt zur Lösung stellen wollte, der könnte im voraus sicher sein, 
eine Reihe nicht nur aneinander vorbeigehender, sondern sogar ein- 
ander widersprechender Antworten zu erhalten. Das ist einfach darauf 
zurückzuführen, daß (auch eine vollkommen deduktive und zwingende 
Schlußführung in den eigentlichen Beweisen angenommen) die Voraus- 
setzungen und Ausgangsthesen verschieden sind und einander mehr 
oder weniger zuwiderlaufen. Wenn dagegen das versuchsweise gestellte 
Problem eigentlich mathematischer Natur ist — mag es selbst .den 
schwierigsten Teilen der Mengenlehre angehören —, so ist schlimmsten- 
falls, etwa von intuitionistischer Seite, die Antwort zu gewärtigen, das 
gestellte Problem sei sinnlos; von all denen aber, die seinen Sinn be- 
jahen und zu einer lückenlosen Lösung gelangt zu sein glauben, sind 
nach allen bisherigen Erfahrungen nur übereinstimmende Antworten 
auf die gestellte Frage zu erwarten. Dieses Ergebnis mag dem als 
seltsam erscheinen, der die intuitionistische Kritik als berechtigt oder 
wenigstens als in sich möglich anerkennt und somit in der Benutzung 
der nicht-prädikativen Schlußweisen, des Satzes vom ausgeschlossenen 
Dritten, der reinen Existenzprinzipien von der Art des Auswahl- 
axioms usw. unzulässige Voraussetzungen verwendet glaubt; warum 
führen diese nicht wie überall sonst zu Widersprüchen, sondern zu 
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Schlußfolgerungen, die, wenn nicht richtig, so doch zum mindesten 
übereinstimmend sind? Der verschiedene Ausfall des gedachten Ex- 
periments im philosophischen und im mathematischen Fall wird aber 
sofort verständlich, wenn die verwendeten ‚‚falschen‘“ Prinzipien sich 
doch — und zwar gemeinsam — als mit den übrigen Axiomen der 
Mathematik widerspruchsfrei verträglich erweisen. Dann kann man 
natürlich bei ihrer Mitbenutzung ebensowenig zu widerstreitenden 
Resultaten gelangen, wie das möglich ist, wenn man allein von den 
allgemein anerkannten Prinzipien der Mathematik ausgeht. 

Wenn auf den letzten Seiten die hervorragende Bedeutung des 
Problems der Widerspruchslosigkeit betont wurde, so läßt sich 
bezüglich seiner Bewältigung zunächst sagen, daß in vielen, sogar den 
meisten Fällen eine in relativem Sinn befriedigende und grundsätzlich 
einfache Lösung: gelungen ist. 'Sie besteht darin, daß man die Be- 
griffe (und Relationen) der in Frage stehenden Disziplin (etwa der Geo- 
metrie) den Begriffen (und Relationen) einer vor Widersprüchen schon 
gesicherten Disziplin (z. B. der Arithmetik) umkehrbar eindeutig und 
„isomorph‘ (S.349) zuordnet, so daß jeder Satz der Geometrie durch die 
Zuordnung in einen bestimmten Satz der Arithmetik übergeht und um- 
gekehrt; die Zuordnung spielt hierbei die gleiche Rolle wie ein ideales 
Wörterbuch bei der Übersetzung von Sätzen einer Sprache in eine andere. 
Enthielten nun die Axiome der Geometrie einen Widerspruch, gäben 
sie also Anlaß zur Herleitung eines widerspruchsvollen geometrischen 
Satzes, so lieferte die Übersetzung in die Sprache der Arithmetik einen 
widerspruchsvollen arithmetischen Satz, was wir als ausgeschlossen 
angenommen haben. Die Geometrie bzw. ein geeignetes geometrisches 
Axiomensystem ist also ebenso widerspruchsfrei und sicher wie die 
Arithmetik. Die Herstellung der erforderlichen Zuordnung wird in 
diesem Fall mittels der Koordinaten, d.h. der analytischen Geometrie 
bewerkstelligt, die sich so in einem neuen Sinn als wertvoll erweist. 
Ebenso ist, wie schon auf S. 349 erwähnt, der Beweis für die Wider- 
spruchsfreiheit der nichteuklidischen Geometrien dadurch gelungen, daß 
man eine isomorphe Zuordnung zwischen den Punkten, Geraden, Ebenen 
je einer nichteuklidischen Geometrie sowie ihren Verknüpfungen einer- 
seits, gewissen Gebilden (,‚Scheinpunkten“ usw.) der gewöhnlichen Eukli- 
dischen Geometrie und geeigneten Verknüpfungen zwischen diesen ande- 
rerseits herstellte. Ähnliche Methoden, die Widerspruchslosigkeit einer 
Disziplin auf die einer anderen zurückzuführen, lassen sich für weitere 
Fälle angeben; es genüge die Bemerkung, daß z.B. die Theorie der 
rationalen (bzw. komplexen) Zahlen sich durch Einführung von Paaren 
ganzer (bzw. reeller) Zahlen auf die Theorie der ganzen (reellen) Zahlen, 
die Theorie der geordneten Mengen durch die auf S. 317f. angedeutete 
Betrachtung auf die Theorie der ungeordneten Mengen (d.h. auf 
das Axiomensystem des $ 16) zurückführen läßt. 
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Diese „hinabsteigende‘‘ Methode führt nun aber in der Mathematik 
nicht etwa zu einem unendlichen Regreß, sondern sie endet nach wenigen 
großen Schritten sehr bald bei zwei Fundamentaldisziplinen: bei der 
Lehre von den natürlichen Zahlen und bei der Mengenlehre. Beide Ge- 
biete können offenbar nicht auf noch ‚einfachere‘, schon als wider- 
spruchslos erkannte mathematische Disziplinen zurückgeführt werden, 
weil ja umgekehrt alle diese sich auf Zahlenlehre und Mengenlehre 
stützen. Die Widerspruchslosigkeit der Axiomensysteme, auf die diese 
Disziplinen aufgebaut werden können, läßt sich auf die angegebene Art 
nicht erweisen und bleibt offen. Damit ist aber nicht allein die Sicher- 
heit von Zahlen- und Mengenlehre, sondern die der ganzen Mathematik, 
dieser anscheinend sichersten aller Wissenschaften, in Frage gestellt; 
denn unsere Methode, den Bestand der übrigen mathematischen Diszi- 
plinen zu gewährleisten, bestand ja gerade darin, sie als relativ wahr, 
nämlich als ‚ebenso sicher‘ nachzuweisen wie Zahlen- und Mengenlehre. 
Umgekehrt wird mit dem Gelingen eines endgültigen und absoluten 
Nachweises für die Widerspruchslosigkeit der Axiome jener beiden Grund- 
disziplinen die Feststellung erreicht sein, daß die Sätze der Mathematik 
unanfechtbare, in sich geschlossene Wahrheiten darstellen. 

Man wird zunächst daran denken, zur Sicherung der beiden mathe- 
matischen Grunddisziplinen sich im entsprechenden Sinn auf die Logik! 
zu berufen; also die Konstruktion eines Axiomensystems für die Logik 
und den Nachweis seiner Widerspruchslosigkeit zu fordern und dann 
Zahlen- und Mengenlehre durch ein geeignetes Zuordnungsverfahren 
auf die Logik zurückzuführen. Es kann dahingestellt bleiben, ob die 
Philosophen sich des ehrenvollen Auftrags zu entledigen in der Lage 
wären, den ihnen so die Mäthematiker zuschöben durch Überweisung 
einer Aufgabe, die ihre eigenen Kräfte übersteigt: nämlich der Aufgabe, 
ein Verfahren zu einem absoluten Widerspruchslosigkeitsbeweis aufzu- 
finden. Indes scheint dieser Ausweg schon deshalb schwer gangbar, weil 
auch die Logik bereits in ihren Anfängen nicht ohne Zahl- und Mengen- 
begriff auskommt, das Verfahren also sehr in Gefahr schwebt sich 
zirkelhaft zu gestalten. Logik, Zahlenlehre und Mengenlehre erscheinen 
gegenseitig aufs engste miteinander verknüpft und nicht schlechthin 
in dem Verhältnis des. Allgemeinen (Logik) zum Besonderen (Zahlen- 
und Mengenlehre) stehend; ihre endgültige Begründung durch Nach- 
weis der Widerspruchslosigkeit eines oder einiger geeigneter Axiomen- 
systeme, die alle drei Gebiete umfassen, muß als eine einheitliche 
Aufgabe angepackt werden. Immerhin kann die Methode WHITEHEADS 
und Russeıts, nach denen ja in der Tat die Mathematik als Teil der 
Logik zu betrachten ist (S. 266 und 376), als eine Zurückführung unseres 
ne Meihode, die von DEDEKIND [2] zu einer rein logischen Begründung 


der Lehre von den ganzen Zahlen herangezogen wurde, ist Einwänden ausgesetzt, 
die mit den Antinomien der Mengenlehre zusammenhängen (vgl. S. 306f.). 
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Problems auf die Widerspruchsfreiheit der Logik aufgefaßt werden, 
wobei diese freilich nicht eigentlich axiomatisch begründet erscheint; 
welche Schwierigkeiten dieser Weg bietet, wurde in $ 15 beleuchtet. 


7. HıLserts „metamathematische‘ Methode. Nachdem HILBERT schon 
1900 in seinem berühmten Vortrag [4] (vgl. PADoA [3]) die Frage der 
Widerspruchslosigkeit der arithmetischen Axiome als im Vordergrund 
der mathematischen Probleme stehend hervorgehoben hatte, entwickelte 
er. 1904 einen ersten, sein Ziel zunächst nicht erreichenden Versuch [5] zum 
gleichzeitigen Aufbau der Logik und der Arithmetik. Einen weiteren, 
vor allem im Grundsätzlichen bedeutsamen Schritt vorwärtsin der näm- 
lichen Richtung bedeutet J. Könıcs Werk [5], das die Frucht der Arbeit 
seiner letzten acht Lebensjahre darstellt und posthum herausgegeben 
worden ist (vgl. auch schon [2] und [3] sowie F. BERNSTEIN [5]). U. a. 
findet sich die in der neuesten Entwicklung ausschlaggebende Methode, 
die Widerspruchsfreiheit durch ‚Wertung‘ von Aussagen nachzuweisen, 
im wesentlichen schon bei KÖNIG. Die weiteren Untersuchungen, die 
HILBERT (unter sehr wesentlicher Mitarbeit von BERNAYS) und sein Schü- 
ler ACKERMANN zur Lösung der nämlichen Aufgabe angestellt haben und 
die namentlich noch durch von NEUMANN wesentlich gefördert worden 
sind!, stammen aus jüngster Zeit und sind bisher nicht abgeschlossen; 
indes glaubt HıLBERT mit seinen (z. T. noch unveröffentlichten) For- 
schungen so weit vorgedrungen zu sein, daß „durch sie die einwand- 
freie Begründung der Analysis und Mengenlehre gelingt‘“, und daß man 
nunmehr ‚auch an die großen klassischen Probleme der Mengenlehre 
von der Art des Kontinuumproblems und an die nicht minder wichtigen 
noch offenen Probleme der mathematischen Logik erfolgreich wird heran- 
treten können“. Unabhängig aber von dem Erfolg nach solchen Rich- 
tungen und grundsätzlich am wichtigsten ist HıLBERTS Tendenz, System 
und Kritik scharf voneinander zu trennen, oder in HILBERTS Ausdrucks- 
weise: der Mathematik die Metamathematik gegenüberzustellen; dem 
Grundgedanken nach entspricht diese Tendenz der Methodenlehre von 
FRIES und NELSoN. 


Über die spezielleren Sonderanschauungen KönIGs genüge — abgesehen etwa 
von einem Hinweis auf seine Beschreibung der Denkvorgänge — die Hervor- 
hebung seines Standpunktes hinsichtlich des Mengenbegriffs. Könıs glaubt auf 
eine Beschränkung dieses Mengenbegriffs, wie sie durch die Antinomien nahe- 


1 Hırsert [7]J— [10], ferner ACKErMAnN [1], [2], [4] und die — besonders 
begrifflich und methodisch einen wesentlichen Fortschritt darstellende — Arbeit 
von NEUMANN[3]; vgl. auch AckERMANN[3], BERNAys[1]—[3] (nebst MÜLLER[2]) 
sowie [5] und [6], CırorzA [3] (vornehmlich kritisch), Gonsera [1] (S. 221#£.), 
GRELLING [3], HILBERT-ACKERMANN [1], B. Levi [3] und Weyr[6] und [7], be- 
sonders $ 10, sowie (für Äußerungen von philosophischer Seite) BECKER [2] und 
[3], Burkamp [1] (besonders $$ 118f.) und STAMMLER [1] (S. 154#f.) und [2]. 
Siehe auch Nr. 8 (S. 376ff.). Eine weit engere Zielsetzung bei DinGLer [4]. 
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gelegt erscheint, verzichten zu können, gleichwohl aber in der Lage zu sein, über- 
haupt eine Definition jenes Begriffs (im Gegensatz zum axiomatischen Verfahren) 
auf Grund seiner logischen Vorbereitungen zu geben. Es handelt sich um eine 
„Präzisierung und damit verbundene Verallgemeinerung‘‘ des Mengenbegriffs; 
deren wesentlicher Zug liegt darin, daß eine Menge nicht schon allein durch die 
Gesamtheit ihrer Elemente bestimmt wird, wie es nach CanTor (S. 15) und nach 
der Axiomatik (S.275) der Fall ist, sondern daß auch ein gewisses „Wie“ des 
Enthaltenseins der Elemente in der Menge, mit anderen Worten: die Art der Zu- 
sammenfassung der Elemente, von Bedeutung ist. Die Unterscheidung zwischen 
denjenigen Mengen, die sich selbst als Element enthalten, und den anderen Mengen 
spielt hierbei eine gewisse Rolle. Zu einer wenn auch rohen Veranschaulichung der 
Idee, daß eine Menge durch die Gesamtheit ihrer Elemente nicht völlig bestimmt 
zu sein braucht, diene etwa das von KönıG angegebene Beispiel einer Urne, in 
der sich rote Kugeln und schwarze Würfel befinden; die Sammelbegriffe der 
in der Urne liegenden roten Körper und der in der Urne liegenden kugelförmigen 
Körper gelten dann als voneinander verschieden, weil sie durch verschiedene 
Eigenschaften charakterisiert sind, obgleich doch beide Gesamtheiten die näm- 
lichen Körper umfassen. Die Mengen werden also nicht als rein extensionale Be- 
griffe eingeführt, sondern erscheinen noch abhängig vom ‚‚Sinn‘“ der definierenden 
Eigenschaft. Könıg baut mit seinem Mengenbegriff, der an Umfang sowohl 
über den RusseLischen wie über den axiomatischen Mengenbegriff hinausgeht, 
dieCAnTorsche Mengenlehre in ihrer ganzen Ausdehnung auf und leitet insbesondere 
auch die Axiome der Auswahl und des Unendlichen her, während er die Anti- 
nomien teils als überhaupt mißverständlich, teils als vermöge des neuen Mengen- 
begriffs wegfallend darzutun sucht. 


Bei der außerordentlichen grundsätzlichen Bedeutung, die diesen 
fundamentalsten Problemen der Mathematik — insofern sie überhaupt 
lösbar sind — zukommt, werde die Richtung jener jüngsten Arbeiten 
trotz ihres nicht abgeschlossenen Charakters in aller Kürze angedeutet. 

Der Mathematik, die von den Axiomen und den darin auftretenden 
nichtdefinierten Grundbegriffen (Grundrelationen usw.) ausgeht, um auf 
dieser rein formalen, jeder „Bedeutung“ entkleideten Grundlage mittels 
deduktiver Schlüsse ein ebenso formales Gebäude von Lehrsätzen zu er- 
richten, stellt HıLBERT die ‚Metamathematik‘“ gegenüber, die nicht- 
formale, sondern inhaltliche Überlegungen anzustellen hat. Den Gegen- 
stand der inhaltlichen Überlegungen bilden die Axiome, Lehrsätze und 
Beweise der formalen Mathematik; mit diesen Urteilen und Schlüssen 
der gewöhnlichen Mathematik operiert die Metamathematik in ähnlicher 
Weise wie die Arithmetik mit den Zahlen, die Geometrie mit den Punkten, 
Geraden usw. Der Zahlenlehre entspricht so eine Beweistheorie. Die 
naturgemäße Forderung, daß bei aller Bedeutung des Formalisierens 
in der Mathematik die Wissenschaft doch letzten Endes gewisse in- 
haltliche Erkenntnisse zutage zu fördern habe und nicht in ein bloßes 
Spiel mit willkürlichen Spielregeln ausarten dürfe, wird also in dem 
Sinne befriedigt, daß die inhaltlichen Überlegungen auf ein „höheres“ 
Niveau verlegt werden, nämlich von der Mathematik in die Meta- 
mathematik. „Wie der Physiker seinen Apparat, der Astronom seinen 
Standort untersucht, wie der Philosoph Vernunftkritik übt, so hat... 
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der Mathematiker seine Sätze [eigentlich gemeint: seine Beweisprin- 
zipien] erst durch eine Beweiskritik sicherzustellen .. .“ 

Daß hierbei die Metamathematik nicht etwa mit der Logik iden- 
tifiziert werden darf, wurde schon oben sachlich begründet. Vielmehr 
sollen die Wurzeln des neuen Verfahrens ausschließlich in gewissen 
primitiven, unmittelbar anschaulichen Erkenntnissen liegen, ohne daB 
tieferliegende logische Hilfsmittel benutzt werden. Diese Beschrän- 
kung stellt freilich kein scharfes Programm dar, kann aber durch Auf- 
zählung der zulässigen anschaulichen Betrachtungen bis zu einem gewissen 
Grad näher bestimmt werden. Auch in HILBERTS eigenem Kreis haben 
sich die Ansichten über den Umfang dieser Anschauungsgrundlagen im 
Laufe der Zeit gewandelt: die ‚reine Anschauung‘ im philosophischen 
oder auch nur im intuitionistischen Sinn sollte, so schien es noch vor 
kurzem, ausgeschlossen sein, namentlich also auch die von PoINcAr£ 
an die Spitze der Mathematik gestellte Anschauung des Allgemein- 
begriffs der natürlichen Zahl (wie überhaupt jede Anschauung unend- 
licher Mengen); dagegen scheint heute der Unterschied zwischen den 
Anschauungsgrundlagen des Formalismus und denen des Intuitionis- 
mus weitgehend verwischt (vgl. S. 378f.) und HiLBERTS ‚finite Ein- 
stellung‘ als etwa das, was der Philosoph ‚reine Anschauung“ zu 
nennen pflegt (siehe besonders BERNAYS [6]). 

Der zunächst vorhandene Widerstreit zwischen der Mannigfaltig- 
keit des Untersuchungsmaterials, wie esin den mathematischen Axiomen, 
Sätzen und Schlüssen vorliegt, und der Forderung der unmittelbaren 
Anschaulichkeit der inhaltlichen Untersuchung zwingt vor allem dazu, 
das Formalisieren so weit als möglich durchzuführen. Es gilt, nicht 
nur die Sätze, sondern auch die Beweise und deren Urzellen, die ein- 
zelnen Schlüsse, auf eine formale und zwar typische Form zu bringen. 
Die nach dieser Richtung von FREGE und anderen geleisteten Vorarbeiten 
auf dem Gebiet der symbolischen Logik (S. 263) werden benutzt und 
ausgebaut; ursprünglich geschaffen als Zeichen für inhaltliche Begriffe, 
besonders zur Vermeidung der aus der gewöhnlichen Sprache allzu leicht 
quellenden Mißverständnisse, treten sie hier als inhaltsleere bloße Zeichen 
auf dem Papier auf. So liegt hier wiederum ein glänzendes Beispiel für 
den Nutzen der Vorrats- und Hamsterwirtschaft auf wissenschaftlichem 
Gebiete vor, ähnlich wie in den Fällen der (ursprünglich als reine Ge- 
dankengymnastik erscheinenden) griechischen Kegelschnittslehre, ohne 
die KEPLER seine Gesetze nicht hätte entdecken können, oder der ab- 
soluten Geometrie und Invariantentheorie, deren Vorhandensein und. 
Kenntnis EINSTEIN die Formulierung seiner Relativitäts- und Gravi- 
tationstheorie gestattete. | 

Mittels der symbolischen Logik gelingt es, jeden Satz als eine Formel, 
jeden Schluß ais eine auf typische Form gebrachte Aufeinanderfolge 
von Formeln und jeden Beweis als eine typische Aufeinanderfolge von 
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Schlüssen darzustellen, also die ganze Mathematik zu einem bloßen 
Bestand von Formeln zu gestalten. Zu den üblichen Individualzeichen, 
Veränderlichen, Beziehungszeichen und Verknüpfungszeichen der Mathe- 
matik treten demgemäß noch weitere Zeichen, wie etwa das der Ne- 
gation, das der Folge oder Implikation! (>) und die Zeichen für „alle“ 
und „es gibt“. Z. B. wird unter einem Schluß eine anschauliche 
Figur des folgenden Schemas verstanden, in dem W und 8 Formeln 
bedeuten: 

A 

AB 
B 


oder in Worten: wenn die Formeln X und X — B vorliegen, d.h. als be- 
weisbar gelten, so hat man auch ® als beweisbare Formel zu betrachten. 
Aus Figuren dieser Art? setzen sich die formalisierten Beweise zusammen; 
das mathematische Schließen und Beweisen wird also ersetzt durch 
ein rein formales Operieren nach bestimmten Regeln, unabhängig von 
jedem inhaltlichen Denken. Wie schon die in die Axiome eingehenden 
Grundbegriffe ohne inhaltliche (namentlich logische) Bedeutung sind, 
so erscheinen die Sätze (unter ihnen auch speziell die Axiome) als 
bedeutungslose Konfigurationen von Zeichen. Diese Zeichen sind 
das Material der axiomatisierten und formalisiertten Mathematik, 
ähnlich wie die Schachfiguren das Material des Schachspiels; die 
intuitionistische Bezeichnung dieser Mathematik als ‚Formelspiel‘“ ist 
so durchaus im Sinne der Axiomatiker selbst. Übrigens ist dieser 
treffende, schon von THOMAE® angeregte und dann namentlich von 
Weyı (besonders [5], S. 147) weitgehend durchgeführte Vergleich 
mit dem Schachspiel geeignet, das Wesen der HıLBErTschen Methode 
in einer Art zu beleuchten, die keineswegs am Öberflächlichen haften 


1 Angesichts der noch heute immer wieder auftretenden Mißverständnisse 
sei ausdrücklich hervorgehoben, daß auch schon in der inhaltlichen symbolischen 
Logik das Folgezeichen — die formale Implikation und nicht etwa das — weit 
engere — kausale oder logische Verhältnis von Grund und Folge bezeichnet; 
AB besagt also: „non-Woder B“, d.h. „wenn ® nicht gilt, so gilt auch A 
nicht‘. So sind z. B. die Aussagen: 

(Kant lebte vor Plato) > (2-2 =4) 
(Kant lebte vor Plato) > (2-2 =5), 
(Plato lebte vor Kant) > (2-2 =4) 


sämtlich richtig, dagegen: 

(Plato lebte vor Kant) > (2-2=5) 
falsch. Hiermit wird das syllogistische Folgern gegenüber dem üblichen Gebrauch 
in der älteren Logik erweitert, während natürlich nichtsyllogistische Deduktionen 


wie DESCARTES’ Cogito ergo sum nicht darunter fallen. 
2 Freilich in beliebiger Anzahl — womit schon die Induktion in die Beweis- 


theorie eingeht (vgl. unten)! 
3 Vgl. dazu Frese [2 II], $$ 86ff. 


Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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bleibt. Danach entsprechen die Formeln den verschiedenen Stellungen 
der Figuren auf dem Brett; das System der Axiome der Ausgangsstellung 
des Spiels; die für die Deduktion neuer Formeln aus schon bewiesenen 
maßgebenden Schlußregeln den Zugregeln des Spiels; eine „‚beweisbare‘ 

Formel einer „spielgerechten‘“ Stellung; endlich die Formel des Wider- ; 
spruchs (s. u.) einer Stellung, wo etwa 9 Bauern oder 10 Damen der 

gleichen Farbe vorkommen. 

Der eigentliche Zweck der Metamathematik, die an diese Tores 
lisierung anknüpft, besteht nun allein in dem Nachweis der Wider- 
spruchslosigkeit der Axiome der gewöhnlichen Mathematik; insofern sich“ 
für die Mathematik ‚‚Wahrheit‘“ und ‚Existenz‘ auf die Widerspruchs- 
freiheit reduzieren (S. 380), hat also die Metamathematik die letzte 
Begründung aller mathematischen Aussagen zu liefern. Erst hier ist 
von inhaltlichen, sinnvollen Sätzen, also von eigentlichen Erkenntnissen 
die Rede, wie ja auch zwar nicht ein Zug im Schachspiel, wohl aber die 
Lösung eines Schachproblems (d. h. eine Aussage über mögliche Züge) 
eine Erkenntnis darstellt. Bei alledem ist übrigens die Mathematik 
keineswegs als ein abgeschlossenes Gebäude zu denken; wie sich viel- 
mehr der „gewöhnliche‘‘ mathematische Fortschritt durch Ablei- 
tung neuer Formeln aus den Axiomen auf dem Weg formaler Schlüsse 
vollzieht, so erfolgt unabhängig hiervon eine andersartige Entwicklung 
der Wissenschaft durch Aufstellung neuer Axiome (man denke an das 
Auswahlaxiom!) und den Nachweis ihrer Widerspruchsfreiheit und Ver- 
träglichkeit mittels inhaltlicher Schlüsse. 

Die für den Nachweis der Widerspruchslosigkeit hiermit gestellte 
Aufgabe zerfällt in zwei grundsätzlich gleich bedeutsame Teile: erstens 
ist für die Behauptung von der Widerspruchslosigkeit eines Axiomen- 
systems (für Teile oder das Gesamtsystem der Mathematik) eine geeig- 
nete Fassung zu finden und zweitens sind Methoden zu entwickeln, die 
jene Behauptung zurückführen auf die unmittelbar anschaulichen Über- 
legungen, die die Wurzeln unserer Betrachtung bilden sollen. 

Der erste Teil wird erledigt durch eine Formalisierung auch der 
Begriffe des Widerspruchs und der Widerspruchslosigkeit. Falls näm- 
lich 4 eine beliebige Formel (Aussage) bezeichnen kann und X ihre 
formale Negation, so soll die Widerspruchslosigkeit eines Axiomen- 
systems besagen, daß aus ihm nicht zwei Formeln X und X gleich- 
zeitig gefolgert werden können. Führt man neben dem Zeichen der 
Gleichheit =) zur Bezeichnung ihrer Negation das Ungleichheits- 
zeichen (+) ein und bedenkt man, daß nach den Axiomen aus einem 
Widerspruch jede beliebige Behauptung folgt!, so kann man, da z.B. 
0=0 eine beweisbare Formel ist, die Widerspruchslosigkeit eines 


! Daher kann man die Widerspruchsfreiheit auch so ausdrücken: Es gibt 
mindestens eine unbeweisbare Aussage. (Vgl. von Neumann [3], S. 14.) 
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Axiomensystems auch so ausdrücken: durch Beweise, deren einzelne 
Formeln aus dem Axiomensystem hervorgehen, kann niemals die 
Formel 0 + 0 erhalten werden. (Seine ursprüngliche Art, das Zeichen + 
zu diesem Zweck als zunächst von der Gleichheitsrelation unabhängig 
einzuführen, hat HILBERT später aufgegeben.) Der erste Schritt der 
Metamathematik wird demnach darin bestehen, den Nachweis jener 
Behauptung der Widerspruchslosigkeit zu führen für ein Axiomen- 
system, das die Gesamtheit der natürlichen Zahlen begründet. 

Der Beweis einer solchen Behauptungwird sich derart vollziehen, daß 
alle aus dem Axiomensystem fließenden Schlüsse und Sätze auf einfache 
typische Normalformen gebracht und dann ihrer Struktur nach näher 
untersucht werden. Das entscheidende Moment hierbei liegt in der Wahl 
der logischen und mathematischen Hilfsmittel, die bei der Durch- 
führung dieser Untersuchung gebraucht werden dürfen; sie sollen sich, 
wie bemerkt, auf den Bereich des unmittelbar Anschaulichen beschrän- 
ken und insbesondere natürlich nicht von der Schwierigkeitsordnung 
der zu beweisenden Tatsache sein. In erster Linie muß offenbar das 
Material, mit dem überhaupt operiert wird, nämlich die Zeichen und 
ihre Wiedererkennbarkeit und Unterscheidung, gesichert sein. Was die 
erlaubten Methoden. betrifft, so wird z. B. bei der Untersuchung der 
Axiome der Zahlenlehre das Zählen bis zu einer gegebenen Zahl und die 
Induktion bzw. Rekursion in dem engsten Sinn zugelassen: im Sinn 
des anschaulichen Auf- und Abbaus einer ganzen Zahl, die als ein 
aus lauter Einsen zusammengesetztes Zahlzeichen aufzufassen ist, und 
mit der Maßgabe, daß in einer anschaulich vorliegenden endlichen 
Gesamtheit von Zeichen ein bestimmtes Zeichen, wenn überhaupt, so 
an einer angebbaren Stelle zum erstenmal auftritt und daß gewisse Prozesse 
von unendlichvielen Schritten dann völlig durchgeführt werden können, 
wenn sich je ein einzelner Schritt des Prozesses stets vornehmen läßt. 
Auf diese Weise wird von HILBERT in [7]Jein wesentlicher Ausschnitt aus 
der axiomatischen Theorie der natürlichen Zahlen als widerspruchsfrei 
nachgewiesen, wobei die Induktion im formalen (nicht in dem soeben 
erwähnten inhaltlich-anschaulichen) Sinn verstanden und gerechtfertigt 
wird. Noch wesentlich darüber hinaus gelangten (unter Benutzung auch 
von HILBERT [8]) ACKERMANN [1] und von NEUMANN [3], die die klas- 
sische Mathematik in einem Teilumfang als widerspruchsfrei erweisen, 
wie er etwa der Schrift Weyı [2] oder dem Russeıschen System bei 
Ausschluß von Reduzibilitäts- (und Multiplikations-) Axiom (S. 260 und 
267) entspricht. Mit den Methoden, wie sie diesem Teil der Mathe- 
matik entsprechen, lassen sich also keinesfalls neue Antinomien von 
bisher unbekannter Struktur herleiten. 

In [8] (und [9]) geht HıLsert an die transfiniten Schlußweisen 
im allgemeinen heran, die (wie der Satz vom ausgeschlossenen Dritten) 
auch in unendlichen Bereichen die Aussagen erzwingen sollen, die hier 

24* 
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nicht mehr durch finite Konstruktion zu erhalten sind. An der Spitze 
stehen wiederum ‚alle‘ und „es gibt“ (vgl. S. 258f.). Hier führt 
HILBERT ein formal wesentlich vereinfachendes neuartiges Axiom ein, 
das als „logisches Auswahlaxiom‘ bezeichnet wird; zu ihm mag uns der 
Satz vom ausgeschlossenen Dritten leiten. Nach diesem besteht nämlich, 
wenn f(x) eine beliebige Eigenschaft oder Satzfunktion ist (z. B. „x ist 
bestechlich‘), die Disjunktion: entweder gilt f(x) für alle x, oder es 


gibt ein x, für das die kontradiktorisch entgegengesetzte Aussage / (x) 
zutrifft. Im ersten Fall soll nun nach dem Axioım zur Funktion f (x) 
ein bestimmter Argumentwert 7, wählbar sein, der gleichsam als 
Vertreter aller x hinsichtlich unserer Funktion gelten kann; im ange- 
führten Beispiel erhielte man zu f (x) einen Aristides, für den gilt: wenn 
Aristides bestechlich ist, so ist es jeder Mensch. Im zweiten Fall ist 
der zu wählende Vertreter 7, für die Funktion f(x) ein beliebiges &, für 
das f(x) falsch ist. Aus diesem Axiom läßt sich ein wesentlicher Teil 
der transfiniten Schlußweisen herleiten. So unbegründet auch der 
Glaube an die Ausführbarkeit der Auswahlakte vermöge des logischen 
Auswahlaxioms ist, so gibt doch HILBERT in [8] (vgl. auch ACKERMANN 
[2]) wenigstens andeutungsweise und unter Vornahme gewisser Ver- 
einfachungen an, wie sich dieses Axiom als mit den übrigen Axiomen 
verträglich erweist und wie sich damit die übliche Verwendung 
von „alle“ und „es gibt“ und die Anwendung des Satzes vom 
ausgeschlossenen Dritten innerhalb unendlicher Gesamtheiten sichern _ 
läßt. Auf Grund dessen wird die Bildung von Zahlenfolgen (z. B. 
reellen Zahlen) der den Intuitionisten unzulässig erscheinenden Art 
und ferner die Möglichkeit reiner Existenzbeweise von ‚„transfinitem‘, 
nicht konstruktivem Charakter ermöglicht und gerechtfertigt. Das 
logische Auswahlaxiom läßt sich als eine Erweiterung des gewöhn- 
lichen Auswahlprinzips (S. 282ff.) auffassen, insofern gleich der dort 
verwandten ‚„Auswahlmenge‘“ auch die Funktion 7, jeder Satzfunktion 
f(x) bzw. der ihr entsprechenden Menge einen ‚ausgezeichneten‘ Ver- 
treter. zuordnet!. Dieser äußeren Übereinstimmung entspricht durch- 
aus das innere Wesen beider Axiome: obgleich die Auswahl nicht kon- 
struktiv zu sichern ist, kann man schadlos immer so tun, als sei sie 
vollziehbar oder vollzogen, und zwar in dem scharfen Sinn, daß zu 
einer mittels der Auswahl bewiesenen Tatsache niemals ein Wider- 
spruch — z.B.in Form eines Gegenbeispiels — erzielt werden kann. 
t Noch enger wird der Anschluß an das Auswahlprinzip der Mengenlehre bei 
der „e-Funktion“, durch die HiLBERT und seine Schule die in [8] gebrauchte. 
t-Funktion seither ersetzt haben. Durch diese e-Funktion wird einer beliebigen 
Satzfunktion nicht mehr (vgl. oben, 2. Fall) ein Gegenbeispiel, sondern in natür- 
licherer und einfacherer Weise ein positives Beispiel zugeordnet. Fordert man 
noch durch ein besonderes Axiom, daß umfangsgleichen Satzfunktionen durch die 


logische Auswahlfunktion stets der nämliche Wert zugeordnet werden soll, so 
fallen logische und mengentheoretische Auswahlfunktion zusammen. 
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Gelänge es also z. B., mit der Annahme der Auswahlfunktion die Tran- 
szendenz von 2” nachzuweisen, so müßte es aussichtslos sein, nach einer 
algebraischen Gleichung zu fahnden, der 2” genügen sollte; die Tran- 
szendenz wäre damit im gewöhnlichen Sinn gesichert. Der Aufsatz 
schließt mit einer Anwendung des neuen Axioms zur Begründung des 
Auswahlprinzips in dem Fall, wo es sich um eine Menge von Mengen 
reeller Zahlen handelt (vgl. Beispiel 3 auf S. 292£.). 

Hier drängt sich schon bei flüchtigem Überblick die Frage auf, wie 
sich denn solche Erkenntnisse, die das formalisierte Bild unendlicher 
Gesamtheiten und dazu gehöriger Schlußweisen betreffen, auf eine 
unmittelbar anschauliche und konkrete, also um so mehr überhaupt 
endliche Grundlage zurückführen lassen. Zur Beantwortung mögen 
HILBERTs eigene. Worte angeführt werden: ‚Unser Denken ist finit; 
indem wir denken, geschieht ein finiter Prozeß. Diese sich von selbst 
betätigende Wahrheit wird in meiner Beweistheorie gewissermaßen mit 
benutzt in der Weise, daß, wenn irgendwo sich ein Widerspruch heraus- 
stellen würde, mit der Erkenntnis dieses Widerspruchs auch zugleich 
die betreffende Auswahl aus den unendlich vielen Dingen verwirklicht 
sein müßte. In meiner Beweistheorie wird demnach nicht behauptet, 
daß die Auffindung eines Gegenstandes unter den unendlich vielen 
Gegenständen stets bewirkt werden kann, wohl aber, daß man ohne 
Risiko eines Irrtums stets so tun kann, als wäre die Auswahl getroffen. 
Wir können WEyL wohl das Vorhandensein eines circulus zugeben, 
aber dieser circulus ist nicht vitiosus. Vielmehr ist die Anwendung des 
tertium non datur stets ohne Gefahr.‘ ([8], S. 160; vgl. hierzu auch die 
verwandten älteren Ausführungen im letzten Teil von BROUWER [2].) 


Der dritte, aus dem Jahre 1925 stammende Vortrag HiILBERTS [9] 
gibt im ersten Teil einen Blick aus der Vogelschau auf das Grund- 
prinzip seiner Methode. Das gesteckte Ziel ist, endlich auch das aktual 
Unendliche oder Transfinite zu rechtfertigen!, nachdem das potentiell 
Unendliche, wie es namentlich in der Infinitesimalrechnung auftritt, 
bereits seit geraumer Zeit über eine solide und tragfähige Grundlage 
verfügt. Eine ‚transiente‘‘“ Begründung (S.119) des Transfiniten, 
unter Berufung etwa auf räumliche oder überhaupt außermathematische 
Tatsachen, kommt nicht in Frage, da die Erfahrung uns nirgends 
zweifelsfrei Unendliches bietet; vielmehr beginnt in der Natur das 
Transfinite und Kontinuierliche selbst dort, wo es bis vor kurzem sich 


1 In der Tat gibt auch ein so entschieden intuitionistischer Leugner der trans- 
finiten Zahlen wie BorEL (vgl. [2], S. 159) zu, daß sie zu richtigen und legitimen 
Resultaten verhelfen können, ähnlich wie die unrechtmäßigen Methoden in der 
Anfangszeit der Infinitesimalrechnung (vgl. D’ALEMBERTS auf S.305 zitiertes 
Wort) oder wie der Gebrauch der divergenten Reihen durch EULER, der ‚mit 
den Problemen auf Du und Du stehend‘ die unrechtmäßigen Hilfsmittel in hin- 
reichend taktvoller Weise zu benutzen wußte. 
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noch einer gewissen Geltung zu erfreuen schien, heute im Zeitalter 
der Relativitäts- und der Quantentheorie sich im Großen wie im Kleinen 
mehr und mehr zu verflüchtigen, um dem Endlichen und Diskreten 
Platz zu machen. Das Unendliche läßt sich eben augenscheinlich nicht 
im inhaltlichen Sinne sichern, wie dies etwa RUSSELL wohl als Ziel vor- 
schwebt, wenn er die Hypothese seines Unendlichkeitsaxioms auf- 
stellt. Demgegenüber betont HILBERT die innere Verwandtschaft oder 
sogar Wesensgleichheit seiner metamathematischen Methode mit der 
in den verschiedensten Gebieten der Mathematik erprobten Methode ' 
der idealen Elemente; diese typisch ‚„immanente‘“ Begründungsmethode 
hat gemäß der heute in der Mathematik herrschenden Auffassung be- 
grifflich den Vorzug vor der „transienten‘“t. Wie die Einführung der 
idealen Zahlen oder der Ideale in der Zahlentheorie, der ‘komplexen 
Zahlen in Algebra und Funktiönenlehre, der uneigentlichen (namentlich 
der ‚„unendlichfernen‘‘) Gebilde in der Geometrie, so verbreitet bei der 
Grundlegung der gesamten Mathematik erst die Hinzunahme transfinit- 
idealer Aussagen zu den finit-anschaulichen das volle Licht. Für 
finite Aussagen sind seit zwei Jahrtausenden die Elementarprozesse der 
Aristotelischen Logik geläufig, zu denen neben dem tertium non 
datur z. B. das scheinbar völlig gefahrlose Verfahren zählt, aus einer 
Aussage ihre Negation oder (durch Abspaltung) eine Teilaussage zu 
gewinnen?. Man hat diese Prozesse, dem wissenschaftlichen Bedürfnis 
folgend, ebenso auf transfinite Aussagen übertragen, wie man die aus- 
nahmslose Existenz der Gleichungswurzeln durch Hinzunahme der 
komplexen Zahlen, die Dualität zwischen Punkt und Gerade bzw. Ebene 
durch Erfindung der unendlichfernen Punkte erzwang. Läßt man also 
die transfiniten Aussagen und das übliche Operieren mit ihnen, obgleich 
inhaltlich leer und einer einsichtigen Begründung entbehrend, ebenso 
wie die idealen Elemente spezieller mathematischer Gebiete zunächst 
rein formal zu, so bedarf es zu ihrer nachträglichen Rechtfertigung 
„lediglich“ eines Beweises der Widerspruchsfreiheit. Gerade dieser Be- 
weis stellt die Aufgabe der Metamathematik dar. So erscheinen die 
beiden einander scheinbar widerstreitenden Thesen von der beherrschen- 
den Stellung des Unendlichen in der Mathematik und von der Notwen- 


! Damit werden die von BECKER [2], S. 476-482, gegen HıLBERTs Methode 
erhobenen Einwendungen hinfällig. Vgl. auch (namentlich zu BECKERS Bemer- 
kungen über die Begründung der komplexen Zahlen) Fußnote auf S.381 und die 
Schilderung der sich entwickelnden Anschauungen über eine „möglichst gute“ 
Begründung der komplexen Zahlen usw. bei FRAENKEL [2] und STAMMLER 1]: 

* Indes wird z.B. der schon im Altertum bekannte Satz, wonach zu einer 
Primzahl stets eine größere Primzahl unterhalb 2-35... pP +2 existiert, aus 
einer finiten, in eine endliche Disjunktion zerlegbaren und jedesmal in endlichem 
Verfahren verifizierbaren Aussage zu einer 'transfiniten Existentialaussage, so- 
bald man die Worte ‚unterhalb 2-3-5... p + 2° fortläßt; so harmlos, wie es 
scheint, ist also selbst die Gewinnung von Teilaussagen sicher nicht. 
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digkeit, dennoch alle Wissenschaft auf konkrete endliche Anschauung 
zu gründen, vermöge der Methode der idealen Elemente miteinander 
versöhnt. „Das Operieren mit dem Unendlichen kann nur durch das 
Endliche gesichert werden. Die Rolle, die dem Unendlichen bleibt, ist... 
lediglich die einer Idee — wenn man, nach den Worten Kants, unter 
einer Idee einen Vernunftbegriff versteht, der alle Erfahrung übersteigt 
und durch den das Konkrete im Sinne der Totalität ergänzt wird — 
einer Idee überdies, der wir unbedenklich vertrauen dürfen in dem 
Rahmen, den die von mir hier skizzierte und vertretene Theorie gesteckt 
hat.‘ (HıLBErT [9], S. 190.) 

Schließlich zeichnet HILBERT im zweiten Teil dieser Arbeit die Um- 
risse eines möglichen Beweises des Kontinuumssatzes, d.h. der CANTOR- 
schen Vermutung 2°°e= x, ; oder schärfer und eingeschränkter: eines Be- 
weises für die Widerspruchsfreiheit dieser Annahme, bei der die Wider- 
spruchsfreiheit des kontradiktorischen Gegenteils und somit eine Gabe- 
lung (S. 349) immer noch denkbar wäre, solange kein vollständiges 
Axiomensystem der Mengenlehre feststeht. (Auch die Entscheidbarkeit 
der mathematischen Probleme schlechthin wird hier nur in diesem Sinn 
der Verträglichkeit verstanden.) Indes kann mit der a. a. O. vorliegen- 
den Skizze das Kontinuumproblem nicht als endgültig erledigt gelten, 
solange nicht die Ausführung vollendet und namentlich der Beweis 
einiger dabei verwendeter Hilfssätze geführt ist, die sehr tief liegen 
und ihrem Schwierigkeitsgrad nach vielleicht an den zu beweisenden 
Satz selbst heranreichen mögen (vgl. dazu auch ACKERMANN [4], BECKER 
[2] und Supan [1]). Überdies und vor allem drängt sich das Bedenken 
auf, daß sich in der hier verfolgten Methode einstweilen ja vielmehr 
ein Beweisgang der Metamathematik vollzieht als die Herleitung eines 
eigentlich mathematischen, also formelhaft zu gewinnenden Satzes. 

Indes liegt das ganze gigantische Unternehmen HILBERTS vor- 
läufig nur in Bruchstücken vor; bei der Sprödigkeit des Gegenstands, 
der an kleinen und kaum bemerkbaren etwa fehlenden Zwischen- 
gliedern scheitern kann, läßt sich vorläufig ein endgültiges Urteil 
über den Erfolg nicht fällen. Gerade wegen des Flusses, in dem sich die 
Untersuchung noch befindet, schien neben einer flüchtigen Gesamt- 
überschau auch die vorstehende Schilderung der einzelnen Arbeiten 
HILBERTS zweckmäßig. Zu ihnen tritt ein weiterer, beim Druck dieser 
Seiten noch nicht veröffentlichter Vortrag [10], der die Gegenstände 
von [9] weiter behandelt, neue von ACKERMANN erzielte Fortschritte 
schildert und im übrigen namentlich dem logischen Auswahlaxiom 
HILBERTS fernere Betrachtungen widmet. 


8. Das Verhältnis der Mathematik zur Logik. Schlußbemerkungen 
zum Streit um die Grundlegung der Mathematik. Nicht nur vom mathe- 
matischen, sondern fast noch mehr vom erkenntnistheoretischen Stand- 
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punkt aus ist an der Methode Könıcs und HıILBERTs besonders be- 
merkenswert die Grundlage, auf der das ganze Verfahren beruht: ein 
primitiv, aber doch hinreichend ausgestattetes Arsenal unmittelbar an- 
schaulicher Erkenntnisse, die weder mathematischen noch logischen 
Charakter mehr tragen. Vergleicht man dies mit dem Fundament der 
intuitionistischen und logizistischen Schulen, die im vorigen Kapitel be- 
handelt worden sind, so findet man, daß unter den heutigen Mathe- 
matikern drei verschiedene Ansichten über das gegenseitige Verhältnis der 
Logik und der Mathematik einander gegenüberstehen‘. 

Nach BROUWER beruht die Mathematik auf der reinen Anschauung, 
insbesondere auf der Urintuition der natürlichen Zahl; die Logik gründet 
sich, wie er ausdrücklich behauptet, erst auf die Mathematik. Zum Ver- 
ständnis dieser etwas zugespitzten These ist zu bemerken, daß die Mathe- 
matik nach BROUWERS Auffassung die Gesamtheit der gedanklichen 
mathematischen Konstruktionen und nicht etwa deren formelmäßigen 
oder sprachlichen Ausdruck darstellt (vgl. S. 225£.); damit wird die Be- 
gründung der Mathematik auf die Logik untunlich, während die Logik 
mindestens teilweise der mathematischen Intuition bedarf. Gerade um- 
gekehrt ist esnach den modernen Logizisten? (DEDEKIND, FREGE, RuSs- 
SELL usw.), denen BROUWER geradezu vorwirft, sie befaßten sich mit 
der mathematischen Sprache statt mit der Mathematik: Für sie ist die 
Mathematik, die ihnen als die Theorie der Satzfunktionen (Eigen- 
schaften, Relationen usw.) gilt, aus der allgemeinen Logik zu begründen ; 
daher muß bei einem vollständigen Aufbau des mathematischen Gebäu- 
des, wie er z. B. in den Principia Mathematica angestrebt wird, vor allem 
die Logik begründet und aus ihr oder vielmehr als Teil von ihr die Mathe- 
matik hergeleitet werden. Diese Auffassung steht natürlich in scharfem 
Widerspruch zu derjenigen von KAnT? in der Kritik der reinen Vernunft; 
wenn KAnT dem reinen Denken die reine Anschauung zur Seite stellt, 
so ist ja freilich auch bei RUSSELL nicht das Denken der erste Ausgangs- 
punkt, aber dafür ein für KAnt noch unannehmbareres Element: die 
Empfindungen. Von der Festrede, die COUTURAT anläßlich des hundert- 
sten Todestages von KAnT in Paris gehalten hat, äußert PoıncArRE denn 
auch ironisch, man habe gemerkt, daß sie der Feier des Jubiläums 
von Kants Tode gelten solle. Gewissermaßen in der Mitte zwischen 
beiden Anschauungen, grundsätzlich indes doch wohl der ersten näher- 


* Für die in diesem Zusammenhang wesentliche Frage, was unter der Mathe- 
matik überhaupt zu verstehen ist, vgl. etwa Voss [1], S. 14ff., Weyr [7], S. 50#f. 
und BURKAMP [1], S.240ff., sowie die zahlreichen dortigen Literaturangaben. 

2 Indes vertreten nicht etwa alle ‚„‚Logistiker‘ (d.h. Vertreter der symbolischen 
Logik, wie z. B. die italienische Schule) diese Auffassung, die ja mit dem formalen 
Standpunkt der Symbolik nicht notwendig verknüpft ist. 

° Für Kants Auffassung zur Mathematik überhaupt sei Barık [1] (S.175 
bis 190) und [2] genannt. 
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kommend, steht die ‚formalistische‘‘ Schule HiLBERTS und seiner An- 
hänger, die die Intuitionisten so grimm befehden und umgekehrt. 
Auch HiILBERT erblickt die Wurzeln der Mathematik in gewissen von 
der Logik unabhängigen, vor allem Denken als unmittelbares Erlebnis 
vorhandenen primitivsten anschaulichen Gegebenheiten, die freilich 
andersartig und vielleicht nicht so umfassend verstanden werden wie 
von den Intuitionisten; vielmehr sollen jene ‚außer-logischen konkreten 
Objekte, die anschaulich als unmittelbares Erlebnis vor allem Denken 
da sind, ... sich ... vollkommen in allen Teilen überblicken lassen, 
und ihre Aufweisung, ihre Unterscheidung, ihr Aufeinanderfolgen oder 
Nebeneinandergereihtsein ist mit den Objekten zugleich unmittelbar 
anschaulich gegeben als etwas, das sich nicht noch auf etwas anderes 
reduzieren läßt oder einer Reduktion bedarf.‘ In der Mathematik sind 
solche Gegebenheiten, von denen die Sicherheit des logischen Schließens 
abhängig ist, insbesondere die Zeichen. Mit dieser Einstellung beruft 
sich HILBERT ausdrücklich auf KANT, in dessen Lehre es einen inte- 
grierenden Bestandteil ausmache, ‚daß die Mathematik über einen 
unabhängig von aller Logik gesicherten Inhalt verfügt und daher 
nie und nimmer allein durch Logik begründet werden kann“; auch 
LEIBN1z scheint, so sehr sonst mit Recht sein Name mit den Anfängen 
der Logistik verknüpft wird, diesem Grundgedanken sich nicht völlig 
verschlossen zu haben (vgl. MAnnkeE [1], S. 506ff.). Aus jenen an- 
schaulichen Wurzeln heraus sind dann nach HıLBErT Mathematik und 
Logik und zwar in zunächst einheitlicher Entwicklung aufzubauen, da 
der Aufbau der Mathematik, wenn auch nicht allein von der Logik 
aus möglich, doch gewisser Methoden der Logik notwendig bedarf!. 

Zum Schluß noch einige Worte über die Beurteilung der Metamathe- 
matik HILBERTs und über die Stellung, die namentlich die Intuitio- 
nisten ihr gegenüber einnehmen, sowie überhaupt zur Gesamtlage, in 
der sich die Grundlegung der Mathematik nach der Schilderung in 
diesem und dem vorigen Kapitel befindet! Ein erster möglicher und 
der Sache nach unvermeidlicher Gegenstand der Diskussion zur Meta- 
mathematik ist die sachliche Umgrenzung und äußere Beschreibung des 
Gebiets des ‚unmittelbar Anschaulichen‘‘, das als Ausgangspunkt und 
letzte Rechtfertigung der Metamathematik dient. Daß überhaupt ein 
Ausgangspunkt als gegeben zugrunde gelegt werden muß, liegt in der . 
Natur des menschlichen Denkens, da die Begründung nicht zu endlos 
neuen Wurzeln zurückschreiten kann; der ‚anschauliche‘ Charakter 
des Ausgangspunkts entspringt einer Stellungnahme in philosophischer 
Hinsicht, gegen die der Mathematiker als solcher ebensowenig Einwände 
erheben wird wie gegen den empiristischen Ausgangspunkt RUSSELLS, 

1 Vgl. zu dieser dreifachen Gliederung BuRKAMP [1] (bes. V. Studie) und [2] sowie 


DusısLav [1], derindes den Standpunkten der Intuitionisten wie auch der Logizisten 
wohl nicht voll gerecht wird; vor allem aber BERNAYS [5] (vgl. auch schon [1)). 
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gleichviel wie der Einzelne sich weltanschaulich dazu stellen mag. Hin- 
gegen wird man über die Umgrenzung des als Ausgangspunkt dienenden 
Gebietes naturgemäß verschieden denken können, und zwar nach zweier- 
lei Richtungen. Einmal mag man auf den subjektiven Charakter des 
Begriffs ‚unmittelbar anschauliche Gewißheit“ hinweisen, mit dem in 
der Geschichte der Wissenschaft schon manches Mal nur vermeintliche 
Wahrheiten gestützt wurden und der überdies im Laufe der Zeiten 
fühlbar wechselt; man kann also diese oder jene Tatsache des aus- 
gezeichneten Gebietes bezweifeln und als eines Beweises bedürftig 
erklären. Zweitens kann man, zwar den zwingenden Charakter der 
fraglichen Sätze zugebend, doch die Notwendigkeit der gerade ge- 
troffenen Gebietsumgrenzung bestreiten und ein anderes Gebiet als eine 
mindestens ebensogut brauchbare Grundlage in Vorschlag bringen. 
Indes hat HILBERT seine Anschauungsgrundlage so eng gewählt, daß 
Bedenken der erstgenannten Art einstweilen nur grundsätzlich und 
kaum praktisch in Betracht kommen dürften; die zuletzt angeführten 
Erwägungen hinwiederum sind offenbar von keiner nachhaltigen Be- 
deutung. 

Ein ferneres, ernsteres Bedenken, das erst bei einer endgültigen Dar- 
stellung von Grund auf behoben werden kann, bezieht sich darauf, ob 
überall bei den inhaltlichen Schlüssen die Benutzung solcher logischer 
Prinzipien streng vermieden wird (und sich vermeiden läßt), deren Be- 
gründung im formalen Sinn eben das Ziel jener Schlüsse ist; also ob 
z.B. in bezug auf das logische Schließen, das sich in zwar endlichen, 
aber nicht beschränkten Prozessen vollzieht, Gesetze wie das vom aus- 
geschlossenen Dritten niemals verwendet zu werden brauchen. 

Was die vollständige Induktion und die Lehre von den natürlichen 
Zahlen betrifft, so liegt namentlich der Einwand nahe: der Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis bezwecke ja zu zeigen, daß es unmöglich ist, 
durch beliebig viele Schlüsse zu einem Widerspruch zu gelangen. In 
diesem „beliebig viel“ stecke aber schon das induktive Moment in seiner 
Allgemeinheit, auf dessen Begründung es gerade ankommt. und von dem 
nur ein spezieller Kern unter den primitiven Anschauungsgrundlagen 
der Metamathematik HILBERTs zugrunde gelegt erscheint; so könne 
man nach wie vor an der Anschauung PoıncaArEs festhalten, wonach 
jede Begründung der vollständigen Induktion selbst schon eine voll- 
ständige Induktion voraussetze. 5 

Indes ist dieser Einwand von keiner wesentlichen Bedeutung; der 
Eindruck eines klaffenden Gegensatzes dürfte weniger auf die wirk- 
liche Sachlage zurückgehen als auf die Heftigkeit, mit der beide 
Seiten, die intuitionistische wie die formalistische, einen hier kaum 
vorhandenen Widerstreit der Meinungen herauszuarbeiten scheinen. 
Letztlich ist, wiea pricri zu vermuten war und nach den letzten for- 
malistischen Veröffentlichungen (besonders von NEUMANN [3]) auch 
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kaum mehr zu bestreiten ist, die in HILBERTS Anschauungsgrundlage 
vorkommende Rekursion bzw. Induktion nichts wesentlich Anderes als 
die von POINCARE an die Spitze der Mathematik gestellte (und ja gerade 
auch von ihm zu den synthetischen Urteilen a priori im Sinne KAnTs 
gerechnete!) vollständige Induktion, ja selbst als der von BROUWER 
als Quelle aller mathematischen Konstruktionen reklamierte Begriff 
der natürlichen Zahl. Erst nach Zulassung dieser Grundlage scheiden 
sich die Geister, und zwar wird da von HILBERT zunächst die Aufgabe 
in Angriff genommen, mittels der inhaltlichen Induktion die formale 
Induktion der axiomatisierten Mathematik zu begründen; eine Aufgabe, 
die allerdings für die Intuitionisten bedeutungslos ist, aber doch wohl 
auch den Formalisten nicht als ausschlaggebend für den Wert ihrer 
Methoden erscheint und keinen unübersteiglichen Schwierigkeiten be- 
gegnen kann. Die Würfel über den Erfolg oder Mißerfolg der Meta- 
mathematik werden auf einem anderen Felde fallen müssen: beim 
Beweis der Widerspruchsfreiheit im Gebiet jenseits des Diskret-Abzähl- 
baren. 

In der Tat: auch wenn man sich gezwungen sieht, die natürlichen 
Zahlen, sei es inhaltlich oder formal, als etwas Gegebenes und somit 
zum Ausgangspunkt Gehöriges hinzunehmen, so wäre es immer noch 
ein Unternehmen von wahrhaft gigantischer mathematischer und philo- 
sophischer Bedeutung, von jenem Ausgangspunkt aus das Kontinuum, 
also die Gesamtheit der reellen Zahlen, als widerspruchsfrei zu er- 
weisen. Auch noch in dieser starken Einschränkung — wenn man also 
aus dem metamathematisch zu legitimierenden Gebiet ‚von unten her“ 
das Endliche und die Zahlenreihe, ‚nach oben hin‘ die Mächtigkeiten 
und Ordnungszahlen der allgemeinen und speziellen Mengenlehre aus- 
scheidet — würde ein vollständiges Gelingen der Untersuchungen Hiır- 
BERTS wohl den meisten Mathematikern als ein Markstein seltener Art 
in der Entwicklung der Wissenschaft erscheinen. Dabei würden neben 
der Rechtfertigung des ‚tertium non datur‘ sich innerhalb der klassischen 
(WEIERSTRASSschen) Mathematik u.a. auch die Schwierigkeiten end- 
gültig auflösen, die in der zirkelhaften oder wenigstens nicht-prädi- 
kativen Verflechtung der Begriffe ‚Teilmenge‘ und ‚Potenzmenge“ 
(vgl. S. 252f.) ihren Grund haben; als Ausgangsmenge träte hierbei 
wesentlich nur die Zahlenreihe auf. Immerhin kann der Verfasser nicht 
verhehlen, daß er auch noch bei dieser eingeschränkten Fassung des 
Problems trotz der in ACKERMANN [1] und von NEUMANN [3] ent- 
haltenen wesentlichen Fortschritte die Erreichbarkeit des Zieles 
einstweilen in Zweifel zu ziehen geneigt ist; diese Zweifel verstärken 
sich naturgemäß für den Fall, daß man das Ziel noch weiter steckt, 
nämlich die allgemeine Mengenlehre mit ihren in der Potenzmenge, 
der allgemeinen Auswahl usw. gipfelnden Schwierigkeiten mit ein- 
bezieht. 
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Vom entschieden intuitionistischen Standpunkt aus gibt es schließ- 
lich einen noch weit tiefergehenden Einwurf gegen die Problemstellung 
und Methode HILBERTs; einen Einwurf, der auch nicht beseitigt würde, 
wenn die volle Durchführung im bezeichneten Sinne gelingen sollte. 
Dieser Einwurf ist eine Folge der verschiedenen Auffassungen, die man 
mit dem Begriff der mathematischen Existenz verbindet. Nach der heute 
vorherrschenden und namentlich von der Schule HILBERTs, doch auch 
z. B. von PoıncARE (vgl. z. B. [5], S. 137) vertretenen Auffassung existiert 
in der Mathematik, was widerspruchsfrei ist!; höchstens noch der Er- 
folg wird als zusätzliches Kriterium für die Rechtmäßigkeit einer wider- 
spruchsfreien Begriffsbildung zugelassen. Hiernach ist die Existenz der 
wie immer gewählten möglichen Deutungen der Grundbegriffe einer 
Axiomatik und die Zulässigkeit der auf Grund der Axiome angewandten 
Schlußweisen gesichert, sobald gezeigt ist, daß man durch erlaubte ° 
Schlußfolgerungen aus den Axiomen niemals zu einander widersprechen- 
den Ergebnissen gelangen kann. Von diesem Standpunkt aus sind durch 
den Widerspruchslosigkeitsbeweis der Metamathematik in der Tat die 
Begriffe und Aussagen der Mathematik als existierend erwiesen. Sol- 
cher Anschauung steht indessen scharf gegenüber die Meinung BROUWERS 
und seiner Anhänger, wonach in der Mathematik Existenz nichts ande- 
res bedeutet als (gedankliche) Konstruierbarkeit aus intuitiv gegebenen 
Grundelementen?. Ein Beweis für die Widerspruchslosigkeit der Mathe- 
matik ist nach dieser Anschauung (und wesentlich auch nach der logi- 
zistischen) ganz unnötig, da ja alle mathematischen Ergebnisse durch 
einsichtige Prozesse von einsichtigen Ausgangspunkten her folgen. 
Auf der anderen Seite würde aber nach intuitionistischer Auffassung die 
Mathematik, wenn sie alles zuließe, was widerspruchsfrei ist, in ein 
schrankenloses Spiel ausarten, während nur das Teilgebiet des Kon- 
struierbaren wissenschaftlichen Charakter behielte. Eine nur als ‚‚wider- 
spruchsfrei‘ erwiesene Theorie kann, so meint BROUWER, ebensowenig 
auf „Wahrheit“ Anspruch erheben, wie ein Verbrecher, dessen Tat mit 
vorgegebenen Untersuchungsmitteln nicht nachweisbar ist, deshalb ein 


1 Das schließt natürlich nicht aus, daß schon vor dem Nachweis der Wider- 
spruchsfreiheit der Mathematiker seine als widerspruchsfrei vermuteten Begriffe 
zunächst postulieren kann (und in praxi beinahe immer so verfährt). Vgl. z.B. 
HESSENBERG [6], S. 146. 


® Auch von rein philosophischer (und speziell logizistischer) Seite wird öfters 
hervorgehoben, daß erst die Existenz eines Begriffs seine Widerspruchslosigkeit 
verbürge und nicht umgekehrt. (Vgl. z. B. die Literaturangaben bei HöLper [3], 
S. 114, sowie auch schon PascArs Wort: Ni la contradiction n’est marque de 
faussete ni l’incontradiction n’est marque de verite.) Doch fehlt es von dieser Seite 
— trotz BECKER [2] und gelegentlicher Bemerkungen bei NATorP [1] und anderen 
— noch an einer befriedigenden Umgrenzung des Begriffs ‚Existenz‘ in der Mathe 
matik, soweit nicht ausdrücklich auf ein festes System, etwa das der Prinr'f 
Mathematica, Bezug genommen wird. Vgl. ferner zum Existenzproblem Scuorz [2]. 
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Ehrenmann zu sein braucht. BROUWER gibt demnach seinen Gegnern 
in der Tat zu (und hat das auch von Anfang an ausgesprochen), daß die 
Verwendung des tertium non datur auch in unendlichen Bereichen nicht 
zu Widersprüchen führt; das ist aber in seinen Augen keine Ehrenrettung 
jenes Prinzips. So ist HILBERTS Fragestellung, die dem konsequenten 
Axiomatiker als das höchste Problem der Mathematik überhaupt gilt 
und in deren Beantwortung er einen der kühnsten, neuartigsten und 
grundsätzlich wichtigsten Schritte in der Entwicklung des Erkenntnis- 
problems schlechthin erblicken würde, für den konsequenten Intuitio- 
nisten im entscheidenden Punkt geradezu bedeutungslos. Immerhin 
könnten Intuitionisten gemäßigter Art dem Gelingen eines Wider- 
spruchsfreiheitsbeweises, wenn nicht entscheidenden, so doch bedeut- 
samen Erkenntniswert zusprechen: dies ist z. B. auch die Meinung 
Weyts (vgl. [7] und seine Bemerkungen zu HiLBERT [10]). 


Daß der geschilderte Standpunkt der radikalen Intuitionisten — namentlich 
infolge der (schwerlich zu beseitigenden) "Vieldeutigkeit des Wortes ‚„Kon- 
struktion‘‘ — wesentlich dogmatischer Art und nur für den zwingend ist, der von 
Haus aus oder auf Grund seiner Erfahrungen mit der klassischen Mathematik die 
entsprechende Geisteshaltung mitbringt, mag folgender ‚Präzedenzfall‘‘ dem Leser 
näherbringen: Ein so nüchterner, der Mathematik so nahestehender Logiker wie 
NELSON macht schon 1905 (in [1], besonders S. 385—393) beinahe dieselbe Unter- 
scheidung (dem Wortlaute nach) wie BROUWER zwischen logischer Widerspruchsfrei- 
heit oder Denkbarkeit einerseits, ‚, Konstruierbarkeit‘ (oder auch ‚‚Anschaulichkeit‘‘) 
andererseits. Auch er betont, daß das Gebiet desanschaulich Konstruierbaren enger 
ist als das des Denkbaren und daß der Mathematiker sich auf jenes engere Gebiet 
zu beschränken habe, wenn er nicht ‚die Selbständigkeit seiner eigenen Wissen- 
schaft untergraben und sie in ein bloßes logisches Spiel mit analytischen Sätzen 
auflösen‘‘ wolle, ‚ohne den Gesichtspunkt der Wahrheit dieser Annahmen und 
ihrer Folgen“. So weit werden die Intuitionisten ihrem scheinbaren Gesinnungs- 
genossen freudig zustimmen. Doch die Enttäuschung folgt auf dem Fuß, wenn sie 
von NELSON über das Gebiet des alleinseligmachenden Konstruierbaren zu hören 
bekommen, daß dazu zwar die Euklidische Geometrie und die gemeinen komplexen 
Zahlen gehören sollen!, nicht aber die hyperbolische oder elliptische Geometrie und 


3 Offenbar spielt für die Vorzugsstellung, die hiermit den gemeinen kom- 
plexen Zahlen zuerkannt wird, eine Hauptrolle ihre Veranschaulichung in der 
Gaussschen Zahlenebene. Indes steht, wie namentlich angesichts der — nicht in 
demselben, wohl aber in verwandtem Sinn erhobenen (auf S. 374 erwähnten) — 
Einwände BECKERS gegenüber HILBERT betont sei, diese transient-anschauliche 
Begründung des Imaginären nicht nur grundsätzlich, sondern auch hinsichtlich 
der Verallgemeinerungsfähigkeit weit z.B. hinter der (immanent-begrifflichen) 
ersten CaucHvschen Begründungsart von 1847 zurück, die sich nach KRONECKERS 
Vorgang auf die Erweiterungen von Körpern und Ringen übertragen läßt. (STEINITZ 
[1], S. 197. Vgl. auch FrAENKEL [3], S. 155; Kruur [1], S. 110; besonders HassE 
[1], Abschn. III.) Gerade die von BECKER [2] und [3] angeführte Charakterisierung 
der komplexen Zahlen durch Leısnız als „pene inter Ens et non-Ens Amphi- 
bium‘, die heute doch für jede Betrachtungsart der komplexen Zahlen überholt 
"ist, sollte ein Warnungszeichen sein, nicht jetzt anderen idealen Gebilden diese 
Bezeichnung allgemeingültig zu erteilen, wie dies BECKER a.a.O. für die idealen 
Aussagen der Metamathematik tut. 
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die höheren komplexen Zahlen; und wenn NELSON aus diesem Ausschluß der nicht- 
euklidischen Geometrie (als eines unanschaulichen Spieles) aus der Mathematik 
geradezu ein Vertrauensvotum für Kant herleitet, dessen Bezeichnung der Eukli- 
dischen Axiome als synthetische Urteile a priori berechtigt sei und keineswegs im 
Widerspruch damit stehe, daß in der Tat auch die Verneinung des Parallelenaxioms 
mit den übrigen Axiomen verträglich, also widerspruchsfrei ist! (Übrigens ver- 
weist auch KAnT wiederholt auf die Konstruktion als methodisches Merkmal der 
Mathematik.) 


Der Verfasser, der bisher (auch in den $$ 14 und 15) versucht 
hat, volle Objektivität im Streit der Meinungen zu wahren, sollte an 
dieser Stelle vielleicht auch seiner subjektiven Stellungnahme Raum 
geben, die natürlich — da nicht ausschließlich durch wägbare 
Momente bestimmt — für den Leser keineswegs maßgebend sein 
kann; sie ist überdies eine Funktion der Zeit und mag also durch 
die fernere wissenschaftliche Entwicklung mehr oder weniger schnell 
beeinflußt werden. 

An ein schließliches Durchdringen des Intuitionismus, zumal in der 
ihm durch BROUWER gegebenen tieferen und radikaleren Ausprägung, 
vermag ich nicht zu glauben. Theoretisch ist dieses Urteil vor allem 
bedingt durch den dogmatisch eingeführten und nicht genügend 
scharf und einheitlich umgrenzten Begriff der Konstruktion (vgl. 
oben und S. 225ff.), der im System die ausschlaggebende Rolle spielt; 
wie man bei fast unveränderter Einkleidung doch etwas durchaus 
Anderes meinen kann, ist.soeben an einem krassen Beispiel gezeigt 
worden. Auch die Auffassung der Logik als einer nachträglichen, 
wesentlich die Ausdrucksweise betreffenden Abstraktion aus der Mathe- 
matik kann ich mir nicht zu eigen machen. Über diese theoretischen 
Bedenken aber überwiegen beinahe die praktischen, wie sie nament- 
lich auf S. 240 ff. umrissen worden sind ;eserscheint mir menschlich zuviel 
verlangt und wissenschaftlich nicht gerechtfertigt, daß die klassische 
Mathematik des vorigen Jahrhunderts oder auch ‚‚nur‘ die Mengenlehre 
CANTORs trotz all ihrer gewaltigen, sogar auf das Gemüt des Fachmanns 
erschütternd wirkenden Erfolge nun in ihren wesentlichsten Teilen 
als Schuldopfer preisgegeben werden müßte für die Verfehlungen in 
gewissen Randbezirken, die obendrein zum Teil gar nicht spezifisch 
jenen Gebietserweiterungen zur Last gelegt werden können. Ebenso 
ist es, beinahe unerträglich (wenn auch nicht ohne rechtfertigenden 
Präzedenzfall in der Wissenschaftsgeschichte), daß die intuitionistischen 
Fesseln den Aufbau auch der als rechtmäßig zugestandenen Teile der 
Mathematik in einem Maße komplizieren, das nicht nur die didaktische 
Verwendbarkeit der neuen Methoden aufs äußerste einengt, sondern 
auch den Forschern die Kritik und sogar die Selbstkritik ernstlich er- 
schwert. Ein so skeptisches Urteil über die bleibenden positiven Er- 
gebnisse des Intuitionismus vermag indes in keiner Weise die Bedeutung 
zu schmälern, die seinen Äußerungen von KRONECKER und POINCARE 
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bis BROUWER in negativer, kritischer Hinsicht zukommen. Es ist sein 
wissenschaftlich hoch zu bewertendes Verdienst, auf z. T. schwer kennt- 
liche und tatsächlich übersehene Lücken in der Begründung der Analysis 
und der Mengenlehre hingewiesen und so der notwendigen Grundlagen- 
kritik neue, vielseitige und fruchtbare Impulse gegeben zu haben, die 
nicht zum mindesten im gegenwärtigen Schaffen der Formalisten sicht- 
bar fortwirken. Da jene Lücken z. T. auch heute noch von einer halt- 
baren Ausfüllung weit entfernt sind, so kann man den Intuitionismus 
gegenwärtig keinesfalls als eine schon überwundene Erscheinung be- 
trachten. 

Auch gegenüber dem Formalismus, wie er sich bei HILBERT und 
seinen Schülern ausprägt, kann ich Bedenken nicht unterdrücken, die 
mir seinen schließlichen vollen Sieg nicht wahrscheinlich machen. Sieht 
man ab von der kaum ausschlaggebenden und mehr in allgemeine Welt- 
anschauungsbezirke weisenden Wertung des ‚Zeichens‘, so bleibt zunächst 
der ernstliche Zweifel am erfolgreichen Durchäringen der Methode: sei 
es bezüglich des. Beweises der Widerspruchsfreiheit für die allgemeine 
Mengenlehre oder auch nur für die klassische Theorie des Kontinuums, 
sei es bezüglich der Bewältigung konkreter mathematischer Aufgaben 
wie des Kontinuumproblems auf der vorliegenden, der Metamathematik 
als Material dienenden axiomatischen Grundlage. Aber auch wenn 
eine erfolgreiche Zukunftsentwicklung diese zweifelnde Skepsis Lügen 
strafen sollte, so bleibt ein auf ganz anderer Ebene liegendes Bedenken: 
es betrifft die Auswahl der speziellen, ‚Mathematik‘ genannten axio- 
matischen Grundlage und ihre Beziehung zu den Anwendungen. Wider- 
spruchsfreie Axiomensysteme lassen sich ja, vielleicht sogar in ähn- 
lichem Wirkungsumfang, auch anderweitig aufstellen; warum also 
soll man, wenn schon die Axiome nicht einsichtig begründet werden, 
gerade das Zeichenspiel mit diesem Axiomensystem durch den ehrenden 
Beinamen einer Wissenschaft, der ‚Mathematik‘, auszeichnen ? Und 
wenn die prästabilierte Harmonie zwischen der reinen Mathematik 
und dem der mathematischen Behandlung unterworfenen Natur- 
geschehen schon in vergangenen Zeiten ein ernstes Problem bildete, so 
war und ist doch ein erleichterndes Moment der notwendige Charakter 
der Mathematik, wie er aus unserer naturgegebenen geistigen Struktur. 
und allenfalls aus einer historisch und psychologisch bedingten Ein- 
stellung des mathematischen Denkens auf die Beschaffenheit der Welt 
hervorgehen mag. Wenn aber die Mathematik ein — lediglich wider- 
spruchsfreies — Spiel bedeutet, dann wirkt nicht bloß die erfolgreiche 
Anwendbarkeit der Analysis auf die Erscheinungen des Universums 
doppelt erstaunlich, sondern man bemerkt schon nicht einmal mehr einen 
inneren Grund, warum die Gesetze der formalen Arithmetik durchaus den 
Erfahrungen entsprechen, die das am Zahlgestell hantierende Kind hin- 
sichtlich des Zählens der ihm ‚gegebenen‘ Gegenstände (oder Emp- 
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findungen) macht!!. Der Formalismus hat so zwischen der Mathe- 
matik und der Welt eine Kluft hervorgebracht, deren Überbrückung 
kaum mehr vorstellbar erscheint. Freilich ist —. und das wird man 
als einen Vorzug gegen den Intuitionismus buchen müssen —die Leistung 
des Formalismus, und zwar schon seine bisherige, eine positive wissen- 
schaftliche Errungenschaft von hohem und unzerstörbarem Werte auch 
dann, wenn die formalistische Begründung der Mathematik nicht voll 
gelingt oder grundsätzlich abgelehnt wird; nur BROUWER und seine 
Anhänger werden bestreiten, daß hier ein von jedem anderen Stand- 
punkt sinnvolles Problem von einer über die Mathematik hinaus- 
reichenden Bedeutung gestellt und in gewissem, wenn auch einst- 
weilen vielleicht absolut bescheidenem Ausmaß gefördert worden ist. 

So ist denn der Verfasser geneigt, von den drei hier in den Vorder- 
grund getretenen Systemen der grundsätzlichen Einstellung nach dem 
Logizismus im Sinne RUSSELLS und seiner Mitarbeiter den Vorzug zu 
geben, namentlich auch was die Einfügung der Mathematik in den 
weiteren Rahmen der Logik betrifft. Diese inhaltliche Einbeziehung der 
Mathematik in das System der Logik schließt keineswegs die Anerken- 
nung der Tatsache aus, daß in formaler Hinsicht die Mathematik eine 
Art Vorrang besitzt, insofern als auch die ‚‚theoretische‘“ Logik gleich 
jeder exakten Wissenschaft ihre Systematik der Gesetzlichkeit des ma- 
thematischen Formalismus einordnen muß. Natürlich gilt das Bekennt- 
nis zu RusseLr nicht für den empiristischen Ausgangspunkt und die 
Lehre von den Individuen, statt deren man ebensogut andere Auf- 
fassungen vertreten kann; überhaupt ist das weltanschauliche, speziell 
auch das erkenntnistheoretische Glaubensbekenntnis RusSsELLS m.E. 
recht nebensächlich für sein logisch-mathematisches Gebäude. Daß 
dieses von seiner Vollendung noch weit entfernt ist, daß namentlich 
die mit dem Reduzibilitätsaxiom heute noch verknüpften Schwierig- 
keiten einen ablehnenden Standpunkt einstweilen sehr wohl zu be- 
gründen vermögen, wurde in $15? hinlänglich betont; allein diese 
Schwierigkeiten sind wahrscheinlich überwindbar, und selbst wenn 
sie es nicht sein sollten, so kann das, solange nicht von anderer Ein- 
stellung her ein voller Erfolg zu verzeichnen ist, ebensowohl den 
Schranken des menschlichen Denkens zur Last gelegt werden, über die 
das hier vorliegende Problem hinausgehen mag, wie etwa der Falsch- 
heit oder Unzweckmäßigkeit der logizistischen Einstellung. Was nament- 


! Praktisch könnte sich demgegenüber der Formalismus vielleicht darauf 
berufen, er suche die formale Mathematik so einzurichten, daß den im finit-anschau- 
lichen Denken gültigen Gesetzen nach Möglichkeit gleichartige Bilder im Transfinit- 
Formalen entsprechen; ob ein etwaiges heuristisches Prinzip dieser Art aber schon 
die obigen grundsätzlichen Bedenken forträumen würde, darf bezweifelt werden. 

® Zu der,dort genannten Literatur sei noch FEys [2] genannt (Analysen der 
Arbeiten RUSSELLS und WITTGENSTEINS). 
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lich die Stellung der axiomatischen Methode innerhalb des Logizismus 
betrifft, so erscheint mir der etwas geringschätzige Standpunkt RussELLs 
gegenüber dieser nur „postulatorischen‘‘ Einstellung als durchaus nicht 
unumgänglich. Nicht zu jeder Zeit und zu jedem Zweck kann und soll 
diese oder jene Theorie auf die letzten Erkenntniswurzeln zurückgeführt 
werden; ja selbst so ursprüngliche Gebiete wie die Zahlen- und die 
Mengenlehre — um gar nicht von der Geometrie zu reden, die einst- 
weilen ihren Hafen in den Princidia Mathematica noch schmerzlich 
vermißt — sollen neben einer endgültigen (und entsprechend langwierigen 
und schwierigen) Begründung auch einen Aufbau benutzen, der die- 
jenigen befriedigt, die zwar mit der dem Zeitalter angemessenen Strenge 
vorzugehen wünschen, aber von einem im engeren Sinn ‚„mathema- 
tischen‘‘ Ausgangspunkt aus; d.h. von der ‚Mitte‘ des WHITEHEAD- 
RusseLrschen Systems aus, etwa mit den natürlichen Zahlen oder auch 
mit den Mengen als ‚gegebenem‘ Material anhebend. So wird eine 
axiomatische Behandlung in allen Teilen der Mathematik erwünscht 
(man denke nur an die Gruppen- und Körpertheorie!); für die Zahlen- 
und die Mengenlehre aber, die bei solcher Beschränkung des Aus- 
gangspunktes als ‚ursprüngliche‘ Gebiete erscheinen und keine 
genetische Behandlung mehr zulassen, ist der axiomatische Aufbau 
zum Zweck der Darstellung (nicht der Begründung) geradezu 
ein Erfordernis. In diesem Sinn dürften die Überlegungen dieses 
Kapitels auch im logizistischen System ihre Bedeutung bewahren; 
doppelt bewahren beim gegenwärtigen Stand der Wissenschaft, 
wo auch der Logizismus die Mengenlehre nur mit Hilfe der Typen- 
theorie aufzubauen vermag, ohne doch bisher die Lösung aus den 
allzu beengenden Fesseln dieser Typentheorie gefunden zu haben. 
Schließlich sind, wie vielleicht nicht überflüssig ist hervorzuheben, 
die hier entwickelten drei Begründungsarten der Mengenlehre und über- 
haupt der Mathematik keineswegs stets scharf voneinander geschieden, 
vielmehr durch eine Reihe möglicher und auch tatsächlich vorkommen- 
der Übergangsstufen miteinander verknüpft. Vor allem aber sind 
sie auch nicht etwa ausschließend im Sinne eines „quartum non 
datur“. Die Zeit, die so manche Auffassungen begraben hat, wird 
auch neue erstehen lassen oder ältere zu frischem Leben erwecken. 
Namentlich erscheint es sehr wohl denkbar, den älteren, vorzugs- 
weise konstruktiven Standpunkt CANTOoRS, wie er besonders in [7] 
hervortritt!, derart auszubauen und zu befestigen, daß die Anti- 
nomien von selbst fortfallen und nur die Schwierigkeiten übrigbleiben, 
die zwischen der Potenzmenge und den Konstruktionsprinzipien der 
Ordnungszahlentheorie klaffen; Schwierigkeiten, von denen das Kon- 
tinuumproblem nur ein weithin sichtbares Symptom ist und die in 


1 Vgl. den dortigen Mengenbegriff im Gegensatz zur Definition 121]. 
Fraenkel, Mengenlehre. 3. Aufl. 
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keiner konservativen Begründung einstweilen eine Lösung gefunden 
haben. Das Auswahlprinzip würde bei solcher Auffassung wohl zu einer 
Trivialität und die Potenzmenge von ihrem nichtprädikativen Makel 
befreit, wie überhaupt dieser z. B. von PLESSNER vertretene Stand- 
punkt die Grenzen der Wissenschaft am weitesten hinauszustecken er- 
laubte; im Grundsätzlichen freilich wäre — vor allem vermöge der Vor- 
zugsstellung des Konstruktiv-Anschaulichen — hiermit paradoxerweise 
ein besonders enger Anschluß an Ideen des Intuitionismus erzielt. 

Jedenfalls besteht gegenwärtig bei einer der ganz großen Grund- 
und Schicksalsfragen der Mathematik der bedenkliche Zustand, daß die 
beteiligten Forscher in großen Gruppen einander widersprechen, zumeist 
sogar aneinander vorbeireden. Der Gegensatz in den Anschauungen ist 
von wesentlich dogmatischer Art und läßt wenig Hoffnung auf einen 
baldigen Ausgleich durch Überzeugung des Gegners; man begreift da- 
nach PoINCARE&s pessimistisches Wort: die Menschen verstehen sich nicht, 
weil sie nicht die nämliche Sprache sprechen und weil es Sprachen 
gibt, die sich nicht erlernen lassen. Mit Recht verspricht sich 
HADAMARD (Vorrede zu GONSETH [1]) allgemeinhin so lange nicht 
allzuviel von Versuchen zur Wiederherstellung der erschütterten 
Theorien, als ‚das Erdbeben noch andauert‘“ und einen endgültigen 
Überblick über den angerichteten Schaden unmöglich macht. Der 
Fortschritt der Wissenschaft, auch in den großen Phasen, ist eben 
nicht so gradlinig und stetig, wie es dem erfolgreichen Forscher bei 
seiner Tätigkeit erscheint und — soll der Antrieb nicht nachlassen — 
erscheinen muß. Vielmehr muß die älteste und vollkommenste der 
Wissenschaften es mit ansehen, daß der Weg, der nach A. CoMTE generell 
von der theologischen Epoche eines Erkenntnisgebietes über die meta- 
physische zur positivistischen führt, für sie von der letzten wieder zur 
vorangehenden Phase zurückzubiegen droht und daß so Probleme wie- 
derauftauchen, denen man glaubte zur Zeit der Sophisten einerseits, 
des Aufkommens der Infinitesimalrechnung andererseits zum unwider- 
ruflich letztenmal begegnet zu sein. 

Man darf aber trotzdem wohl der sicheren Hoffnung Raum geben, daß 
im Lauf von, wenn nicht Jahren, so doch Jahrzehnten sich allmäh- 
lich eine Klärung vollziehen wird und daß sich — vielleicht im Zug 
einer gewissen Reform der Logik, aber wohl kaum von dem den In- 
tuitionisten vorschwebenden Ausmaß — schließlich, wie in manchen 
so großen Streitfragen der Wissenschaftsgeschichte, auch hier eine 
Lösung herauskristallisiert, die jeder der beteiligten Schulen in einem 
gewissen Sinn Recht gibt. Eine solche Auffassung dürfte näherliegen 
als der Glaube an eine dauernde Spaltung der Auffassungen vom 
Wesen der Mathematik und als DinGLers (offenbar von SPENGLER 
unglücklich beeinflußte) Deutung der mathematischen Grundlagenkrise 
als „Teilvorgang des allgemeinen Hinabgleitens der Wissenschaft in 
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das Chaos‘ ([5], S. 94f.) — ganz zu schweigen von HADAMARDS resignierter 
Meinung, als sei die zum gegenseitigen Verständnis der Menschen 
erforderliche biologische Anpassung der menschlichen Gehirne zwar 
dort hinreichend fortgeschritten, wo die Erfahrung (PoIncArE würde 
sagen: die Möglichkeit der Verifikation) regulierend und zwingend 
leite, nicht aber in den jenseits der Erfahrung gelegenen Gefilden; hier 
gelinge ein Sich-Überzeugen so wenig wie zwischen einem Farbenblinden 
und einem Normalsichtigen, die, auf eine wüste Insel verschlagen, sich 
über den (wirklichen oder nur vermeintlichen) Einfluß der Wellenlänge 
des Lichtes auf die Farbempfindung im Auge hoffnungslos streiten. 


Wenn die Erörterungen des vorstehenden Paragraphen, namentlich 
in den letzten Nummern, vielfach über die Mengenlehre hinaus die 
Gesamtmathematik betrafen und — entsprechend der grundlegenden 
Rolle der Mengenlehre — betreffen mußten, so seien schließlich die 
speziell den Aufbau der Mengenlehre angehenden Ergebnisse dieses 
Kapitels nochmals kurz zusammengefaßt. Wir haben eine Begründung 
der Mengenlehre nach der axiomatischen Methode kennengelernt, bei 
der der Begriff der Menge nicht definiert, sondern als Grundbegriff 
eingeführt wird und seine formale Umgrenzung durch die Axiome er- 
hält, während von einer inhaltlichen Begriffsbestimmung überhaupt nicht 
die Rede ist. Der Umfang dieses Mengenbegriffs erweist sich von solcher 
Art, daß die rechtmäßigen Mengen der Cantorschen Mengenlehre, 
soweit dies zu übersehen ist, unter den neuen Begriff gebracht werden 
können; auch die Begriffsbildungen und Methoden der klassischen 
Mengenlehre, insbesondere die Theorie der Äquivalenz und diejenige 
der Ordnung und Wohlordnung, haben Raum in dem errichteten Ge- 
bäude. Dagegen werden die Mengen, die bisher zu Antinomien Anlaß 
gegeben haben, ausgeschlossen, und zwar in so allgemeinem Sinn, daß 
auch das Auftreten weiterer Widersprüche innerhalb des neuen Aufbaus 
unserer Wissenschaft hinreichend unwahrscheinlich wird. Die Unabhän- 
gigkeit des Axiomensystems ist im wesentlichen gesichert, während die 
Frage, ob sich auch die Vollständigkeit des Systems erzielen läßt, noch der 
Klärung bedarf. So darf diese Neubegründung der Mengenlehre als eine im 
großen ganzen durchgreifende Überwindung der Krise betrachtet werden, 
die von den Antinomien ausging. Zur endgültigen Sicherung des neuen 
Aufbaus ist noch der Nachweis erforderlich, daß widerspruchsvolle 
Mengen niemals auf Grund der Axiome gewonnen werden können; 
dazu bedarf es eines Beweises der Widerspruchslosigkeit des Axiomen- 
systems, der seinerseits nicht zu trennen ist von einem Nachweis für 
die Widerspruchsfreiheit der Mathematik überhaupt. Einem derartigen 
Nachweis steuern die neuen Forschungen HILBERTS und seiner Schüler 
zu, die freilich heute noch nicht als abgeschlossen und völlig geklärt 
betrachtet werden können. 
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Wir haben das von CANToR in kühner Intuition errichtete, von 
ZERMELO und anderen mit bedachtsamem Scharisinn ausgebaute und 
befestigte Gebäude der Mengenlehre nunmehr in seinen Grundlinien 
kennengelernt. Gewisse Aufgaben und Fragen wurden hierbei genauer 
erörtert, unter Bevorzugung namentlich der grundsätzlich bedeutsamen 
Punkte, während entsprechend dem’Ziel dieses Buches andere aus- 
gedehnte und wichtige Teile der heute schon sehr umfassenden und weit- 
verzweigten mengentheoretischen Wissenschaft — darunter vor allem 
die Theorie der Punktmengen— entweder nur flüchtig gestreift oder über- 
haupt nicht berührt worden sind. In den $$2—12 sind wir im Sinne CAn- 
TORS auf intuitivem und gewissermaßen naivem Weg vorgegangen; die 
Kritik und der Aufbau nach den Prinzipien der modernen mathematischen 
Grundlagenforschung fand in den beiden letzten Kapiteln eingehende Be- 
handlung. Der Leser, der tiefer in die Mengenlehre eindringen will, sei auf 
die in dem Literaturverzeichnis aufgeführten Lehr- und Handbücher ver- 
wiesen, namentlich auf das ausgezeichnete Buch HAUSDORFFS [3] bzw. [4]. 

Nach der Natur der Fragen, mit denen wir uns vornehmlich be- 
schäftigt haben und die in der Tat den Kern unserer Disziplin darstellen, 
könnte es den Anschein haben, als wäre die Mengenlehre vornehmlich 
aus Pdhilosophischem Interesse erwachsen, insbesondere aus der Frage 
nach der logischen Berechtigung des Begriffs des Unendlichgroßen 
und nach seiner arithmetischen Verwendbarkeit. Gewiß haben Gedan- 
kengänge dieser Art ihren Anteil an dem Lebenswerk CANToRs gehabt. 
Sie hatten sogar schon lange vor ihm den Ausgangspunkt BERNARD BoL- 
ZANOSs gebildet, des böhmischen Geistlichen, der auf mathematischem wie 
philosophischem Gebiete seiner Zeit so weit vorausgeeilt war und erst 
in neuerer Zeit allmählich voll gewürdigt wird!. BoLzAno hat in 


1 In philosophischer Hinsicht ist an erster Stelle seine ‚„Wissenschaftslehre‘ 
[2] zu nennen, für deren Einfluß auf die neuere Philosophie man etwa ZIEHEN [2], 
S.173#f., vergleiche und die auch in neuester Zeit noch nicht genügend aus- 
geschöpft sein dürfte, trotz der Bemühungen KoRsELTs und anderer; auch die 
kleine, schon 1810 erschienene Schrift [1] bietet viel des Interessanten.- In der 
Mathematik ist es namentlich die Lehre von den reellen Zahlen und Funktionen, 
die Borzano bedeutsame Fortschritte verdankt in Punkten, wo nicht nur seine 
Lösung, sondern schon die Problemstellung seiner Zeit — den überragenden Gauss 
nicht ausgenommen — weit vorauseilte; erst die Wiederentdeckung mancher von 
seinen Erkenntnissen durch WEIERSTRASss hat sie wirklich bekannt werden lassen 
und noch die allerjüngste Zeit hat das Ergebnis zutage gefördert, daß eine der merk- 
würdigsten Konstruktionen von WEIERSTRASS — die einer stetigen, nirgends - 
differentiierbaren Funktion — im Grunde schon im Besitz von BoLZAno war. 
Vgl. JASEK [1] und Kowarzwskı [l]. Für Borzanos Leben und Schaffen über- 
haupt vergleiche man BERGMANN [1] und Fers [1] und [2], wo sich weitere Hin- 
weise finden; an ersterer Stelle (S. 212ff.) auch eine ausführliche Bibliographie seiner 
Werke, die in einer (von einer Kommission bei der Böhmischen Gesellschaft der 
Wissenschaften besorgten) Gesamtausgabe 1928 zu erscheinen beginnen sollen. 
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seinen beiden letzten Lebensjahren (1847—1848) die ‚„Paradoxien 
des Unendlichen‘! geschrieben und damit — bewundernswert selb- 
ständig — den ersten und einzigen ernstlichen Vorstoß vor CANTOR in 
der Richtung gemacht, die später zur Mengenlehre führte; der Aus- 
druck „Menge“ findet sich schon bei ihm. Die das Unendlichgroße 
auszeichnenden ‚‚paradoxen‘ Eigenschaften, unter denen die Äquivalenz 
einer Menge mit einer eigentlichen Teilmenge (vgl. S.23) an erster 
Stelle steht, hat BoLzAno zwar klar erkannt, aber sie vorzugsweise als 
auffallende und interessante Sondererscheinungen gewürdigt, welche der 
üblichen mathematischen Behandlung mehr oder weniger im Wege zu 
stehen schienen; insbesondere drang er noch nicht zur vollen Erkennt- 
nis der Tragweite des Äquivalenzbegriffs und zur Prägung der Be- 
griffe der unendlichen Kardinalzahl und Ordnungszahl durch. Erst 
CANTOR stellte konsequent den Gesichtspunkt voran, das Unendlich- 
große aus seinen eigenen Eigenschaften und Gesetzen heraus syste- 
matisch zu ergründen und zu begründen, und baute so BoLzanos Para- 
doxiensammlung, die er kannte und innerhalb ihrer Grenzen würdigte 
(vgl. CAntor [7 V], S. 561), zu einer Wissenschaft aus?. 

Indes hat für CANTOR neben und selbst vor diesen an die Logik 
anstoßenden Fragen namentlich ein anderes, rein mathematisches 
Interesse den Anstoß zu den Untersuchungen gegeben, die die Anfänge 
der Mengenlehre darstellen. In vielen Teilen- der Analysis (z. B. in 
der Theorie der trigonometrischen Reihen, bei der Integration unstetiger 
Funktionen) war man zu Fragestellungen gekommen, die eine Heraus- 
hebung gewisser unendlicher Mengen von reellen Zahlen (oder Punk- 
ten) aus der Gesamtheit aller reellen Zahlen zwischen zwei festen Zah- 
len (oder aller Punkte einer Strecke) erforderlich machten, also zu 
Fragen, die wir heute zur Theorie der linearen Punktmengen rechnen. 
Schon vor CANTOoR hatten sich namentlich HAnkeL [1] und Pau 
pu Bois-REyMonD [1} mit derartigen Fragen beschäftigt; sie konnten 
aber mangels eines methodischen Werkzeugs keine wesentlichen Er- 
folge erzielen, obgleich der letztgenannte schon weitgehend unendliche 
Mengen zur Erreichung des Zieles heranzog. CANTOR nahm (CANTOR- 
STÄCKEL [1]; vgl. CAnToR [2], S. 130 Fußnote) auf Anregung von E. HEINE 
seit 1869 derartige Untersuchungen auf, speziell über trigonometrische 
Reihen und ihre Ausnahmestellen, wobei ihm 1870 in [3] der wichtige 
Beweis der Eindeutigkeit der Entwicklung in eine trigonometrische 
Reihe gelang. Aus diesen Arbeiten erwuchs ihm zunächst der Begriff 


1 BoLzano [3]. Neuerdings stellt sich heraus (vgl. JASEK [1] und weitere For- 
schungen dieses Autors), daß der erste Herausgeber die ‚„Paradoxien‘“ stellenweise 
auf eigene Faust verschlimmbessert hat und daß somit manche darin enthaltene 
Irrtümer wohl gar nicht auf Borzanos Rechnung zu setzen sind; Untersuchungen 
hierüber sind im Gange. 

2 Siehe auch den kurzen und schönen historischen 1 Überblick VIıvAnTı [1]. 
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des Grenzpunktes, der in engem Zusammenhang mit den in $10 ein- 
geführten Begriffsbildungen steht; bei der Fortführung und Verall- 
gemeinerung seiner Untersuchungen erkannte er — nicht mit einem Mal, 
sondern mit allmählich immer kühner und kühner werdendem Schwung— 
daß neuartige Hilfsmittel zur Bewältigung jener Aufgaben erforderlich 
seien, und schuf wesentlich zu diesem Zweck seine Mengenlehre. Er 
hat sich aber allmählich, im Gegensatz zu Du BoIs-REYMOND, von der 
Rücksicht auf die Anwendungen befreit, die Mengenlehre mehr und 
mehr um ihrer selbst willen ausgebaut und sie durch systematische Dar- 
stellung zum Rang einer selbständigen mathematischen Disziplin erhoben. 

Dieser der Analysis zugehörige Fragenkomplex muß nicht nur be- 
züglich der Entstehung der Mengenlehre, sondern noch mehr bezüglich 
ihrer Anwendungen auf andere mathematische Gebiete an erster Stelle 
genannt werden. Die Verknüpfung zwischen Mengenlehre und Funk- 
tionentheorie ist so eng geworden, daß diese ohne jene kaum mehr 
zu denken ist; die meisten Lehrbücher der Funktionentheorie weisen 
Eingangsabschnitte mengentheoretischen Inhalts auf, ja es wird be- 
züglich vieler Überlegungen aus der Theorie der Punktmengen und 
der der reellen Funktionen vom subjektiven Geschmack abhängen, 
ob man sie zur einen oder zur anderen Disziplin rechnen will. (Für die 
einschlägigen Lehrbücher vergleiche man die Hinweise auf S. 164.) 
Unter den vielen glänzenden Erfolgen, zu denen die Mengenlehre der 
Funktionentheorie verholfen hat, sei hier nur einer erwähnt, dessen Be- 
deutung dem mit der Infinitesimalrechnung vertrauten Leser sofort 
einleuchten wird. Der seit mehr als zwei Jahrhunderten in der Analysis 
(und ihren Anwendungen auf Naturwissenschaft und Technik) unent- 
behrliche, durch A. L. CAucHy (1823) und namentlich B. RIEMAnN (1851) 
streng und allgemein begründete Begriff des bestimmten Integrals einer 
Funktion versagt in gewissen Fällen; dann nämlich, wenn die zu inte- 
grierende Funktion (bzw. das zugrunde gelegte Argument) so stark un- 
stetig ist, daß der als Integral definierte Grenzwert nicht existiert. 
Mittels mengentheoretischer Betrachtungen, nämlich durch geeignete 
Definition und Begründung des Inhalts (oder Maßes) zwei- und mehr- 
dimensionaler Punktmengen, ist es indes namentlich H. LEBESGUE seit 
1902 gelungen, auch für ausgedehnte Klassen von Funktionen, die im 
obigen Sinn nicht integrierbar sind, einen naturgemäßen Integralbegriff 
einzuführen (den man inzwischen auch auf andere Weise zu beherrschen 
gelernt hat); der neue Begriff ist übrigens von solcher Art, daß das 
RIEMAnNsche und das LEBEsGuEsche Integral, soweit beide existieren, 
miteinander übereinstimmen. So haben die Methoden der Mengenlehre 
für einen der wichtigsten Begriffe der Analysis zu einer wesentlichen 
Erweiterung geführt. Namentlich für diese Anwendungen der Mengen- 
lehre (wie auch für sie selbst) existiert seit 1919 sogar eine eigene Zeit- 
schrift, die in Warschau erscheinenden ‚Fundamenta Mathematicae‘“. 
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Die Fragestellungen der Funktionenlehre, die CANTOR zu seinen 
Entdeckungen führten, sind gleichzeitig enge mit der Geometrie ver- 
knüpft; es genügt, an die Theorie der Punktmengen zu erinnern, wo 
die mengentheeretischen Methoden Unterscheidungen und Zergliede- 
rungen gestatten, die vorher der Geometrie unmöglich waren, und z.B. 
zum erstenmal eine scharfe Definition des Kontinuums ermöglichten 
($ 10). Jene Methoden gewannen weiterhin u. a. Anwendung auf die 
Untersuchung stetiger Abbildungen zwischen geometrischen Mannig- 
faltigkeiten (Dimensionsbegriff, vgl. S. 102 und MENGER [3]) und über- 
haupt auf die modernen Fragen der Analysis Situs oder Topologie, die 
sich ganz allgemein mit der Anordnung räumlicher Gebilde beschäftigt. 
Auch die Fragen der synthetischen Geometrie, in der die Gerade als, ,Träger““ 
aller auf ihr gelegenen Punkte, der Punkt als Träger aller durch ihn gehen- 
den Geraden betrachtet wird, haben zur Zeit der Entstehung der Mengen- 
lehre anregend gewirkt; auf dem Boden der synthetischen Geometrie 
ist wohl zuerst der Ausdruck ‚„Mächtigkeit‘‘ erwachsen. 

Schließlich ist unter den Fragen, die für die Entwicklung der Men- 
genlehre von Bedeutung gewesen sind, noch die Lehre von den natür- 
lichen Zahlen zu nennen (vgl. S. 181 ff. und 320 f.), um die sich R. DEDE- 
KIND mit seiner 1887 erschienenen Schrift [2] die größten Verdienste er- 
worben hat. Aus dieser Schrift stammt u. a. eine ausgedehnte Verwen- 
dung des Begriffs der umkehrbar eindeutigen Zuordnung (Abbildung), 
namentlich die Theorie der ‚Ketten‘, die seit ihrer Verwendung und 
Ausdehnung durch ZERMELO [2] und HESSENBERG [8] zu allgemeiner 
und grundsätzlicher Bedeutung in der Mengenlehre gelangt ist (vgl. 
5.205 ff.). Aber weit über die Mengenlehre hinaus hat der Begriff der 
umkehrbar eindeutigen Zuordnung, dessen Wesentlichkeit DEDEKIND 
in der Vorrede zu [2] in helles Licht setzt, eine immer steigende Be- 
deutung gewonnen, so namentlich in der modernen Gruppen- und 
Körpertheorie!. Ein wissenschaftlich wertvoller Briefwechsel, der der 
Herausgabe noch harrt, hat lange Zeit CANTOR und DEDEKIND ver- 
bunden; in der Art, wie CANTOR seine Ideen früher und später auffaßte 
und darstellte, ist denn auch DEDEKINDS Einfluß (im logizistischen Sinn) 
unverkennbar. — In der vorstehenden Darstellung der Mengenlehre 
sind übrigens der Begriff und die Grundeigenschaften der natürlichen 
Zahl durchgehends vorausgesetzt worden aus Gründen, die mehrfach 
Erörterung gefunden haben. 

So hat sich, während im allgemeinen in der Mathematik ein ge- 
wisser Gegensatz fühlbar wird zwischen der geometrisch- bzw. ana- 
Iytisch-kontinuierlichen und der (in der neueren Zeit bevorzugten) 
arithmetisch-diskreten Betrachtungsweise, in der Mengenlehre ein ge- 
meinsamer Mutterboden für beide Gedankenkreise ergeben. Eben eine 


1 Vgl. namentlich STEInITz [1] und Hasse [1]. 
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solche ‚„‚wahre Fusion von Arithmetik und Geometrie‘ durch die Mengen- 
lehre zu schaffen, innerhalb deren beide ihre gleichberechtigten Plätze 
finden sollten, war CANTORS bewußtes Streben (vgl. KrEin [1,], S. 288). 

Abgesehen von den besonderen Anwendungen auf -Analysis, Geo- 
metrie und Zahlenlehret, übrigens auch auf Wahrscheinlichkeitsrechnung 
und Physik (vgl. z. B. ROSENTHAL [1] und [2] und PLANCHEREL [1])?, 
fällt schließlich der Mengenlehre als dem allgemeinsten Zweig der Mathe- 
matik noch die bedeutsame Aufgabe zu, eine Reihe der wichtigsten 
Grundbegriffe der Mathematik — so z.B.die Begriffe der Anzahl 
(S. 55ff.), der Anordnung (S.124ff. und 316f.), der Funktion (vgl. 
S. 17f. und 105) — methodisch zu untersuchen und zu einem möglichst 
reinen. und gesicherten Aufbau der Grundlagen aller mathematischen 
Wissenschaften wertvolle Hilfsmittel beizusteuern. Die Mengenlehre 
stellt hiernach nicht nur einen wesentlichen Teil, sondern geradezu 
das Fundament der mathematischen Wissenschaft dar, ein Anspruch, 
der ihr nur vom Standpunkt der Intuitionisten begreiflicherweise be- 
stritten wird. 

Die großen Erfolge, die die Mengenlehre in all den genannten 
Hinsichten schon gegenwärtig aufzuweisen hat, ‘haben bewirkt, daß 
diese Disziplin trotz ihrer Jugend heute einen wichtigen, ja einen 
bevorzugten Platz innerhalb des Gebietes der Mathematik einnimmt; 
ein innerhalb der Gesamtwissenschaft so führender Forscher wie Hır- 
BERT bezeichnet sie als ‚einen der fruchtreichsten und kräftigsten 
Wissenszweige der Mathematik überhaupt‘ und gegenüber den intui- 
tionistischen Angriffen als ein von CANTOR geschaffenes ‚Paradies, aus 
dem uns niemand soll vertreiben können“3. Wenn bis in das letzte 
Jahrzehnt des vorigen Jahrhunderts hinein CAnToR und seine Ideen nur 
in einem engen Kreise seiner mathematischen Zeitgenossen Anerken- 
nung und Würdigung gefunden haben, so hat sich dies seither ziem- 
lich rasch völlig verändert; die Mengenlehre wird jetzt innerhalb der 
Mathematik höchst intensiv benutzt und weit über die Grenzen der 
Fachmathematiker hinaus studiert. Diese ihre heutige Wertschätzung 
aber liegt, abgesehen von der Wichtigkeit ihrer Anwendungen, zu einem 
“2 Auch für gewisse andere Fälle, bei denen essich fast ausschließlich um endliche 
(und ausnahmsweise um abzählbare) Gesamtheiten handelt, erweisen sich die Metho- 
den der Mengenlehre als fruchtbar; vgl. ZERMELOo [5], D. Könıc [2] und Kaımär [1]. 

®2 Anwendungen der Mengenlehre auf mathematische Physik (in einem anderen 
Sinn) hat CAntor schon 1882 vorhergesagt ([7 III], S. 120f.; vgl. auch Rosen- 
THAL-BoREL [1], S. 905, Fußnote 160, sowie SCHOENFLIES [12], S. 22). — Daß 
gewisse Anwendungen ‚auf die Naturlehre der Organismen‘ zwecks ‚‚einer genaue- 
ren Ergründung des Wesens des Organischen‘ etwa ‚‚die eigentliche Veranlassung“ 
für CANTORS Untersuchungen über Punktmengen geboten hätten, wie er selbst 
in einem Brief vom 22. September 1884 erklärt (ScHoENFLIES [12], S. 20), wird 


man im Hinblick auf seine damalige Gemütsverfassung cum grano salis zu ver- 
stehen haben. 


® HıLBErT [6], S.411; [9], S. 170. 
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wesentlichen Teil auch an dem nämlichen Umstand, der ihr zunächst 
die allgemeine Anerkennung vorenthielt: sie stellt einen der größten 
und kühnsten Schritte dar, die die mathematische Entwicklung jemals 
getan hat. Und wenn WHITEHEAD in einem schönen Aufsatz über 
‘ „Mathematik als ein Element in der Geschichte des Denkens‘! die 
Mathematik als die originalste Schöpfung des menschlichen Geistes 
kennzeichnet, so gebührt — im Hinblick auf die dortige Begründung — 
dieser Ehrentitel wiederum unter den mathematischen Disziplinen zu- 
vörderst der Mengenlehre als demjenigen Zweig der Mathematik, der am 
wenigsten Anlehnung an die äußere sinnliche Erfahrung findet?, der am 
reinsten dem freien Denken des Menschen entsprungen ist. Mit dieser 
wahrhaft schöpferischen Eroberung der Welt des Unendlichen bedeutet 
CANTORS Werk eine Erweiterung des wissenschaftlichen Horizontes von 
nicht geringerem Ausmaße als das Kopernikanische Weltsystem in der 
Astronomie, als die EinsteEinsche Relativitätstheorie oder die PLANCK- 
sche Quantenlehre in der Physik. 


1 WEHITEHEAD [1], 2. Kapitel. 
2 Vgl. Fußnote 2 auf S. 119, sowie S. 3731f. 
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interested in either algebra or geometry...... They will find here a clear, syste- 
matic exposition of an important new mathematical development. ... .’— Bulletin 
of the American Mathematical Society. Text in German. 512 x 8%. vii + 247 


pages, 15 illustrations. Originally published at $7.280. “Yellow (Grundlehren ) 
Series.” $3.50 


Einleitung in die Mengenlehre by Adolf Fraenkel. Third revised edition. Text 
in German. 51% x 814. viii + 424 pages, 13 illustrations. Originally published at 
$9.60. “Yellow (Grundlehren) Series.” Available Spring, 19406. $4.00 
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Elementary Mathematics from an Advanced Standpoint by Felix Klein. Vol- 
ume I: Arithmetic, Algebra, Analysis. Translated from the third German edition 
by E. R. Hedrick and C. A. Noble. An invaluable study equally useful to the 
university teacher and to the teacher in the secondary school. There is nothing 
comparable to this work, either with respect to the skillfully integrated ma- 
terial, or to the fascinating manner in which this material is discussed. Text 
in English. 51% x 8%. ix + 274 pages, 125 illustrations. “Yellow (Grundlehren) 
Series.’ $3.50 


Grundzüge der Theoretischen Logik by D. Hilbert End W. Ackermann. This 

masterly introduction to the subject has been written by two scholars who have 
contributed much to the development of the field. ‘ a first rate book indispen- 
sable to the serious student of mathematical eu Gazette. 
Second revised edition. Text in German. 513 x 8%. viii + 133 pages. Originally 
published at $4.50. “Yellow (Grundlehren) Series.” $2.50 


Hydrodynamics by Sir Horace Lamb. The singular position of this internation- 
ally famous work is best illustrated by the fact that most writers in this field 
refer their readers to this rather than to other text books for fundamental 
theorems, equations and methods of solution. “It remains the leading treatise on 
classical hydrodynamics.”— Mathematical Gazette. Sıxth revised edition. Text 
in English. 6 x 9. xv + 738 pages. Originally published at $13.75. $4.95 


Introduction to the Mathematical Theory of the Conduection of Heat in Solids 
by H. S. Carslaw. A thorough exposition of the mathematical methods used in 
connection with problems of heat conduction in solids, recognized as the standard 
reference work in this field. Second revised edition. Text in English. 512 x 81. 
xii + 268 pages, 23 illustrations. Originally published at $9.00. $3.50 


Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik by Johann v. Neumann, 
A careful and critical study of logical and mathematical difhculties connected 
with the measurement of physical quantities. Text in German, with German- 
English Glossary. 6 x 9. vi + 266 pages, 4 illustrations. Originally published at 
$7.85. “Yellow (Grundlehren) Series.” $3.50 


Die Mathematischen Hilfsmittel des Physikers by Erwin Madelung. An instant 
reference collection of 4000 advanced equations, formulae, theorems of mathe- 
matics and mathematical physics. Third revised edition. Text in German, with 
German-English Glossary. 6 x 9. xiii + 384 pages, 25 illustrations. Originally 
published at $12.00. “Yellow (Grundlehren) Series.” $3.50 


Matter and Light by Louis de Broglie. Translated by W. H. Johnston. Twenty- 
one essays on the tollowing subjects: a survey of present day physics, a discus- 
sion of matter and electricity, a discussion of light and radiation, an explanation 
of wave mechanics, a set of philosophical studies on quantum physics and a 
miscellany of three general philosophical essays. Text in English, 513 x 8%. 300 
pages. Originally published at $3.50. Avatlable Spring, 1946. $2.75 


Men of Mathematics: The Lives and Achievements of the Great Mathematicians 
from Zeno to Poincare. By E. T. Bell. Brilliant biographical studies of mathema- 
ticians of all ages. Text in English. 514 x 8%. xxi + 592 pages, 30 portraits. 
Originally published at $5.00. $2.75 


Mengenlehre by F. Hausdorff. A famous introduction into the theory of sets 
which is of the greatest interest and practical value to the beginner in the subject, 
as well as to the mathematician whose main field lies in some other branch of 
mathematics, but who has occasional opportunity in his work to use the methods 
and results of the theory of sets. Third revised edition. Text in German. SI x 8. 
307 pages, 12 illustrations. Originally published at $10.00. $3.50 
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Ordinary Differential Equations by E. L. Ince. A lucid, comprehensive exposi- 
tion of the theory of ordinary differential equations in both the real and the 
complex domain which gives the modern tools for solving ordinary differential 
equations. Text in English. 5174 x 9. viii + 558 pages, 18 illustrations. Originally 
published at $12.00. $3.75 


Ostwald-Luther: Hand-und Hilfsbuch zur Ausführung Physiko-Chemischer 
Messungen. Edited by C. Drucker. This encyclopedic, internationally renowned 
work is the most comprehensive one-volume collection of experimental pro- 
cedures, basic theory and fundamental mathematical equations ever published 
for the physical chemist and for the organie chemist using these powerful 
physical methods. Fifth revised edition. Text in German, with English transla- 
tion of Table of Contents and German-English Glossary. 6 x 9. xxiv + 986 pages, 
630 illustrations, 3 tables. Originally published at $21.00. $4.95 


Partial Differential Equations of Mathematical Physics by H. Bateman. A truly 
encyclopedic exposition of the methods of solving boundary value problems of 
mathematical physics by means of definite analytical expressions. First American 
edition with corrections. Text in English. 6 x 9. xxii + 522 pages, 29 illustrations. 
Originally published at $10.00 


The Phase Rule and Its Applications by Alexander Findlay. “It has established 
itself as the standard work on the subject and still remains the best introduction 


to the phase rule and its application... . The book is assured of.a continued and 
well-deserved popularıty.”—Nature. Eighth revised edition. Text in English. 
5% x 8%. xv + 326 pages. $3.00 


Polar Molecules by P. Debye. “This book not only brings together for the first 
time the accumulated information on electric dipoles, but also points out the gaps 
which still exist in theory and experiment.”— Nature. Text in English. 5% x 8%. 
172 pages. Originally published at $8.00. $3.50 


Tables of Funetions with Formulae and Curves (Funktionentafeln) by Eugene 
Jahnke and Fritz Emde. The world’s most comprehensive collection of tables, 
formulae and curves of the transcendental functions. Includes 76-page section 
by Emde giving tables and formulae for the elementary functions—omitted from 
all other available editions. Fourih revised edition, containing 400 corrections of 
errors. Text in English and German. 5% x 812. xv + 379 pages 212 illustrations. 
Originally published at $6.00. $3.50 


Tables for Converting Rectangular to Polar Co-Ordinates by J. C. P. Miller. 
This concis2 booklet of tables is a new computational tool of great value to the 
worker in electricity, radio, electronics, aeronautics, physics, applied mathematics, 
etc. Tabulated in increments of the argument ot 0.001. Text in English. 6 x 9. 
16 pages. Semi-stiff binding. $.75 


Les Tenseurs en Mecanique et en Elasticite by Leon Brillouin. Text in French. 
6x 9. 370 pages. Available Spring, 1946. - $3.75 


Theorie der Differentialgleichungen by Ludwig Bieberbach. There is hardly 
another book on the theory of ordinary and partial differential equations which 
goes equally far toward introducing the reader to the most important modern 
problems in this field and at the same time preserves the character of an ele- 
mentary textbook. Third revised edition. Text in German. 512 x 81. xiii + 396 
pages, 22 illustrations. Originally published at $10.00. “Yellow (Grundlehren) 
Series.” $3.75 


Theory of Functions by Konrad Knopp. Part I: Elements of the General Theory 
of Analytic Functions. Translated from the fifth German edition by Frederick 
Bagemihl. “There is little doubt but that this is the best monograph on functions 
of a complex variable yet written.”— American Mathematical Monthly. Text in 
English. 434 x 672. viii + 146 pages, 4 illustrations. $1.25 
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Die Theorie der Gruppen von Endlicher Ordnung by Andreas Speiser. A suc- 
cessful condensation of all important propositions of the field into less than three 


hundred pages. . a very attractive introduction into some of tlıe most modern 
developments of the theory of groups of finite order, with emphasis on its 
applications. . ”— American Mathematical M onthly. Third revised edition. Text 


in German. 5% x 81%. x + 262 pages, 41 illustrations. Originally published at 
$9.00. “Yellow (Grundlehren) Series.” $3.50 


Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation by Gustav Doetsch. This 
internationally famous work provides a comprehensive descriptive analysis of 
the theory and mathematical foundation of the Laplace transformation method, 
in addition to exhaustive sections showing its applications. Text in German, with 
German-English Glossary. 6 x 9. xiii 4 439 pages, 18 illustrations, Table of 
Laplace transformations. Originally published at $14.50. “Yellow (Grundlehren) 
Series. $3.75 


The Theory of Sound by Lord Rayleigh. With a Historical Introduction by 
Robert Bruce Lindsay. Reading Rayleigh is a real process of discovery. ... It 
is safe to predict that for a long time to come The Theory of Sound will be a 
vade mecum for the pure and applied acoustician. Second revised edition. Text 
in English. 54 x 8%. Volume I: xlii + 480 pages. Volume II: xii + 504 nages. 
Originally published in two volumes at $8.00. One Volume Edition $4.95 


A Treatise on the Analytical Dynamics of Particles and Rigid Bodies by E. T. 
Whittaker. Written by one of the great figures in contemporary mathematical 
physics, this world famous work has long been recognized as a classic in the 
field of analytical dynamics. Fourth revised edition. Text in English. 6 x 9. 
xiv 4 456 pages. Originally published at $6.00. $3.50 


A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity by A. E. H. Love. It would 
be hard to find a modern paper on.elasticity which does not contain at least one 
reference to Love’s famous treatise. Fourth revised edition. Text’ in English. 
6x 9. xviii 4 643 pages, 76 illustrations. Originally published at $10.50. $3.95 


Treatise on Thermodynamies by Max Planck. Translated with the author’s 
sanction by Alexander Ogg. Written by the founder of the quantum theory, this 
famous treatise is recognızed as the most comprehensive and profound treatment 
of the subject, meeting the needs of both students and research workers in the 
fields of physics and chemistry. Third revised edition (translated from the 
seventh German edition). Text in English. 5%4 x 8%. xii + 297 pages, 5 illus- 
trations. Originally published at $4.80. $2.75 


Vorlesungen über Differentialgeometrie by Wilhelm Blaschke. Volume I:° 
Elementare Differentialgeometrie. This famous work provides not only a brilliant 
exposition of differential geometry in a Euclidean space of three dimensions, 
but also an excellent introduction to original research in this field. Third revised 
edition. Text in German, with English translation of Table of Contents and 
German-English Glossary- Index. x + 311 pages, 35 figures. Originally published 
at $9.00. “Yellow (Grundlehren) Series.” 33.50 


Dover Publications, 1780 Broadway, New York 19,N.Y. 
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